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第 一 章 “ 近 可 积 动力 系统 的 混沌 现象 


这 一 章 主要 考察 近 可 积 动力 系统 如 何 从 孤立 子 状态 过 渡 到 混 
沌 状态 ,采取 了 微 扰 分 析 的 方法 ,并 为 以 后 某 些 章节 数值 计算 中 出 
现 的 混沌 现象 做 一 些 粗略 的 分 析 : 


1.1 孤立 子 扰动 理论 的 直接 方法 
考察 当 扰动 项 趋 于 零 时 ,具有 孤立 子 解 的 某 些 近 可 积 系统 。 


(a) 非 线 性 场 论 模型 
ua = иу = Аи + Ви? = єК(и) (1.0) 


(b) Zakharov 方程 组 
iY, + Wa +] = єКҮС\Ў,и) 
| (1.1.2) 
ma = ña = 2\1 W|), + е0, u) 


它 描写 高 频 波 和 低频 波 的 相互 作用 ,这 里 YO, RRASA 0 
复 包 络 ,n(x, 1) 为 低频 场 ; 
(с) 双重 Sine- Gordon 方程 (以 下 简称 SG 方程 ) 


фи — @ + sing + hsin $ = eR( @) 
再 考察 如 下 一 阶 仿 微分 方程 组 
MCE, E VET pE) = 0 (1.1.3) 


其 中 ç 为 向 量 函数 ,op = (pl фос. л) Е.га, pE єх. 
我 们 研究 方程 组 (1.1.3) 特 殊 定常 解 的 发 展 , 当 se =0 时 共有 


2 
形式 
p= фО(Е,А), £ = ke- wt (1.1.4) 
其 中 4 = 141,4;,…,4。i 为 任意 常 向 量 , 且 
POEA) = gP, 22 = 
小 参数 方法 的 主要 思想 是 寻找 形式 的 渐 近 级 数 解 


`Y 
Ф(х,1) = PUEA рт) + “её, р, т) (1.1.5) 
azl 


这 里 N 是 展开 的 阶 数 ,84” AREL p Mr 的 函数 - 

类 似 于 非 线 性 扰动 理论 中 的 Bogolubov-Krylov 方法 ,将 展开 式 
(1.1.5) 代 人 和 初 值 方程 组 (1.1.3) ,再 比较 。 的 同 阶 项 ,可 得 到 修正 
项 pg'" 满 足 的 线性 方程 组 


ОШ _әм® а әм 


кдр det ду 


M® = Mle = 0,¢ = Ф) 


Le 


a _ M ӘМ a ӘМ 
H = д. 7 дф?" Е 17 ç 
从 式 (1.1.6) 得 出 解 с RAER 


У et (1.1.6) 


Фо = Y(CU + | as) (1.1.7) 


其 中 cu) = const, Y 是 齐 次 方程 组 

LY = 0, Y*= Y [oM/ae,]"! (1.1.8) 
的 解 : 注意 到 y; 能 从 已 知 的 gp 全 在 初始 方程 组 中 通过 变 下 < 和 4 
得 到 


10) 210) 


М gP, Y. = gf). i = 113 m+l (1.1.9) 
展开 式 (1.1.5) 的 存在 性 必须 加 上 边界 条 件 ,这 个 级 数 的 项 可 由 计 


算式 (1.1.7) 得 到 .在 式 (1.1.7) 中 含有 指数 增加 项 中 ,因此 为 了 


得 到 有 界 解 有 了 两 个 途径 : 
(1) 当 函 数 了 * HOBAN ME p RARR БОЧКЕ С 
满足 关系 


сео = | 4гҮ[Н'” (1.1.10) 
J0 
аам 
其 中 Y = Y TA ; 
(2) 当 函 数 了 + H U JE B). А ЖЇР 


| аен = 0 (1.1.11) 


和 解 式 (1.1.9) 相 近 的 , g'" 的 长 期 性 增长 当 & > +0 为 有 限 的 是 
排除 以 下 条 件 


lim УН =0, i=1+1l.l+2. .m+l (1.1.12) 
现 给 出 - -个 例子 ,说 明 我 们 的 方法 .考虑 Klein-Gorden 系统 


фа = Фи = Ё\ф) = єК(ф) (1.1.13) 
ЯРО) o HERRERA, # РНИ—ЖЯЖд, КО) АР 
REAT, ще + о, (000) 0. (1.1.13) e =0 RAM 
立 子 解 
Ф = çla = 2) 128], £ <= х-и (1.1.14) 
应 用 展开 式 (1.1.5) ,可 找到 线性 算 工 上 
a 
dë: 
Ly=0 存 在 解 , 它 当 一 + 时 衰减 , 记 为 y= em. (ПЕЙЖ 
数 ,得 到 同 阶 的 解 具有 形式 


petri = E) (1.1.15) 


[š ' k Yt rn) G ГУ ч. 
P = (сү? + [dE yH) + y (059 + Ku )) 
-0 Р, 


(1.1.16) 
其 中 


уз = op) ds [Ly] 
为 了 保证 2 ”的 有 界 性 ,充分 必要 条 件 是 满足 


| аан =0 (1.1.17) 


naL HO =o z + 2000) + е9) ,将 此 代入 式 (1.1.17)， 
可 得 孤立 子 速 度 满足 方程 


d Ë & YP ) 

р 5 =s s | 40410) 

Пл тезу, арф 

ВЕ" | 42} (1.1.18) 
x Ta ы е 


1.22 基于 反 散 射 变 换 的 微 扰 理论 


先 考 虑 扰动 Sine- Corden 方程 单 孤立 子 的 发 展 


Иң = uw + sinu = eR(u),e el (1.2.1) 
应 用 反 散 射 变换 , 式 (1.2.1) 在 e =0 的 Lax 对 为 
д 
“=з Aila = (сози Јаз - 
(а›/АА)їпи + Foils = ш) (1.2.2) 
2 
A = t Tia + С) вови Јаз + 
(а»/4А )ѕіпи +240 = и)! (1є2=зу 


其 中 о, 为 Pauli ЯЕ, А 为 谱 参数 ,Jost 参数 a(2),b(4) 和 和 算 子 的 
离散 谱 Ans b, 为 散射 数据 ,它们 对 时 间 : 的 依赖 关系 为 
= а(А,0), b(A,t) = b(A.0)exp[- 2&(А)!] 
А00) = olt), Ь,(А,2) = b, СА, .О)ехр( — 2ш) 


(1.2.4) 
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从 这 些 资料 可 人 确定 位 势 (x,1): 40 时 ,能 建立 扰动 理论 , 利 
用 式 (1.2.1) 可 得 到 散射 数据 的 导数 


йазы) = С) (фт) (1.2.5) 


Аклы) =- АЫ 0) - Laf Фк) фо) 
t Уж 


(1.2.6) 
Ш 
d, _ 4 [* p(y (1.2.7) 
=" = 一 一 RD WPA, apl 2,)) 
dt = TOt š г e 
db , 
CO je 
ШЕТ 2ш An) ba 
И 
ЗА ахи) о (А) — b.) (1.2.8) 
а (А, - = 


其 中 Wig, ф) Ж Wronski FIR, 2 Me 为 Jost ВАЎК. EAMT 
的 情况 (kink 或 antikink),c= +1 


nu (z) = 4arctanhexpaz,z = (x – EM У реј 


À = в. С = biZa (ie) =- 20уехр(ё/У 1 — 22) 
Jost KRHA 
‚ {А + iytanhz ы 
Ун ain a 


avsechz 


— Gvsechz 


@, = фин ja + iw)! (1.2.9) 


其 中 a, = (А — i)/(ÀA + ш). b (à) = 0. 在 绝热 近似 下 ,我们 得 到 
孤立 子 参数 的 方程 


dr 
di 


À — ivtanhz 


* d:R(u (х) )зесћ= (1.2.10) 


=- 400-7 |_ 


2, у^ 


d I af 
T БЕЛЕ! #- PEAS = n°) 


现 考虑 “呼吸 子 " 情 况 ,此 时 “呼吸 子 " 解 为 


@n( x) =- 4arctan( cose ) 
yeoshz 
Ф = #(с)-(/»)ш, 2 = v(x- wiers t - 22 
„21-4121 
` 1+41612 = ужо, ту > 0 
dxo 10 s 
TE q S (9181) ee q 
呼吸 子 的 参数 方程 为 
1 Be 
T Е 5 п) (сову), (1 
dr 253/2 5р 
j: =~ e(l — 7) (4сову) ГА (1 
18 зул 35122 
TS ziri = к)” -e(l -— r7 PAL ксо + 
cossy(1 - r) h] - h (45іпусоѕ?2у) >! (1 
dxo i 


q“ "+ e(l- h- vtanvla) (2siny)™ > (1 


п «сп ы SRC galz) )dz 
paf кш су 
[в | И аа ))dz 
^^ a 


) 


.2. 


‚2 


N 


_ dzR(u,(z))sechz (1.2.11) 


(1.2.12) 


13) 


16) 


<17) 


Is = Е авыр д2 R(@ (z z))dz,4 = tanycosg 


J _x cosh?z 


lÀ /1 = 17 
一 个 kink 解 的 Jost KRBOY 
e = а 
Ф А + ЛА — itanhz 1 1, 
КО ад 
е [A+ бла) 
Ф = ДЕ _( ovsechz 
(1.2.18) 
考虑 多 维 情况 
pa- Фе + sing = (®)ф,+К(ф) — (12.19) 


= 1 
v = 0,p(0) = ро, o> 1ЁЇ,ф = oocC2tpo ) 


拟 平面 解 具 有 形式 
@ = 一 4aarctanexp( — z),o =+t1,2= (1- 12) (г о) 
2.20) 
其 中 r 39468 ea ZE EAE 
= 2 0 _ 2) + a (0)(1 — >? (1.2.21) 
чө = clli + alp) - ь?)) (1.2.22) 
[= Wg) s y, 2E, 
alp) = Ë дф; coshz —” 0ф Е 
其 次 考虑 非 线性 Schrödinger 方程 
їй + qa +1 q 14 = eR(g) (1.2.23) 


当 e=0 时 ,具有 单 孤 立 子 解 


фОх,!) =27sech27(x — хо + 42) + 
expi ~ 2iéx - 41022 – з) - igo] (1.2.24) 


其 中 7 为 孤立 子 振幅 ,> = -44 为 其 速度 ,积分 不 变量 为 
(a) ТМ 


N= | КЕТ (1.2.25) 
(b) 场 动 量 Р 
P=- iP aa ziglia (1.2.26) 
(cY Hamilton ОН 
H = Га 4. I? -1 41%4х (1.2.27) 


对 于 单 孤 立 子 ,将 式 (1.2.24) 代 人 式 (1.2.25) ~ 式 (1.2.27) ,可 得 
H = зу - &), N = 4,Р = 8ё} (1.2.28) 
单 孤 立 子 的 Jost 函数 具有 形式 


人 айх 
Ф = y? А-ё+їй 


ü — Ê + imtanh27( x — xo) 


(1.2.29 
nsech2n(x — xo)exp( ~ 2iéx ~ ipo) ) 


Ф(х.А) = а(А)ф(х,А), абд) = EE (1.2.30) 


А-ё+ in 
А _ 49+ 
= | КЕ | (1.2.31) 
角 作 用 量 为 
ES 
ИВ ауе 
Ф(А) = argb(x), № = 24 (1.2.32) 


9 
$, = тү k 1,2,3, (1.2.33) 
由 绝热 方程 可 得 
T 22, 到 elm| _dzResechz V a,bz (1.2.34) 
=- teref”, dzRe- ?sechz (1.2.35) 
dE _ s np 
рс 48 + эре ,zhe ‘zsechz (1.2.36) 
EEEE -ү)- 
Eml” dzsechz(1 — ztanhz)Re 2 (1.2.37) 
27 
0 = (ё/):+8 
角 动 量 取 形 式 
9.24 Аала ера? Ce APRO) К 
E 07 (z,2)] R (х) 0) (1.2.38) 


Р. 
ы 
БШ 
Ë 
Daa 


de адзе" ° A [gPa A)R (x) - 


«(А.А Ах) - 26000 (x, A) p (x,A) R(x)) 


(1.2.39) 


1.3 在 各 种 外 力 下 Sine - Gorden 方程 孤立 子 的 变化 
1.3.1 SG 方程 孤立 子 的 运动 
考虑 如 下 SC 方程 


Фи — Фе + sing = focoswt (1.3.1) 
4 у= 0 RA H” (кпк) 9057 Ж 
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@, = 4arctanlexp[ (x ~ ш) V 1-17]! (1.3.2) 


5 
ф= Ф + u(t) (1.3.3) 
其 中 B(x,1) 为 x,t КИЛЕР, ORETTE 
иң + sinu = focoswt (1.3.4) 
则 更 满足 方程 


Ф,- Ф, + sing = Du sin® + ull = cos®) (1.3.5) 


考虑 几 种 情况 : 
(1) 远离 共振 ,w<1。 则 得 到 u(t) 满 足 如 下 方程 : 


Un + и = fosinwt, и = h 3Coswt (1.3.6) 
— у 


1 


H eR = зена (1 -cos@)。 代 入 扰动 理论 的 绝热 方程 ,能 发 
现 甸 孤立 子 运动 像 古典 质点 ,具有 一 个 调和 模 , 强度 为 f= fo/ 
(1- 62), 

(2) Ж Ҥ#Ж{к,»=1+ N. iŞ u ~ (有 /20)coswt。 利 用 展开 
式 的 后 面 几 项 可 得 

uu + ú иб + = focoswt 

此 时 ,在 感应 和 外 场 之 间 产 生 一 个 非 线 性 共振 。 可 用 标准 方法 计 
算 共 振 条 件 


а(0 + 69)? = f (1.3.7) 
а 为 振动 振幅 。 
(3) 靠近 共振 ,它们 交友 在 一 起 。 对 于 方程 (1.3.6), Hamilton 
量 等 于 
Ho = Jul)? — cosu (1.3.8) 
其 中 ult) = 2en(t,k),cen( x) 9 Jacobi 椭圆 余弦 函数 ,k= (1 + 
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Но) 2. ЧАЕВИ ЗАО ЖЛЕ Ди > ЕП НЙН д» 时 ， 混沌 将 
发 生 , 此 时 在 条 件 

8rgiexp( ~ xrO0/2) > (1.3.9) 
满足 时 ， u(!) 变 为 随机 函数 ,其 中 90= (一 1) пло, r 为 整数 。 

为 了 分 析 万 增加 和 阻尼 值 =1 的 问 题 ,必须 进行 数值 计算 。 
计算 表明 由 kink 和 呼吸 子 组 成 的 状态 , 当 fo > 0.9 时 ,随机 运动 产 
生 , 瞬 时 混沌 pg( 4) 产生, 由 此 我 们 可 以 研究 

Uy — Шу U + и? + Ги = focoswt, fa < 1 (1.3.10) 
孤立 子 的 运动 。 利 用 扰动 理论 ,可 得 孤立 子 速 度 满足 


g- S Ф? z)sech2; (1.3.11) 


其 中 (ала 
Pu - @ + ф + Гф = focoswt 
1.3.2 二 波 包 SGMF 
考虑 方程 
— Pa + sing + аф, = ~— esin(kit - wix) pu (1.3.12) 
应 用 扰动 理论 可 得 孤立 子 运动 速度 o 和 中 心 位置 8(1) 满 足 方 程 


de разубават 4) 
dt 4 sinhrw(1 - )'^2 
(1.3.13) 
kit ~ w1Ẹ)/v 
а Е е аи 
зіпһлхо (1 - 5)'202 
(1.3.14) 
2 
9 С g = eAcos( kit — wê) 


A =- (1/4)зїпһк 5 (1.3.15) 
34 ања" 时 
i rawalarccosh( wr) = aresinh( шол) | 


а = | 


A,(1 + rw/2) 
混沌 将 会 发 生 , 其 中 A, 为 行 波 的 振幅 
用 类 似 的 方法 考虑 SG 孤立 子 散落 在 混沌 区 的 问题 ,作为 一 
个 例子 ,考虑 SG 孤立 子 散落 在 周期 外 力 和 具 周 期 非 均匀 介质 的 
фи — Pu + (1 + ecosux)sinot = fsinQt — Г, (1.3.16) 
计算 可 知 
phx.) = arctan expl + (x - nt)/ Vi- 1] (1.3.17) 
满足 方程 
Фи = Фох + SING, = fO- cosg, )sinĝt 一 ecosuxsing, — lo 
(1.3.18) 
可 得 狐 立 子 速 度 o 和 质量 中 心 位 置 5 满足 方程 (Q? < 1) 


dv 2\32 Гь mew sinu _ Tp 
= (= ТУВЕ Ти 
此 _ а 4- mocoth(za 2), 
шк» nv(l - 07) е0 guinh( ro /2) сози 
w= kV 1- 2 
(1.3.19) 
这 个 方程 组 能 用 Melnikov 方法 进行 分 析 , Melnikov 函数 MODET 
12 т^ fsin (to 
M(t0) = 8| 5 - 
мч») | 5) у aucosh( nf /2 V au) 
_ me __ A 
а = Sinh(zu/2) (13:20) 
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м (16Г уап т) со 0/2 V au) < 1 EF, МО) EF, ME ТЖ 
度 将 变 为 时 间 Еа 
1.3.3 含 外 力 SG 方程 中 三 维 bubble 的 随机 动力 学 
球 对 称 的 SG 方程 为 
фи = @, + sing = (р/т), + eR( @) (1.3.21) 
其 中 r 为 球 坐 标 , D + 1 为 空间 维 数 : 令 Rle)= -eli)sing， 
ec(t)=esinwol. Ч 0 = 2, =0 时 ,可 得 kink 解 


@,(x.t) = 4arctanexpl (7 — рим т] (1.3.22) 


具 初 始 条 件 " = 0,000) = ро. ро»1. 利用 能 量 守恒 可 得 到 以 下 三 
维 解 : 


р(1) = росп(/21/рь, 1/42) 


т? = 1- op = У/2вп(/21/, L). 
ИА 75) (1.3.23) 


i 
P 


其 中 cn(z， 1A2) ,sn(z, 1A2) 表 示 具 有 模 1A2 的 Jacobi 椭圆 函数 。 
依 扰动 理论 重 写 具 kink 参数 满足 的 方程 


єп(Ү2/ рб, 


Че __ 2 2 
dt pẹ (1-0) 
Г | (1.3.24) 
ЕР = + r = 12) 71е 
自由 Hamilton Жу 
Н = In( р?соѕћр), р = агеіапһе (1.3.25) 
当 e=0 时 ,系统 可 写成 Hamilton 形式 
эр ан др_ aH 
= узше (1.3.26) 


引入 作用 变量 


1 
1 = +f pdq 
H 
I Ho) =ep(- OFEN 
К 


Ү2т — arctanhexp( Ho}/27 (1.3.27) 
其 中 F(yp,142) 为 第 二 类 椭 贺 积分 。 盏 考虑 大 的 初始 能 量 情况 ， 
Ho>>1, 从 式 (1.3.27) 得 


K Ho) = J Aesp( Ho) 


ie PLAG 
А = ЕС 2r = КО) (2 .3.2 
22 /2 1163:28) 
ӘН, 
Ha = 2301/4). wll) = ЭР = р 


其 中 (О. 
现 回 到 初始 方程 组 (1.3.24) ,整个 Hamilton 形式 为 


H = H + ЕН, (1.3.29) 
扰动 Hamilton у 
eH, = — Bsechpsinct (1.3.30) 
H, 为 变 元 了 的 函数 , 因 
„ере = Е A < 
sechp = ol SEO бо = 4 (1.3.31) 
l АӨ 1 
则 H(I) =- (E. z) (1.3.32) 


以 下 的 分 析 将 扰动 Hamilton 量 作 下 氏 展 开 , 利 用 公式 


E(k) - kiK(k) 2 ҹу пф 
5 Е соз2 
EKO) Еу 


q = expl- nK (k)/K(k)],u = 2K(k)x/w 


сп(и, k) = 


15 
可 得 
но =- [480202 + БО s 
> 1 "E y cosl 2) ік) (1.3.33) 
在 条 件 
FLD ‚к. (0) =2к/п (1.3.34) 


下 , 非 线 性 共振 发 生 。 对 n = 1 我 们 有 第 一 个 韭 线性 共振 x = 
w(10)/2,1o 为 对 应 于 共振 频率 作用 量 的 值 。 定义 共振 之 问 距 离 &o 


2к 2к 2 


до = а-а = тут ы = ур (335 
经 计算 , 非 线性 共振 局 部 域 
До = alen, duaa" z ОБ opl ок/2Һ) 
тк С) 
= о (1.3.36) 
应 用 Chirikov 法 则 ,可 找到 kink 运动 的 动力 学 行为 随机 条 件 


Cet 
> . т, B=x/l 0.3.37) 


1.3.4 Ж Fermi-Pasta-Ulam 问题 SG MF 
A 研究 具有 两 个 3 位 势 墙 的 SG 孤立 子 动力 系统 ,其 中 之 -在 
空间 周期 振荡 , 波 方程 具有 形式 
T Pa + sine = – є[8(х- L) + 6(x + L + asinwt ) ]sinp ， 
Egl Gob. аі, ах e (1.3.38) 
立 子 速度 o Язу Бр» Ж МО УД 


16 
dr _ 1 (1 2) 0270 L)/ Ir] 
di = 了 = r )sech (£ = L)/ v 

tanh[ ( £ — им m] + 
(1 e2)sech'[( £ + L + asinet)/ Nv o= 
kien а авто) T Arn (1.3.39) 

dE кетей seeh2[ (Ea Ta айтшы ЛУ t r 1]. 

[9 
tanh! (£ + L + азшш!)/ v ГЕУ (1.3.40) 


ЖЕЙБИ УСЕН makay. <l РУ С А 


g = + VH -2e(ay +1)/бу + а)? (1.3.41) 
其 中 cos = v.cosh2 = a。 现 研究 在 靠近 分 界面 上 扳 立 子 的 性 
态 ,这 个 分 界面 定义 为 

к= а-2/а, H, = ea/2(a — 1) (1.3.42) 
其 中 H, 为 在 分 界面 上 整个 Hamilton 量 的 值 ,从 式 (1.3.41) 可 得 
а + yo 


2 2 


5 
муб - 1 


/Н,(1 = to) = + 


| rozl + yo = lanhs 
yo- l- М yo = ltanhx 
为 了 研究 这 个 问题 的 混沌 状态 ,用 Melnikov 方法 是 方便 的 . Mel- 
nikov ВАЎ MCN 
M(to) = cos(wto + wL + ф) сако /зіпћ(по/2) (1.3.44) 
1.3.5 外场 作用 下 的 呼吸 子 混沌 动力 学 
考虑 如 下 扰动 SG 方程 
фи — @ + sing = f(t) - аф (1.3.45) 
其 中 ç =2хФ/Ф, ВИЕ. Do 为 磁 流 量子 , Фо = he/2e, f 为 


(1.3.43) 
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流 密度 ,a 为 系数 ,正比 于 结 导 率 。 当 /= “=0 时 ,呼吸 子 可 表 为 

Фв = 一 đaretanisinh| r(r)Z2]Aeoshs (1.3.46) 
其 中 (DAIO 子 与 反 孤 立 子 之 间距 离 - 设 rOl, ARUS 
方法 ,可 得 呼吸 子 振荡 的 如 下 方程 ; 


E = — 8exp(— r) + ia) -aE (1.3.47) 


ща == 08 RANE EF 


| 


к» Я A 
E= р + U(r), U(r) =- 8expl -ir Dp=¥ 


当天 <0 时 ,存在 НЕ БУ Р RA, WU E > 0R 
为 自由 态 , 呼 吸 子 振荡 可 用 如 下 公式 描述 


EC (ви Еск Т LEI} (1.3.48) 


采用 角 作 用 量 坐 标 1,8, 并 设 <0, 从 成 (1.3.48) 可 得 振 水 频率 


ГВ 
wHo) = 2—0, Е => Н, (1.3.49) 


[I 
Barce oSA g Ho 


TREMEN E 


I=Ż$ par = 

' -于 1 
үс ӨӨ ен 

Н Н ааа, v1IHI/VIHI) 
(1.3.50) 


ТОНЕ. 


АГ=11- і, L = Зит, НО) = 0 
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HD -PeU -MLY 


ШЕ! 
(1) = PEU- 1⁄1), 0 = olt + до (1.3.51) 
运动 方程 为 
4 дү 19 „дү 
“ш Жж (0 + 


整个 Hamilton 量 作为 1,0 的 函数 竺 于 
H(1.0) = Ho( 1,0) + fa V(I,0) = 


Hold.) + fa ` V,exp(im0 + int) (1.3.52) 


现 分 析 系 数 V, 在 分 界面 附近 的 性 态 ( Т1). 展开 VW 为 级 数 , 并 
估计 展开 系数 的 性 态 , 吕 得 Va RF IRA 


Үш = (- 1)”/m. m>1 (1.3.53) 
考虑 在 周期 外 力作 用 下 呼吸 子 的 非 线性 共振 ,共振 条 件 为 
2mo( 1) = 0 (1.3.54) 


在 分 界面 附近 共振 的 距离 为 
дш = | шым = wn |= QO/2m 2/0 (1.3.55) 
利用 估计 式 (1.3.53) 可 得 非 线 性 共振 的 宽度 为 


‚„ Зо |12 [16 fo) 
Aw = max | (0) — wlh) l= lafo Vm 9) == (аа) 


(1.3.56) 
当 非 线性 共振 交 和 时 ,耦合 孤立 子 - 反 孤 立 子 系统 随机 振荡 由 
Chirikov 得 到 ,由 式 (1.3.55) 和 式 (1.3.56) 可 得 混沌 产生 条 件 
0/2 Ва) > 1 (1.3.57) 
于 任意 р KEM, О ЯП ЗРЯ (о 0, 1-5) 
w= 外 ,一 个 随机 层 形成 , 它 使 呼吸 子 振荡 是 随机 的 


ЦЕ 2 
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о < (PAVIE)? (1.3.58) 
出 此 可 得 混沌 出 现 条 件 
Ки > 1, н = [1—ехр(— a)]/a (1.3.59) 
当 cy1 时 ,有 К/а;>1:; 
1.3.6 在 SG 系统 中 具 参 数 激发 态 的 混沌 动力 学 
考虑 具 参 数 扰动 Sine-Cordon 系统 
Фи - Фа + (1+ є0со501)ѕіпф = 0 (1.3.60) 
设 初 始 态 为 单个 呼吸 子 , 当 = =0 时 ,呼吸 子 解 具有 形式 
p(z) = – Е Ф = 0(2) ~ (nv) vz 
(x — х0) x ; 
= LALE (1.3.61) 


= P e 
I£ IV l1- 2 +4150 


dx 10 
“q = здр ИВЕ) 


{ = +i, > 0 

这 里 "为 呼吸 子 速度 аблае 为 呼吸 子 振荡 频率 。 运用 扰动 理论 

于 呼吸 子 , 可 得 慢 变 呼 吸 子 参数 y(1) = aretan( v/ 7) fll 0 (1) Шла 
动 方程 

dy Вє(1)5їпд 


di © cosy(l + А? ЗА Ы 
de = _ 8e( :)cos20 
f С сов?у(] + A2)2 


1 
(1 + 


- А? з 
A csinhA ) (1.3.62) 
(2 + sin2ysin20 + 


AaresinhA ， oo a 
(L+ AT) (tan Ycos e -2)) (1.3.63) 


А = tanyeosg 式 式 Ё 
+ егы (1.3.62),3 1.3. 1 J, EE 
i ( 63) Æ Hamilton , 的 


Н(у,1) = Ho + Vim» Ho = siny 


Кыз 85101 (4 А зз, (1.3.64) 
siny(] + А?) I + А? 


пф TARIS N ао (У) = dHo/dY = cosy, 运动 方程 (1.3.62) 和 
式 (1.3.63) 可 取 形 式 


є дү А 
HEE < 3， ЧӨ (0) 3 єз} (1.3.65) 
首先 展开 扰动 Hamilton 量 下 为 F 氏 级 数 


куду) = ЗО exp im + 00) (1.3.66) 


-® 


щ Moly) + 0Q=0 时 ,呼吸 子 产生 非 线性 共振 。 
| 


Я | =ч А 
Ау ак y- 1= 4 y, [ 59) | (1.3.67) 


del |! 


“dy| 
我 们 寻求 非 线性 共振 宽度 于 两 种 情况 :小 \ 振 幅 呼 吸 子 ( y 一 0) 和 能 
有 界 呼 吸 子 (Y-*7Y, = 2) 

(a) 小 振幅 呼吸 子 (CY 一 0)。 当 m=1,w(7D) = 0⁄2, y| = 
areeos( 2/2) 时 共振 , 当 y—0 BJ V 有 估计 


е) Ташу (1.3.69) 


dw 


Av = max | o — wol= ДУ ду = alev, ? (1.3.68) 


A з. 1/2 
э = 226548, Aw = «е5 л іп? у/соѕу 
т Tcos 


(b) 弱 有 界 呼 吸 子 (yx/2)。 此 时 Holy) = 1,шбу,) = 0 
当 m>l, metany ,可 得 Vm 的 估计 


e а (1.3.70) 
从 式 (1.3.68) 和 式 (1.3.70) 可 得 
2 == 
Ay _ = Вер соз" 2 Aw = ed cos? y = 4V еу 
Ү, nsiny 


{1.3.71) 
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在 分 界面 附近 ,共振 问 的 距离 随 m 增加 市 减少 ,事实 上 


дю = тах | ©, + @ 1 = 0⁄2n2 = xos y/N (1.3.72) 


BRIERE АРКАТА а А PENSE, 
由 Chirikov 法 则 ,条 件 为 


K = (Ао/до)? > 1 (1.3.73) 
由 式 (1.3.71) ~ 式 (1.3.73) 可 得 
K = 4so6Q2/cos y > 1 (1.3.74) 
1.3.7 扰动 的 SG 方程 孤立 子 晶 格 的 随机 性 质 
考虑 以 下 SC 方程 
фи - Фе + sing = elagi - У(4,) + Aosin( wt — Ёх)] 
(1.3.75) 
其 中 ag, 描述 介质 的 非 平 衡 态 ,y(93 ) 为 非 线性 阻尼 ,4o 为 低频 波 
的 振幅 。 当 se =0 时 , 式 (1.3.75) 具 有 孤立 子 解 
ф(#&) = 4arctan( ж expê/ 1 22). = хв (1.3.76) 
当 e<l 8}, пр 


Ф = @ + fr» ф = рте 
БИИ-БИИ зу f Bbk Bp y E: 
d v Z ар 
d: Vi- Ё v1 _ г? i 
у к + Asin( ot = Ех) 
b = S РА 
A (1.3.77) 
可 和 
ы тые r= А/ш, 27, vpl 质量 中 心 的 相对 
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Фу [ш -3(8 


И iy | 
I 3 + а)+11%У (буна) С? hsinky + 
dt 


{ Е 8 
3 (уау + заь, (92 )sinky - (37 + а) - 


Фу + a) (+ aty (1.3.78) 
我 们 看 到 扳 立 子 在 波 Asinkyo = ов, + ol ) 作 用 下 靠近 平衡 态 附 
对 于 振荡 的 小 振幅 s= y- yo 有 方程 


ds _ [a BS)2] ds 2 64:(92)2 _ 476s2 + Aks = 0, 
ga PAD lart+ > kAs( qi) 57 十 


Е Р 8 
а = (Вуна) a, В= 37 +а> 0 (1.3.79) 


当 a < ai= $ y /(1- ЮЕ, ОЕЕО. "í а > acm 时 振荡 
是 增加 的 ,孤立 子 离开 位 置 开 始 相 互 碰撞 . 考虑 孤立 子 的 相互 作 
IEA, B уу-у = =2л/М(1=1,2,3,99),1зу1- 51 = 
yaan yil- Ше, TIER i 个 孤立 子 位 置 的 方程 


ео = 
š = a$; 一 3.0254 + KEYS - 055; + 


j 
2e (sjy ые ы 24), кее 
引入 新 变 元 
NE (соса заг», + ee. 
1 


5 


对 时 间作 平均 可 得 如 下 方程 组 : 


= aj- (1 + ip) | a; 2а; + (1 iC) aj + aja _2a;), 
t 


А ЗУ sas 
В = k(3A + KACAK) (4у + ya) i 
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C = 2ехр(- 2risk) АСВ у +a)lw/ kY а), 


t> ila - (Èy + a) ол" (1.3.80) 


我 们 可 以 分 析 式 (1.3.80) 的 参数 区 ,使 之 产生 混沌 态 。 


1.4 多 种 形式 外 力 和 阻尼 下 非 线性 Schrödinger 
方程 孤立 子 的 变化 


І. 考虑 如 下 形式 的 非 线性 Schrödinger 方程 (以 下 简称 NLS) 

igi + qa +l q 19 = ilg + ga) уд (1.4.1) 

这 是 描写 拟 多 种 单 色 波 的 振幅 方程 分析 表 明 , 解 ç = 
nexp( ju/Y) 对 于 具 波 数 

k < Vaal py) yU + и?) (1.4.2) 

的 周期 扰动 是 不 稳定 的 , 当 u, yel 时 ,存在 定常 解 。 一 个 孤立 子 

Aoexp[ 2422/2 + ivt/4 + iv(x - n)/2] 

和 = cosh[ Ao( x = v1)/2] (1.4.3) 

其 中 46=V6A1+47/x) (w=0), 初 始 波 包 变 成 为 孤立 子 , 它 的 

运动 速度 减少 ,振幅 趋 于 4o。 能 证 明 孤 立 子 的 相互 作用 ,孤立 子 

的 周期 波 列 为 稳定 的 定常 态 。 对 e, у > 1, 数 值 结 果 表 明 式 
(1.4.1) зу РЕА б 


2. 周期 位 势 下 NLS 孤立 子 的 随机 动力 学 
考虑 如 下 NLS 


iq + Equ +1 9 4 + Гр = Rigat) (144) 
考虑 三 种 特殊 的 扰动 : 


(a) R= 二 f(x)g( 1)g, 它 对 应 于 孤立 子 在 非 均匀 介质 中 传 
E, 
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(b) к,=-Е (г = nT), 此 时 一 个 周期 外 力 和 耗 散 作用 于 
NLS 孤立 子 ; 
(с) R3 = erexp( iwit) + єзехр( көзї) ,此 时 有 一 个 或 两 个 波 作 
用 在 孤立 子 上 。 
首先 研究 情况 (a) ,f(x) = sinAx， 它 对 应 应 于 在 周期 调制 中 的 介 
质 运动 。 先 考察 单个 孤立 子 解 
402,1) = 24 (1) ѕесћехр( (р/у )2 +15), 
z = 210 х - &(1)] (1.4.5) 
利用 孤立 子 的 扰动 理论 可 得 


du enà? 

= =- т 5А 

7= 1% di патат АЛ ЫЙ S š üa 
d dô 

пей ченеш Ө) 


一 步 选取 y(t1)=1+ ejsinat ,起 始 时 振幅 不 改变 ,从 式 (1.4.4) 
可 得 孤立 子 质量 中 心 位 置 方程 为 


£s =- a(l + elsinat)siné, 
gan (1.47) 
S7osinh(xÀ /470) 
寻求 Melnikov 函数 M (to) 
М(10) = - néea?sin( ato)/sink(xa/2) (1.4.8) 


易 知 M( 10) 具 有 无 穷 多 个 零点 , 它 对 应 于 异 宿 轨 线 相交 的 无 限 集 。 
从 式 (1.4.8) 可 知 ,在 分 界面 附近 存在 一 个 随机 层 ,随机 层 的 面 宽 
度 当 '~0.74 时 最 大 。 数 值 计算 表明 , 当 。 =0.6,a =2 时 ,系统 是 
随机 的 , 当 a 从 0 增加 到 а = 0.6, 倍 周期 分 叉 产 生 , 随 之 有 
Feigenbaum 法 则 。 

当 周 期 场 和 阻尼 影响 到 孤立 子 时 , NLS 的 孤立 子 变 成 具有 随 
机 性 。 分 析 是 简单 的 ,如 果 选 取 周期 场 为 具有 周期 6 RRUA 
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序列 
iq: + qa +2\ q 129 =i(eí- 619 2)q + Eqa — 
‚5% е! _ 2x 
:了 一 和 (1.4.9) 
REAA) = -R ент ео 0а nT). 
利用 孤立 子 的 扰动 理论 可 得 孤立 子 参数 满足 方程 
ў = eT (ia + Eosingn) 
ы = Ya = oT - Ksiné, — 
ВТС оф T) - e77) рун] (1.4.10) 
Vaal = Va = (vo/ то) оѕілф, 


Xal = X, - 4voT + 4007 о) Тет, - 4vT 
RET = 4607, у= то + ў, по = У 361/86 АЕН, = vo + v, 
y 了 reosech(xvo/270) ‚© = 4( (Ó + v) H 
K = 8зёТ[(1- e Г)/Г + (vo/ mo) ] 

随机 条 件 为 =1, 因 本 >0 可 得 Т1. 

混沌 孤立 子 和 长 波长 辑 射 能 在 具 外 力 阻尼 的 NLS 中 出 现 , 它 
描写 在 电容 器 中 的 等 离子 体 波 。 考 虑 均匀 等 离子 体 在 外 力 场 作 
下 的 波动 方程 


іф + фе +21 q 124 = igexp( kot) — iyg, eyl 


= 


(1.4.11) 
在 外 力 场 中 孤立 子 在 共振 区 的 发 展 ,在 扰动 下 出 现 辐射 场 和 孤立 
子 。 为 研究 辐射 的 发 展 ,应 用 孤立 子 的 二 阶 扰动 理论 , 当 w=1， 
y =0.1 和 0.268 时 出 现 吸引 子 ; 当 参数 。 增加 时 , 则 存在 倍 周期 分 
又, 这 个 序列 导致 混沌 吸引 子 的 出 现 (e =0.148)。 
再 考虑 NIS 孤立 子 的 发 展 ,两 个 外 调和 波 和 阻尼 的 波动 方程 
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t + iee + ¿yqa 


(1.4.12) 
其 中 є|,є›,у >0, 扰 动 频率 w > 0。 绝 热 方程 描写 单 孤 立 子 解 在 
KAG >e -0 范围 内 的 运动 


iqi + qa +219 129 = же“ 


q(x,t) = 27sech2nexp[ (4 = 21, ó = 4р 


(1.4.13) 
将 式 (1.4.13) 代 入 式 (1.4.12) 可 得 
h=- Фур - еба - ф) + 
ezsin(2wt ~ ф)] (1.4.14) 


M єр= e> = 0.037, y = 0.05, о = 1, 双 周期 分 又 产生 ; 当 e = 
0.0401 ,奇异 吸引 子 产生 。 
考虑 电场 的 包 络 方程 

iq, + 24, +1 q 129 + iq = 0 (1.4.15) 

Я a =sglk, |. 设 ф„(1,:=0) = А У) већ ni), t >1, 

界 条 件 具 形 式 

4104,2 = 0) = Asecht + BG(q.,L,t,t) (1.4.16) 

当 4=1.526 时 , 倍 周期 分 叉 发 生 ;4 = 1.98 时 ,发 生 混沌 态 ;4 = 
2.25 时 ,奇异 吸引 子 产生 。 


考虑 县 行 波形 式 外 力 波 的 NES 
iqi + Чы +1 q 124 = «Еде (1.4.17) 
单个 孤立 子 解 为 
q) = BAPO ()е 2+) (1.4.18) 


Дф g= x- ut, o= wt, gE) = sechhg,z 为 孤立 子 速度 ,w ЖД 
立 子 调制 频率 ,V24 = V 2(w - 2/2) 为 振幅 。 
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1.5 KdV 扰动 方程 等 的 混沌 动力 学 
1. 在 周期 非 均 介质 中 椭圆 波 的 混沌 态 
考虑 如 下 Кау 方程 
U, + Ba + ии, + Ugy = EF (x,1) (1.4.19) 


e =0 时 为 椭圆 波 (cnoidal) ,用 来 描写 晶 格 孤立 子 
и = Заст? 4. УЗа(1 + V с/18а2) ё, k] 


k 1 — (2e /9a2)1⁄2 


€ = х-и 


1 ы sls 
k = 25/1 = | к a| os raaa] 
展开 u(x, 1) 358 ERZ 
OE > un (tem = > ае" ihn (1.4.20) 


在 空间 的 Hamilton 量具 有 形式 


аек ЫТ, 5: 3 
8=iim 二 | 20% - 6“ T 


1 
2 
I5 з-д 1л Ixi 
-5 (iknY upt — 6 У) Un Un, Un, — y ZJ Uni n 


(1.4.21) 
非 线性 波 作用 量 等 于 
了 = Еф и (еи) 
Hamilton 量 为 
Н=г+ы | (@)4 
= ёк то) ш dé (1.4.22) 
weon, deo B op 
34 e =0Hf, 0 з= Н) = (H) (1.4.23) 
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当 sz0 时 ， © 
非 线性 共振 的 距离 为 
Q = а/к,» = (m + 1)o( Ны) 


= єр ЫЕ F, + Ға) 


共振 宽度 为 


= (48) an an - (52ta) 
д = | н) 8H.ƏH ~ аф) 


振幅 an 为 sa; 在 F 氏 展 并 式 中 的 系数 ,产生 混沌 的 条 件 依 
Chirikov 法 则 ,有 大 = (ĉw/0 Y>! шеб =1,Ф=Ф(т=у/в®) 
Em 
2. Karamoto-Sivashinsky 方程 


шщ + ий, + ашу + Ñu. + Yu. = 0. a.B.y > 0 


(1.4.24) 

иек = {А (1.4.24) ,线性 化 可 得 色散 关系 
с = ak — у} + ik (1.4.25) 
我 们 看 到 调和 振幅 对 于 长 波长 是 不 稳定 的 ,对 于 短波 长 是 稳 


定 的 ,最 大 增长 率 为 a = Уау. R a = 107,8 = 0, y = 
5.066x 107% 2 = 4.84х 107°. 

` Ñusa == ши, > ata = Уш, ЁН Ж (1.4.24) 118063) KAV Jr 
程 ,孤立 子 解 

1⁄2 f 
и = № + Nsech° [Е к) Í (x - K + +A] 
(1.4.26) 

依 扰动 理论 , YN(r) 满 足 方 程 (z = et) 


1 = (4у/1897)(2168/5у - М)А? (1.4.27) 


N. = 2la8/5y 的 解 对 应 : TR TREH 1=/ 20уЛа. 
WEA о. ЖР В= 2х 10°, ПАФ Na = 16.85, №, = 16.64, rr = 
2.41, = 2.37. 


第 二 章 “ 某 些 数值 计算 结果 及 其 分 析 


考虑 具有 阻尼 的 Sine-Cordon 方程 
Ша = H + Sinu = el- au, + Teoswt 1 
具 周 期 边界 条 件 
и(х + l,t) = u(x,t) 


和 扰动 的 非 线 性 Schrödinger 77 Æ 
Og z Q07 1)Q = ilag - 80, + Г) 


具 周 期 边界 条 件 
Ql(y +1,1) = 0050) 
对 于 具 阻 尼 和 外 力 的 单 摆 方 程 
ци + sinu = el- ащ + Гсозаз } 
的 混沌 状态 已 经 有 了 很 多 的 研究 。 相 应 可 积 的 Sine-Gordon 方程 
和 非 线性 Schrödinger 方程 可 分 别 写 成 
{1) Sine-Gordon( SG) 
ди = JgradH = lu, H! 


其 中 


gl 
H: Z> R, Ни, е) = | E + u?) +1- сови ldx 


ЕДЕ 8С _ ЗЕ ÒG Jax 


iF,G! = (gradF. J gradG) = w: Egu 09 T Se ди 
(2) 非 线 性 Schrodinger( NLS) 


212.0 = Јан = 10.Н! 


30 
其 中 Q 为 向 量 ， 


“фр 
HZ RHQ = itoa; - 0007? , op Jar 


‘pE 56 _ дЕ 8С 


1 i ур й Е Е | 
iF,G: = (gradF,J gradG) = |, 80 60° 780° 60 jd) 


тт 


л а 8], Z: ДЕ — Ç А к 8 =s [Н]. ВПО Fi nf B: Z S: WJ 
Morse 理论 , 谱 变换 , 连 回 Melnikov 方法 和 奇 性 纤维 理论 等 分 析 近 
可 积 扰动 系统 的 动力 学 行为 和 数值 计算 结果 .。 

2.1 相干 结 构 和 数值 计算 结果 


Sine-Gordon 方程 


Ug = uo = sinu О 
是 对 相干 结构 的 最 佳 理解 。 考虑 它 的 孤立 子 解 
и(х,1) = U(x - ct) (2.1.2) 
则 有 
(e - 1)U =- sinU (2.1.3) 
“HRO RRRA НЕН 
E= (e - 1)U2 + (1 ові) (2.1.4) 


相 平 面 图 如 图 2.1.1 所 示 。 
当 iel1>1, 则 -1< 五 <1 HITRE, HIEI > 1 时 , 行 
波 为 单调 的 。 当 1cl < 1 时 , 它 具 有 孤立 子 解 


U, (x — xo — ct) = 4arctanet /VI еї (2.1.5) 
如 图 2.1.2 所 示 。 
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图 2.1.1 摆 的 相 平 面 
25 0 12 
2.1.2 一 个 kink 运动 (c=0.5) 
对 于 定常 呼吸 子 (c =0) 有 
Ul x,t) = 4arctan| tany ohl ко) ау) 
т л 
v€ (- 2.3) (2.1.6) 
如 图 2.1.3 所 示 。 
对 于 如 下 方程 
иң — uo + sinu = €l- au, + Teoswt] (2.1.7) 
具 周 期 边界 条 件 
u(x+1,t) = u(x,t) (2.1.8) 
从 呼吸 子 
u(x,t) = 4arctanf {аль сон (2.1.9) 
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图 2.1.3 定常 呼吸 子 


得 到 x(x,0),uw(x,0) 的 偶 初 始 条 件 ,以 和 式 了 u(x + hl, t) 


作 周 期 延 拓 ， 数值 求解 式 (2， 1.7) ,对 ОА 对 
空间 作 四 阶 中 心 差分 ,空间 取 120 个 点 , 1 = 12, Ax = 0.1, 

At =0.05, 在 CrayY - MP8/64 s {= 50000. 也 可 用 更 
精确 的 方法 计算 ,时 间 上 取 四 阶 Runge-Kutta 方法 ,空间 取 八 阶 中 
心 差分 ,由 解 线性 偏 微分 方程 组 的 方法 计算 可 得 Lyapunor 指数 ， 
而 在 轨 线 (x ,1) = и(х,1) + G(x,1),o6<<1 求解 关 于 4 的 
线性 方程 


Ün = П, + (сози) = єай, (2.1.10) 
取 At = 0.02, N = 120, Ах =1/N, 为 了 减少 计算 的 误差 ,可 将 步 长 
缩小 ,例如 Ax 一 Ax/2, At At 4, X} F Sine-Gordon 方程 (2.1.1)， 
JR At=0.05,N=120,1=12, 算 到 :=10000, 能 量 


1 
H = K 20 + и?) + 1 — соѕи) х (2.1.11) 


波动 从 约 2x 10-5% 92 2 x 107 %. 

先 看 Sine-Gordon Se {= 12, ва = 0.04, о = 0.87. 
综合 结果 如 图 2.1.4 所 

з м ж RIR Ж e рир, ЛЕЙ FR КОЛЬ 
力 的 频率 振动 (与 初 值 无 关 )( 见 图 2.1.5(a))。 

(2) 0.050 三 eP 三 0.0575 ,波形 依 空间 保持 空间 结构 . 依 外 力 频 


er 


T 0073 


图 2.1.4 本 的 分 叉 序列 (1=12,ea=0.04,w=0.87) 
"表示 平坦 的 “TP" 表 示 周 期 的 .QP RAWAN CORRERE) 


率 依 时 间作 周期 振荡 ( 见 图 2.1.5(5))。 


(3) 0.075 三 ep 三 0.0585 ,波形 保 持 空间 结构 ， 但 对 时 间 是 拟 周 
期 的 ( 见 图 2.1.5(Cc) ): 

(4) ЕГ <0.0586. 波 形 保持 空间 结构 , 依 时 间作 混沌 振荡 ,这 
种 混沌 仅 产 生 于 参数 的 很 小 范围 ( 见 图 2.1.5( 4d)): 

(5) 0.0586 = eT 三 0.073, 吸 引子 是 平板 的 ,波形 失去 空间 结 
构 , 但 具有 慢 的 变化 率 。 

(6) 0.073 < er {ЖГНЕ WJ ТЕЙ T 平 吸 子 型 " 解 之 
间 振 荡 ,一 个 中 心 在 x =0. 另 - -个 中 心 在 x= 1⁄2, 

扰动 SG 方程 的 分 又 如 图 2.1.6 所 示 。 这 里 曲线 АВ 对 应 于 
拭 振幅 平板 波形 ( 见 图 2.1.5( a)),eTE[0, ~0.15]; 曲 线 ВЕ 对 
应 于 中 振幅 平板 波形 , 它 是 不 稳定 的 ,在 С 点 有 分 义 ,f 周期 波 
彤 有 有 空间 结构 ,点 D 容易 讨论 ;曲线 EF 为 高 振幅 平板 波形 且 
不 稳定 (虽然 它 对 空间 均匀 ,扰动 是 稳定 的 ) ,这 些 平 板 波 形 是 时 
间 周 期 的 ,具有 周期 性 外 力 ; 曲 线 CG 是 低 振 幅 共 时 间 | 周期 , 波 
形 具有 空间 结构 , 且 永 还 是 不 稳定 的 。 这 个 分 又 表现 出 有 两 个 
状态 对 应 于 周期 解 , 它 在 局 部 空间 在 x = 0,x = 1⁄2 处 激发 。C1 
曲线 为 高 振幅 周期 波形 ,具有 空间 结构 (表现 为 两 个 状态 :在 
x=0 或 x=1/2), 它 是 稳定 的 ,直至 点 HERE 1.5(b))e ТЕН 
处 存在 一 个 Hopf 20. AEF PAA ОЕ, E 1 去 稳 定 的 ,直至 点 J 
( 兄 图 2.1.5(c))。 这 条 曲线 再 连续 到 点 D 在 中 等 振幅 平板 的 
分 又 上 (从 点 妃 到 了 到 了 ,时 间 上 的 第 二 周期 变 待 越 来 越 长 ) 
最 后 ,在 点 万 上 ,时间 上 的 第 二 周期 变 成 无 限 , 它 对 应 于 癌 宿 轨 
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(а) 


5.0 


-0.5 00 


-0.5 0.0 


图 2.1.5 а(х, г) йд 
(а) Г =0.050; (b) а= 0.057; (с) = 0.058; 
(а) == 0.0586; (е) el = 0.080: Kit S% 5 2.1.4 相同 


35 


0.90 1.20 1.50 


(Ю 0.30 


: = i 
00) Оюп 080% 0270 0360 04507 
00000 00336 010672] 0.1008 01344 03680; r 


0 


图 2.1.6 分 义 图 (参数 与 图 2.1.4 相同 , 当 eT >0.073 时 ,产生 混沌) 


分 叉 图 不 能 决定 混沌 何 处 开始 ,但 作为 参考 点 ,我 们 将 在 水 平 
轴 上 取 值 er = 0.073 的 点 上 标记 混沌 的 开始 ,作为 Sine-Cordon 方 
程 数值 计算 的 考察 。 

对 于 Sine-Gordon 方程 1 = 24 的 数值 计算 , 取 ea = 0.04,w = 
0.87.04 1= 24 使 得 空间 区 域 解 支 住 一 个 或 两 个 呼吸 子 。 分 叉 序 
列 如 图 2.1.7 所 示 。 


æ ~ БА = < 

© Ф S < г 

> © > 5 5 < 

t 二 ——r- AO —  — -II :/ 
F P QP P QP c 


图 2.1.7 分 又 序列 (1= 24, са = 0.04, w = 0.87) 


对 于 这 些 参数 值 , 分 叉 序 列 要 上 比 以 前 更 为 复杂 ,如 图 2.1.8 所 
示 。 当 er 增加 时 ,一 般 的 分 义 序 列 为 : 

(1) 0< spP<0.048 ,波形 再 度 很 快 在 空间 上 平坦 ,而 它 在 外 力 
频率 上 依 时 间 振 荡 ( 见 图 2.1.8(a))。 

(2) 0.048 < se 让 0.073, 波 形 具有 一 个 空间 结构 ,在 时 间 上 保 
持 周 期 ( 见 图 2.1.8(8)). 

(3) 0.075 ef" 坟 0.087, 波 形变 成 时 间 上 拟 周期 ( 见 图 2.1.8 
25 


图 2.1.8 ule, DANZA 
(а) ЕГ=0.047; (h) aT = 0.070: (е) єГ=0.080; 
(d) єГ=0.155; 其 他 参数 与 图 2.1.7 相同 


(4) 0.088 е7 0.101.186 
(5) 0.101 = Г <0.105, 1% 
(6) 0.105 s Г, Ж — 01 


我 们 将 在 以 后 这 论 ,对 于 1 = 24 的 混沌 比 起 1 = 12 的 具有 更 


H 


到 依 时间 周 期 
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Ї 


F 回 到 拟 周 期 


间 为 混沌 态 ( 见 图 2.1.8(d))， 
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高 维 数 的 混沌 。 我 们 先 集中 于 图 2.1.5 e) ME 2.1.804) 9 10 
形 的 混沌 的 定性 描述 。 注 意 到 г = 24 时 的 混沌 似乎 振荡 于 每 周 其 


-个 呼吸 子 .每 周期 两 个 8 


PRF ,高 平坦 波形 和 高 频 噪声 


间 , 粗 


略 地 说 ,对 于 这 个 吸引 子 似乎 至 少 有 了 两 个 稳 态 :中 缩小 的 " 片 层 ” 
区 域 ,实质 上 -等同 于 寡 混 沌 区 域 的 拟 周期 吸引 子 ( 即 小 的 外 力 振 
幅 ) ORTER, Ha TREBE Cr = 0. 105) 时 ,在 片 层 拟 周 
期 区 域 的 时 间 片 段 变 长 ,如 同 典 型 的 时 间 间 敏 现象 。 


分 义 图 2.1.9 描述 $ 


ine-Gonlon 方程 波形 1 = 24, 它 和 {= 12 


分 义 图 许多 性 质 类 似 , 但 存在 一 些 新 的 现象 ， 事实 上 ,所 有 存在 


090 120 150 


=, 
= 


— 
А 0.090 
00000 040336 


= 
ë 
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0.180 0.270 0.360 
00672 04008 0.1344 0.1680 ЕГ 
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图 2.1.9 分 义 图 (参数 与 图 2.1.7 相同 ) 


于 1=12 的 状态 均 出 现 于 由 两 组 J = 12 组 成 子 流 中 ,但 稳定 性 质 


是 不 同 的 。 新 的 现象 出 现 于 1 24 的 系统 。 首 先 , 曲 
的 稳定 性 质 如 前 ( 见 图 2.1.8(&) 表 现 为 
ШЖ CHUKLM 表示 瞬时 周期 波形 ,其 有 
多 在 由 和 工 之 间 是 稳定 的 ( 见 图 2.1.8 


再 次 表现 为 平坦 波形 , 它 
线 AB 中 的 - :点 ) :其 次 ， 
冠 间 结 构 , 这 个 周期 波 


线 ABCDEFG 


(5)) ,在 点 1 和 J 之 间 是 不 稳定 的 ,存在 拟 周 期 稳定 波形 连接 这 厢 


点 ( 见 图 2.1.8(e)), 在 点 」 和 下 之 间 再 次 稳定 。 如 前 ,周期 波形 
谈 成 不 稳定 ,一 个 拟 周 期 波形 变 成 稳定 ,在 点 K 8 N ZERE 
的 稳定 性 ,在 下 点 允 近 干 同 宿 轨道 。 当 它 依 曲线 KLM 连续 ,在 周 


期 波形 中 存在 -个 有 是 的 现象 . 曲线 CHUKLM 实际 上 表现 为 在 
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=0.x=1⁄2 共有 不 同 峰值 的 两 个 不 同 周期 解 。 这 两 个 不 同 的 
к М 处 相连 ,其 中 波形 为 在 x = 0,x = 1/2 处 具有 峰值 的 双 
周期 解 , 即 从 点 工 移动 到 点 M, 第 二 个 峰值 增加 直到 点 M, 它 和 第 
一 个 峰 具有 相同 的 尺寸 ,再 从 M 点 移动 到 1 点 ,第 -- 个 峰值 减少 ; 
再 次 ,曲线 DOP 表示 双 周 期 波形 ( 即 空间 周期 为 1/2), 它 永远 是 
不 稳定 的 。 

我 们 采用 以 下 动力 系统 的 时 间 序 列 分 析 : 

(1) Sine-Gordon BË t BJ) PJ [В] PF 1] ЖП u 的 空间 平均 的 时 间 序 
Ў]. 

(2) P(t) = (wu(0,1) ,wu(172,1)) 相 平面 。 

(3) Poincare 截面 (用 P(1),t 为 外 力 周期 的 参数 ) 。 

(4) 时 间 功 率 谱 S(z,ow) ,在 *=0( 链 的 中 心 ) 


гт 220% 
5(х,0) = [Ef uce ee (2.1.12) 


(5) Lyapunov 指数 (从 线性 方程 (2.1.10) 计 算 )。 

(6) 吸引 子 的 Lyapunov 维 数 

所 有 这 些 时 间 序 列 分 析 ,可 提供 混沌 出 现 的 有 说 服 力 的 证 据 。 
在 实用 上 ,一 个 极端 有 用 的 方法 是 先 确定 混沌 的 分 叉 点 。 我 们 将 
这 些 诊 断 用 于 ! = 24 的 Sine-Gordon 数值 计算 。 在 图 2.1.10. Р 
2.1.11 和 图 2.1.12 中 ,er НВ) 0.101(а),0.102(Ь),0.104(с), 
0.105(d) ,0.1055(е),0.107(7) ,0.116(2). 2.1.13 为 对 应 的 混 
沌 波形 图 。 

在 时 间 序 列 贸 2.1.10 中 ,特别 要 注意 : 

(1) 拟 周 期 情况 ( 即 5-4) ,时 间 的 调制 由 第 二 频率 (低频 ) 和 这 
个 随 еГ 增加 的 调制 的 振幅 增长 发 出 信号 。 

(2) 混沌 情况 ( 即 e-g) ,时 间 间 歇 特 征 是 由 于 被 “混沌 爆破 ”分 
开 的 片 层 区 域 的 出 现 造成 的 ,我 们 考察 在 单个 时 间 序 列 中 的 许多 
片 层 区 域 。 

(3) 片 层 区 域 的 拟 周期 性 质 ( 见 图 2.1.10) 和 调制 振幅 随时 间 
的 线性 增长 。 
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tg) 


图 2.1.10 能 量 的 时 间 序 列 (!= 24, ea = 0.04, w = 0.87) 
(b) єГ=0.102; (е) el = 0.104; 


(а) l =0.101; 


(4) єГ=0.105; 


(4) 在 所 有 片 层 激发 


(1) 拟 周期 情况 混沌 


区 域 上 
对 于 功率 谱 ( 见 图 2.1. 


(e) el =0.1055; (f) єГ=0.107; (g) eT =0.116 


有 很 相似 的 《已 ? 值 。 


12) ,特别 要 注意 : 
区 中 的 


层 流 和 功率 谱 之 间 的 相似 性 。 


(2) 在 片 层 区 ,调制 振幅 在 和 差 频 率 权重 的 贡献 中 随时 间 增 


加 的 有 效 性 。 
(3) 通过 混沌 爆破 和 


比较 拟 


周期 和 片 层 中 背景 噪声 水 平 的 增 
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图 2.1.12 w(x,7) 的 功率 谱 时 


加 看 到 功率 谱 的 相似 性 。 


导致 混沌 吸引 子 的 Lyapunov 


见 表 2.1.1。 作 为 最 简单 情况 Ly: 


0.0 1.0 2.0 3.0 44 


间 序 列 (参数 与 图 2.1.10 相同 ) 


指数 和 Lyapunov 维 数 的 计算 结果 
apunov 指数 可 以 通过 考虑 含有 流 
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的 二 维 无 穷 小 球 所 定义 , 即 考虑 一 个 上 共有 半径 为 < 在 5=0 时 的 无 
穷 小 的 球 , 当 这 个 球 随 着 质点 在 原点 的 质点 轨 线 变 成 一 个 (在 时 


刻 具 有 主轴 的 ) 椭 


Ж ei(1)( 这 个 形状 的 改变 


定 ) , 则 Lyapunov 指数 定义 为 


e (t) 


à;(t) = lim lim log є (0) 


í == 107—0 


1 流 的 线性 部 分 决 


(2.1.13) 


图 2.1.13(ej 波形 u(x,1) 的 时 间 序 列 (参数 与 图 2.1.10 相同 ， 
只 图 示 混 沌 情况 :(e)eT = 0.1055) 


я 45 


D, = j+ E (2.1.14) 


中 j RIR SA =0 的 最 大 整数 。 


图 2.1.13(5) 波形 u(x,i) 的 时 间 序 列 ( 图 1.10( er =0.107) 


因此 ,这 些 指数 41> 和 s 宇 43 宇 … 测 度 遂 过 吸引 子 的 全 部 邻近 轨 线 
的 平均 扩张 或 收缩 率 。 当 Lyapunov 指数 为 正 时 ,认为 系统 是 混沌 
的 (假定 存在 一 个 有 界 的 吸引 集 )。 иын) 
Lyapunov 维 数 定义 为 


波形 ul, г) ЙЕ] Э] 
(12.1.1004) = 0.116) 
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K 2.1.1 和 表 2.1.2 的 Lyapunov 指数 表明 这 些 吸引 子 的 低 维 
性 质 。 在 表 2.1.1 中 ,表明 对 于 Sine-Gordon 方程 ea = 0.04, w = 
0.87 的 主 Lyapunov 指数 。 注 意 到 1 = 24 时 维 数 从 1( 周 期 ) ,2( 拟 
周期 ) 到 大 约 4.5, 5.5: 当 er = 0.1055, 大 约 为 4.5, 当 sp =0.116， 
大 约 为 5.2。 


表 2.1.1 S-G 方程 的 主 Lyapunov 指数 


[ р 24 
T 0.080 0.1055 01407! бв 
ài 0.024 0.024 0.028 0.030 
À: 0.000 0.008 0.010 0.014 
À; -0.029 -0.005 i – 0.001 0.001 
À, -0.029 -0.014 -0.013 -0.013 
i 
Ki -0.028 -0.02% -0.026 
А, -0.028 | 0.028 -0.028 
维 数 2.8 4.5 4.9 5.2 


1= 12 24 805/2 80 

г 0.21 0.25 0.27 0.20 0.28 
А 0.00 0.09 0.31 0.04 0.31 
А -0.2 0.0 0.13 0.0 0.22 
às -0.0% 0.00 -0.08 0.11 
А, -0.20 -0.01 -0.0 
às -0.22 -0.13 -0.02 
йе -0.22 -0.14 -0.10 
i -0.22 -0.14 -0.14 
Àr - 0.14 -0.14 
is -0.14 
0 3.0 53 7.3 2.5 

it 5. š Е 9.7 


表 2.1.2 表 明 NLS 方程 的 主 Lyapunov 指数 ,! = 12, ea = 0.04, 
w = 0.87, 


现 考虑 非 线性 Schrödinger 方程 (NLS) 的 数值 计算 , 设 扰动 的 NLS 
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-2i0.+ Qu + 1007-00 = 


aQ -Pe (2.1.15) 
具有 周期 边界 条 件 
О(у+1,т) = О(у,т) (2.1.16) 
和 拓展 为 单个 孤立 子 波形 的 周期 初始 条 件 
0(у.0) = 4er “t sech(2e,y) (2.1.17) 


其 中 e = e, + ien 为 复数 ,选取 实 部 e, 使 得 e -2** 是 周期 为 ! 的 周 
期 函数 (通常 取 e =0, en = 1/2). 选取 式 (2.1.15) 中 的 a 使 得 波 
形 初 始 时 从 外 力 得 到 能 量 . "í a = 了 =0 时 , 非 线 性 Schrödinger 77 
程 为 完全 可 积 Hamilton 系统 。Sine-Cordon 方程 在 弱 非 线性 近似 
下 ,“sech 类 "NIS 孤立 了 表现 为 Sine-Gordon 呼吸 子 , 依 赖 于 时 间 的 
非 线性 Schródinger 方程 的 解 表 现 为 Sine-Gordon 方程 的 时 间 周 期 
解 , 而 非 线性 Schrödinger 方程 的 时 间 周 期 解 表现 为 Sine-Gordon 77 
程 有 两 个 基本 频率 的 拟 周期 解 。Sine-Gbrdon 方程 和 非 线性 
Sehrdinger 方 程 的 关系 我 们 将 在 后 面 叙述 。 我 们 再 来 看 它们 数值 
计算 上 的 差异 - 
对 于 扰动 的 非 线 性 Schrödinger 方程 (2.1.15) ,我们 用 差分 副 
近 : 时 间 上 采用 四 阶 Runge-Kutta 方 法 ,空间 上 采 八 阶 中 心 差分 ， 
时 间 步 长 取得 很 小 ,因此 必须 满足 条 件 Ат/( Ду)" < 001). Ж 60 
个 空间 点 , 昌 令 s =0.1, 使 得 
а = єа/26, Г = #P/1.04 v0.13 
i = V26l, r= 0.13! (2.1.18) 


在 我 们 的 实验 中 

а = 0.1538, 1 ~ 6.12 或 12.24， Г —2.678Г 
整体 分 叉 序列 ( 随 丰 的 增加 ) 如 图 2.1.14 所 示 。 

(1) 0= 了 下 <=0.14, 波 形 很 快 变 成 空间 平坦 , 解 与 时 间 无 关 。 

(2) 0.14 Č <0.18, WEER“ sech 类 ", 解 与 时 间 无 关 ( 见 图 
2.1.15(а)). 
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(3) 0.175 三 下 三 0.180, 波 形变 为 周期 的 ,在 站 的 低 端 点 值 , 它 
在 “sech 类 " 解 附 近 作 简单 的 小 振动 ( 见 图 2.1.15(5))。 对 于 六 的 
高 值 , 它 在 以 y=0 和 y=1/2 为 中 心 的 "sech 类 " 解 之 间作 周期 振 
动 ( 见 图 2.1.15(c))。 

(4) 六 一 0.181 ,波形 变 成 混沌 ,混沌 开始 在 跳动 的 周期 解 上 作 
小 的 振动 ( 见 图 2.1.15(d))。 

(5) 0.181 三 六 <0.22, 波 形 重 回 空 间 平 坦 , 且 与 时 间 无 关 。 

(6) 0.22< 下 ,波形 对 所 有 时 间 都 是 混沌 ( 见 图 2.1.15(e))。 

(7) 无 论 如 何 , 当 0.19 < 六 时 存在 某 些 周期 窗 和 ,对 了 = 
0.21, 它 在 空间 上 是 平坦 的 ,存在 另外 的 跳动 的 周期 解 ( 见 
2.1.15( 门 ); 对 于 六 = 0.27, 它 属于 混沌 区 ,存在 另外 的 跳动 的 
期 解 ;六 =0.179, 波 形 的 峰 在 二 个 振动 周期 的 中 心 ,然后 在 三 个 
动 周期 的 边 上 取得 ;六 =0.210 存在 两 个 振动 ,一 个 在 中 心 ,一 个 在 
边 上 ;下 =0.27 ,在 中 心 处 存在 一 个 振动 。 

NLS 方程 第 二 个 数值 结果 ,由 1 = 12.24(! = 24) ,分 叉 序 列 如 
В 2.1.16 所 示 。 随 着 六 的 增加 ,分 叉 序列 如 下 : 


EX 


ЕТ 


КЕП 


> > © 9 
КЫ < gQ < 
H t I FT r 
F S Р SF є. 


图 2.1.16 NLS 方程 对 应 于 图 2.1.7 的 分 又 序列 


(1) 0= 下 =0.14, 波 形 很 快 变 成 空间 平坦 , 解 与 时 间 无 关 。 

(2) 0.14s Г 20.20, REER sech 类 "”, 解 与 时 间 无 关 ( 见 图 
2.1.17(a))。 

(3) 0.20< 广 <0.25, 波 形变 成 周期 ,并 在 “sech 类 " 解 上 作 小 
的 振动 ( 见 图 2.1.17(8))。 

(4) 0.25 三 下 三 0.27 ,波形 回 到 *sech 类 ”, 解 与 时 间 无 关 。 

(5) 0.27 三 己 <0.28 ,波形 回 到 周期 解 。 

(6) 0.28 = 了 ,波形 对 一 切 时 间 保 持 混沌 状态 ( 抑 图 2.1.17 
《ce))。 此 时 当 := 4500, 波 形 逼近 王 不 稳定 呼吸 子 态 并 慢 慢 地 


Та] 
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到 完全 混沌 态 。 对 于 Г = 0.20, £ Lyapunov 指数 为 0.25,0.09， 
0.0,-0.06, – 0.20, -0.22, – 0.22, -0.22, 维 数 为 5.3( 如 果 不 用 
对 称 性 , E Lyapunov 指数 为 0.23.0.11.0.04、- 0.02、- 0.07. 
-0.15. -0.20, 维 数 为 7.6) 。 
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Aii El 


/0/ 
DO +4 
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> 
人 


/О/ 
зло 40 


2.1.17 对 于 不 同 广 取 值 的 0(y,+) 
(а) P =0.18; (b) Г=0.24; 
(e) 下 =0.29; 其 他 参数 与 图 2.1.16 相同 


必须 强调 提出 ,第 一 个 数值 例子 (1 = 12) 是 最 简单 的 ,我们 发 
现 了 混沌 状态 ,这 对 于 我 们 的 理论 研究 是 很 重要 的 ,其 中 混沌 状态 
仅 包 含有 一 个 局 部 相干 结构 ,在 某 一 时 刻 , 孤 立波 位 于 中 心 ,在 另 
一 时 刻 似 乎 在 周期 匣子 的 边 上 ,这 两 个 位 置 是 在 偶 周期 边界 条 件 
下 得 到 的 。 我 们 相信 混沌 态 的 是 孤立 子 在 中 心 和 边 上 不 规则 跳动 
的 结果 ,而 同 宿 轨道 是 在 相 空间 区 间 访 问 混沌 轨 线 时 发 现 的 。 中 
心 和 边 上 孤立 波 的 跳动 通过 同 宿 转换 形成 了 对 混沌 态 的 最 简单 的 

现在 来 讨论 Fourier 模 有 限 截 断 问题 。 对 于 Sine-Gordon 方程 ， 


51 


采用 [ -1/2,1/2] 上 的 正 交 基 | eola), ex) 1 2 


КООР ОТ. 
kai 


代入 扰动 的 Sine-Gordon 方程 (2.1.7) ,可 得 2N 阶 ODE 


-l 
z WES 

di + сайр = абе, er) — (sin( Ў) ще), ер) 
k=0 


— eT coswt ll], ер) (2.1.19) 


=0,1,… ,NN 一 1。 基 | ej 44-042...1 可 选取 为 Fourier 基 ,在 偶 函 数 
条 件 下 ,为 Cosine 基 。 数 值 上 求解 式 (2.1.7) ,对 某 些 er 在 混沌 区 
域 得 到 xu(zr,t)。 类 似 地 ,对 于 NIS, 令 12o(x),61(x),…! 为 [- 17 
2,1/2] 上 的 正 交 基 , 0(y,7) 为 


Q(y,r) = Nai(r)erlx) 


代入 扰动 非 线性 Schrödinger 方程 (2.1.15) ,可 得 2N 阶 ODE 


1 
—-2й, + @(ё.ё&) + (gÙ адр), ё) = 
k=0 


юй, -М2Г01, ё) (2.1.20) 


其 中 gO =R- 

对 于 时 间 采 用 四 阶 Runge-Kutta 方法 求解 这 些 非 线性 常 微分 
方程 组 (对 于 Lyapunov 指数 ,采用 四 阶 模式 求解 线性 方程 组 )。 显 
然 ,求解 这 两 个 常 微分 方程 组 比 求 解 两 个 PDE 方程 组 容易 得 多 。 
比较 PDE 和 ODE 方程 组 的 一 个 简单 方法 ,是 研究 分 叉 序 列 (er 
Jea, w, 固定 )。 计 算 实 践 表明 , 当 N> оН, ODE 方程 组 的 分 
叉 序 列 是 逼近 偏 微分 方程 的 相应 序列 。 事 实 上 , 取 NC (3,15) 已 
经 足够 。 

我 们 可 以 比较 各 种 ODE 方程 组 的 分 又 图 。 当 N 充分 大 ,ODE 
的 分 叉 图 等 价 于 整个 偏 微分 方程 组 的 分 又 图 。2N 阶 NLS ODE 分 
又 图 如 图 2.1.18 所 示 ,ea =0.04,w=0.87,1=12。N=2 和 NN>2 
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有 本 质 上 的 差别 ,N=7 则 已 在 图 2.1.19 中 表示 。 

我 们 刚才 已 说 明 在 ОРЕ 和 偏 微分 方程 组 之 间 存 在 一 种 分 又 
序列 和 分 又 图 的 收敛 性 ,现在 说 明 在 混沌 吸引 子 区 域 , 这 些 方程 
组 的 收敛 人性. ЖОГ = 12, NIS 方程 组 ,直接 比较 Q (y. r) A 


= 2 
= Z | (oow=2 (b)N=3 
= Er 
s3 А 
Е s: 
Es 3 | 
Ө © | (ON=4 №5 
5 Ev, 
Ez 
# н 
= =. 
s £ 
12 ж 
ж® = гуз р 40 06 04 02 00 2040 6080 
© š (e)N=7 x 
= чу (2 
е 期 
50.00 0.090 0180 0270 0360 0450 Ё БАН 
0:0000 00336 0.0672 01008 01344 0108047 =< 
图 2.1.18 NIS 方 程 关于 N 的 三 个 取 值 的 分 叉 图 s: 
(a) N=2; (b) N=3; (с) N=4; 其 他 参数 同 图 2.1.14 sH 2 
有 本 质 上 的 差别 ， N=3 和 N= 4 有 小 \ 的 本 质 差别 ( 约 10%),N = 4 U 80-60-40-20 00 20 40 ҮП 
和 几乎 一 样 。 因 此 N =3 似乎 对 于 研究 NLS 的 偏 微分 方程 图 2.1.19 E Lyapunov FERIRE А 
的 非 混沌 态 是 充分 的 。N = 4 时 ,NLS 偏 微分 方程 的 分 又 序列 和 


(a) N=2; (b) N=3; (c) N=4; (d) N=5; 


= 5 时 ，NLS 偏 微分 方程 的 分 叉 序 列 是 一 致 的 , 当 N > 7 时 则 没 (e) 8 =7; 其 他 参数 与 图 2.1.14 相同 
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jar(t)! 计算 混沌 吸引 子 的 Lyapunov 指数 和 吸引 子 的 Lyapunov 
维 数 。 这 些 Lyapunov 指数 是 在 吸引 子 上 的 整体 平均 。 在 数值 上 ， 
用 线性 方程 


_2i0,.+ 0, + (QQ -D+ Tod’ = ağ 
(2.1.21) 
计算 局 部 扩张 和 收缩 率 的 平均 是 简单 的 ,因此 可 得 到 局 部 Lya- 


рипоу 指数 , 记 为 | [A ri(lsjsM), казал L 也 是 混沌 的 ,这 
些 亢 数 之 间 一 个 最 简单 的 比较 是 用 这 些 函 数 的 概率 密度 , 即 


водле = РИМ) E Le- Ég Әр (21.22) 


它 是 时 间 т KHR, LEFELE - A62, t + А 21,0, 置 于 图 
2.1.19 中 ,N=2,3,4,5 和 NLS 偏 微分 方程 。 

对 于 Sine-Gordon 方程 在 大 系统 中 的 扰动 ,已 发 现 以 不 同 的 途 
径 达 到 混沌 状态 ,特别 是 : 倍 周 期 分 又 和 Rnelle-Takens。 类 似 的 倍 
周期 状态 也 出 现 于 NLS 系统 。 取 ea = 0.004(a = 0.1) ,w = 0.98, 
1= 8001 = 16)。 

(1) 0< 玉 三 0.09, 波 形 急速 变 成 空间 平坦 , 解 与 时 间 无 关 - 

(2) 0.09<enrs<0.15, 波 形变 成 "sech 类 ”, 解 与 时 间 无 关 。 比 
起 系统 的 宽度 它 是 很 罕 的 ,如 图 2.1.20(e ) 所 示 o 

(3) 0.15= È <0.20,“зесһ 类 "波形 变 成 时 间 周 期 ,瞬时 的 振 
动 开始 于 "sech 类 " 解 的 小 波动 。 因 此 存在 和 邻近 ”sech 小 的 相互 
作用 ,尺寸 并 很 快 增加 ( 见 图 2.1.20(8) 和 (c))。 双 倍 周期 解 进入 
混沌 状态 , 即 波形 不 能 以 一 种 振动 完全 辐 到 它 的 原 有 值 ,而 是 取 两 
种 振动 回 到 原 有 值 , 再 四 种 振动 , 八 种 振动 ,等 等 ( 见 图 2.1.17 
(4)). 

(4) 玉 =0.20, 解 是 混沌 的 ,但 这 种 混沌 仅 为 空间 局 部 化 “sech 
类 " 解 的 小 的 振动 ( 见 图 2.1.20(d))。 当 六 =0.20 时 ,混沌 的 维 数 
为 2.5( 主 Lyapunov 指数 为 0.04,0.0 和 – 0.08) ,因此 这 是 很 低 维 
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1.0 


IQ! 


-2.0 


IQ! 


图 2.1.20 Àb F tE Qly, 7) 07 = 80, еа = 0.004. = 0.98) 
ta) P =0.140; (b) P =0.185; (с) P = 0.196; 
(d) P =0.200; (е) P = 0.290 


数 的 混沌 , 相 平面 在 图 2.1.21 中 ,其 中 两 轴 为 点 在 波形 中 心 处 的 
实 部 和 虚 部 , At =0.20。 
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тю 
А 


QOLA) 


Qu=0.n 


图 2.1.21 与 图 2.1.20(d) 有 相同 参数 的 相 平 在 图 


(5) 0.20< 本 <0.28, 波 形 再 回 到 空间 平坦 和 时 间 无 关 解 。 

(6) 0.28 三 二 , 解 变 成 很 不 同 于 (4) 的 混沌 。 首 先 ,混沌 拓展 为 
系统 的 一 切 宽 度 , 对 下 =0.28, 混 沌 的 维 数 为 9.7( 主 Lyapunov 指数 
为 0.31,0.22,0.11,0, -0.02, -0.10, - 0.138, - 0.144, - 0.145Ж 
-0.144) 。 

当 此 系统 的 尺寸 为 1=80M2=56.57(; ~ 11.31) ,我 们 再 次 发 
现 倍 局 期 , 它 是 低 维 混 沌 ,如 果 存 在 ,也 仅 在 参数 空间 很 小 的 窗 


(1) 0 三 玉 三 0.09 ,波形 很 快 变 成 空间 平坦 , 解 与 时 间 无 关 。 
(2) 0.09 二 ep 二 0.14, 波 形变 成 “sech 类 ”, 解 与 时 间 无 关 。 比 
起 系统 的 宽度 , 它 是 很 窗 小 的 , 见 图 (2.1.22(a ))- 

(3) 0.14 三 六 三 0.19, 波 形变 成 周期 的 , 当 L= 80 it, Bi Р 
0 ,振动 增强 ( 见 图 2.1.22(5)(c))。 

(4) 0.19 三 下 三 0.21 ,波形 回 到 空间 平坦 , 解 与 时 间 无 关 - 

(5) 0.21 三 也 三 0.26 ,波形 回 到 周期 (拖网 2.1.22( 4d))。 

(6) 0.26< 广 ,波形 对 一 切 时间 保 持 混沌 态 。 混 沌 拓展 为 系统 
的 一 切 宽度 ,在 图 2.1.22(e ) 中 我 们 看 到 P = 0.270 的 混沌 轨 线 ， 
Æ Lyapunov 指数 为 0.31,0.13,0.0, - 0.01, -0.13, – 0.14, -0.14 


Tk 
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A 


2.1.22 KE ENI О(У, т) (1 = 56, ea = 0.004, w = 0.98) 
(а) P =0.130; (b) Г=0.150; (с) È =0.190; (4) P =0.260; (e) P =0.270 


和 -0.14, 维 数 为 7.3. 

困 此 ,在 这 两 个 参数 区 臧 存 在 着 第 二 种 途径 可 得 到 很 弱 的 混 
沌 ,这 种 混沌 产生 于 ”sech 类 " 解 中 。 当 外 力 增 加 时 ,更 典型 的 混沌 
将 产生 , 它 是 更 高 维 的 ,强大 的 ,包含 了 空间 结构 的 相互 作 
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2.2 基本 分 析 


2.2.1 NLS 方程 和 Sine-Gordon 方程 的 联系 
设 具 阻尼 外 力 的 Sine-Gordon 方程 


uu = ue + Sinu = el- au, + Teoswt] (2.2.1) 
的 解 
u(x,t) = є-!?[аф(у,)е' 2) +с.с.] + QO( 8 3⁄2) 
(2.2.2) 
则 在 误差 Ole -32) 范 围 , 时 间 为 О(т = 1) ,振幅 g(y,r) 满 足 NS 
方程 


— 2igr + фу + Ly q = iq -У?Ге 27 (2.2.3) 


其 中 
ЕЕ Ра -1⁄2 F 
а = 2ean, T Alae СА | oza 
w = l- 60,6 = 2we,r = 6,у = Ех 
振幅 q 对 у 是 周期 的 ,周期 
1 = el21 
最 后 ,引入 
9 = Qet? 
可 得 
- 2iQ; + Qs + ($° -DE = 
aQ -у2Ге-” (2.2.5) 


方程 的 不 动 点 满足 ODE 


Q. + (S00 -DO = GQ Pe (2.2.6) 
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具有 i 周期 的 边界 条 件 。 
2.2.2 空间 无 关 不 动 点 
最 简单 的 不 动 点 是 与 空间 无 关 的 不 动 点 ， 
Q(y) = с (2.2.7) 
其 中 。 为 常数 ,不 失 一 般 性 ,选取 y 为 立方 方程 


de -i)e = iae -Ү2Ге? (2.2.8) 


的 实 解 ,这 个 方程 具有 一 个 或 三 个 正 实 根 ,如 图 2.2.1 所 示 。 


1.50 


t 
1.20 + D 
Г c | 
шюр тч 
а ри 
Ë 060 в 
0з0 
[ 
0.00 А 


L i ғ 1 1 2...0 
0.00 0.090 0.180 0.270 0.360 0.450 Г 


2.2.1 方程 (2.2.8) 的 正 实 根 和 关于 y 无 关 扰动 的 
平坦 - 锁定 态 的 稳定 性 


关于 这 些 与 空间 无 关 的 不 动 点 ( 称 之 为 "平坦 锁 态 " ) 有 几 点 必 
须 强调 : 

(1) 对 于 岗 定 的 了 , 解 不 必 是 惟一 的 ,显示 对 六 的 滞后 结构 。 

(2) 解 在 "十 支 "的 振幅 被 外 力 频 举 所 决定 ,外 力 的 振幅 起 着 
第 二 角色 的 作用 ,正如 扰动 计算 中 所 证 实 的 一 样 。 

现在 研究 这 些 空间 无 关 不 动 点 的 稳定 性 。 寺 求 非 线 性 
Schrödinger 方程 (2.2.5) 的 如 下 形式 的 解 

О(у.т) = c+ Q(y.r), 1 0(у,г) 1< 1 (2.2.9) 

保留 0(y,z) 的 线性 项 得 
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-2i0, + Q, + (02 - 1)Q + Leg = аб (2.2.10) 
线性 方程 中 的 系数 容易 由 上 氏 分 析 得 到 。 现 寻求 如 下 下 氏 模 的 解 
0 = фет, Б = k, =2rn/l (2.2.11) 

可 得 增长 率 c 为 


2а,=-а+У/а? -g (2.2.12) 
其 中 
g = (e IE +a? + 
(е2 1)? 2:74 (2.2.13) 
对 а <1⁄2 进行 线性 化 稳定 性 分 析 ,产生 如 下 结果 : 
(1) 下 支 解 对 所 有 波长 的 扰动 是 稳定 的 - 
(2) 与 y 万 关 的 平坦 锁 态 的 稳定 性 , 即 = 0, 扰 动 已 由 图 
2.2.1 描绘 。 
(3) 对 于 充分 高 的 波 数 的 模 永 远 是 稳定 的 。 
(4) 上 支 解 对 于 波 数 2 << 如 的 模 是 不 稳定 的 ,其 中 


É = EEREN ka (2.2.14) 


(5) 最 大 不 稳定 模 和 相应 的 不 稳定 波 数 的 带宽 的 决定 可 由 色 
散 关系 g = gkh 

(6) 当空 间 周 期 充分 小 时 , 即 局 > (2x ,不 存在 不 稳定 
模 , 增 长 周期 为 7, 容许 模 进入 不 稳定 模 的 带 。 

有 关 平 坦 锁 态 的 稳定 性 有 几 个 附注 : 

(1) 这 些 锁 态 为 " 强 吸 引子 "。 那 些 在 下 支 的 解 是 稳定 的 , 充 
分 小 的 扰动 是 吸引 的 .对 于 上 支 ,如 果 周 期 i 为 很 小 , 解 也 是 稳定 
的 ,对 于 大 的 周期 , 解 在 上 支 是 不 稳定 的 ,但 仅仅 是 几 个 模 。 在 上 
支 的 解 有 一 个 低 维 甬 不 稳定 流 形 和 “Ази 

(2) 如 以 上 支 的 一 个 稳定 解 开 始 , 再 增长 系统 的 ” УЛ? 
(stress) ,或 者 增加 Г 的 强度 或 者 周期 1, 则 具有 波 数 k =2х/1 的 
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模 首先 变 成 不 稳定 - 
(3) ПГ 和; EHL К, 是 不 稳定 的 , 则 在 上 支 不 动 点 的 邻 域 
中 ,上 支 保持 一 个 “合理 的 吸引 子 " 只 有 一 个 方向 是 吸引 的 , 即 它 的 


不 稳定 流 形 维 数 仅 有 1, 而 它 1 
来 看 , 它 的 上 支 平 坦 态 是 很 不 稳定 的 , 它 的 不 稳定 k 模具 有 很 大 
的 增长 率 , 是 不 稳定 的 ， ы E оле киы s 
范畴 。 轨 线 急剧 离开 它 的 邻 域 ,运动 沿 函 数 空 间 的 созКух 方向 。 
平坦 态 是 不 稳定 的 - 

2.2.3 空间 相关 不 动 点 

现 考 虑 空间 相关 不 动 点 ,寻求 方 称 (2.2.6) 如 下 形式 的 解 
Qly) = В(у)е 
CEREA IHO R, 0 的 方程 很 快 可 以 看 到 它 足 偶 的 ) , 周 
期 边界 条 件 仅 当 Q 为 常数 时 满足 ， 可 从 数值 上 分 析 这 些 不 动 点 ， 
并 用 扰动 理论 构造 这 些 不 动 点 作为 NLS kar fi e). 存在 性 
如 图 2.2.2 FER- 

我 们 强调 其 有 两 种 类 型 的 解 ,其 -靠近 y = 0, 另 一 靠近 у= 
1/2。 对 应 于 它们 的 每 一 个 位 置 有 两 个 不 同 的 不 动 点 .其 一 具有 小 
的 振幅 ,其 二 具有 大 的 振幅 ,小 的 振幅 态 宽 于 高 的 态 。 这 个 态 具有 
一 个 有 意义 的 背景 振幅 , 它 远 离 空间 剖面 峰 的 中 心 ,其 有 空间 克 关 
不 动 点 的 高 度 。 图 2.2.2 的 分 叉 图 表明 了 这 些 状态 ,以 及 每 个 空 
间 周 期 有 两 个 极 大 的 共存 不 动 点 。 在 以 往 的 数值 计算 中 ,不 曾 出 
现 每 个 周期 多 于 两 个 极 大 的 不 动 点 情形 。 分 又 图 2.2.2 也 标 出 对 
于 1=12。 空间 局 部 化 解 的 下 支 各 平坦 锁 态 的 中 等 分 支 在 分 义 点 
EE 相连 。 对 应 于 解 的 数 日 的 改变 ,Jacobi 矩阵 变 成 奇 性 的 。 对 于 
7= 24, 分 又 点 上 运动 到 Tr 的 大 致 在 平坦 锁 态 的 中 等 分 又 上 ,第 二 
分 义 点 出 现 又 使 Jacobi 消失 ,对 应 于 每 周期 两 个 极 大 解 的 出 现 。 
对 于 大 的 7 我们 期望 更 多 的 分 义 点 位 于 平坦 锁定 态 的 中 等 分 义 
上 ,对 应 于 每 个 空间 周期 相干 激发 数 所 增加 的 不 动 点 

土 述 平坦 锁定 态 的 分 义 图 是 由 观察 空间 相关 的 下 支 解 得 到 
的 , 当 分 叉 点 接近 于 小 的 古 的 方向 ,相干 激发 的 量 消失 ,这 些 空 
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解 的 范 数 


0460| 
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[ 2.2.2 对 于 1= 12(0a),1= 2AA 


间 相 关 不 动 点 的 线性 稳定 性 易于 分 析 , 也 可 由 非 线 性 Schrödinger 
方程 的 数值 解 直接 验证 。 这 些 稳定 性 计算 结果 表明 ,空间 相关 锁 
态 每 个 周期 具有 -一个 相干 激发 是 稳定 的 。 如 果 参 数 P 充分 小 ,而 
当 作 为 Hopf 分 叉 , 当 广 增加 时 , 它 将 失去 稳定 性 。 对 于 在 不 稳定 
区 域 但 接近 于 Hopf 点 Г, 的 应 力 值 ,不 稳定 流 形 的 维 数 为 1, 沿 不 
稳定 方向 的 特征 函数 的 空间 结构 具有 一 个 有 意义 的 第 二 油 和 向 
数 , 即 соѕ2 у, І = 24, 更 多 的 第 二 调和 分 量 在 1 = 12, 

2.2.4 JEt Schrödinger 方程 的 可 积 结构 

考虑 如 下 周期 性 的 未 扰动 的 非 线性 Schrodinger 方程 


| e lo 
24: = qx +79 4 
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4\0 = gn € HL; 
其 中 HI 表示 周期 晒 数 及 其 一 阶 广义 导数 为 局 部 平方 可 积 的 
Sobolev 空间 。 能 量 估计 保证 了 初 值 问 题 整体 解 的 存在 性 和 惟一 
性 。 形式 地 计算 能 量 Н 


Н\4д.4`) = Elya; - 1р" ldy 


则 NLS 可 被 看 成 Hamilton 系统 ,有 
1а, + Уш” q)óq ° + (q; + т” q` )óq ]dy 
首先 固定 相 空 间 AH LL (R, C2) 表 示 所 有 复 的 具 两 个 分 量 
ДЕТЕЙ РАЖ q( y) = aO rO DT, A AREI H RH 这 个 
空间 能 表示 为 形式 空间 的 直接 和 , 即 
1,068.62) = S. (R.C) S.(R.C) (2.2.15) 


ôH =- 


其 中 
Ss= (DE AR CO) | (216) 
S.A S _ 均 为 实 的 Hilbert 空间 ,具有 [内 积 。 在 此 ,对 于 NLS 相 
空间 УҢА 
Z= HR, C) N S. (R,C2) N ССК, С2) (2.2.17) 
在 这 个 空间 上 聚焦 NLS А. Hamilton 形式 
i = ЈУН (2.2.18) 
其 中 Hamilton 量 Н.#>К, 


rf 1 2 
H(q) =- 511% + 2097145 (2.2.19) 


ЖШ ,д= (4,7) Н г=-4`,4Є5-- RNS 5 
28: = Jy- Jar q (2.2.20) 


Hamilton 量 ES, 上 确定 ZA g А r= +q : 
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ХЭ £ + SF At Zakharov-Shabat 算 子 


1 0 0 
i үс б (2.2.21) 
1 0 


0 ду 2 (у) 
的 谱 理 论 得 到 ,其 中 g = (9, г) € Z ЙЕ М 的 个 真实 约束 
а = к (у) (2.2.22) 
其 中 - (+ ) 对 应 于 聚焦 ( 非 聚焦 )。 非 线性 算 子 工 是 通过 以 下 思路 


引入 的 :起 定 线 性 方程 组 


n ya (2.2.23) 
ар ИК ly = Ду „2124 
ы 0 1 站 0 tq - 1.1024. -e 
= 939.7 01 + Er + ir,/2 0 Еи 


(2.2.24) 
РТ (у, т, CR fJ SE AS А q = (q. r)'€.Z 
满足 NLS 方程 ,这 里 cs 表示 Padi 矩阵 , оз = diag(1, - 1) ,特征 参 
数 5 表示 一 个 复 常数 。 这 个 超 定 方程 组 被 称 为 NLS 方程 的 Lax 
对 ,表明 NLS 方程 为 y 满足 的 线性 方程 组 的 相 容 条 件 ,其 中 第 一 
个 方程 为 Zakharov-Shabat 对 у 的 特征 值 间 题 ,第 二 个 为 + 的 线性 


M o 


超 定 方程 组 的 空间 部 se O 
Zakharov-Shabat 算 子 L 的 谱 坚 论 含有 完全 可 积 系统 NLS 的 充分 多 
ня L: > КЕКЕ Ж 
ТЕ NLS 流下 是 不 变 的 。 

微分 算 子 工作 用 在 LR, С?) E, BARER HR, C). 
因 它 的 系数 是 у 的 函数 , Floquet 谱 理 沦 是 自然 的 , 的 Floquet 谱 
# NIS Ë гй 下 是 不 变 的 ,如 同 它 在 空间 .7 中 的 “等 谱 " 水 平 集 . 

这 些 水 平 集 为 LEY Dirichlet 特征 值 所 刻画 。 

I 在 聚焦 的 情况 下 (r= +q) E B JES BJ, К ШП ИНЕ ЖШ 
于 H 进 算 子 。 最 近 ,Hil 方 程 已 被 拓展 为 具 自 共 罗 的 Zakharov-Sha- 
bat 算 子 。 
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聚焦 的 非 线 性 Schrödinger 方程 的 非 自 共 斩 情 况 对 我 们 来 说 是 
很 重要 的 。 如 我 们 所 看 到 的 非 线性 Schrödinger 方程 在 扰动 下 产生 
的 混沌 状态 能 追踪 非 身 共 辊 特征 值 问题 的 结构 ,这 种 结构 在 自 共 
绒 情况 是 不 出 现 的 。Floquet 理论 在 非 自 共 思 情 况 下 很 少 被 研究 ， 
我 们 在 此 综述 Floquet 理论 , (q,r) ELR, C) 
我 们 先 叙述 Zakharov-Shabat 算 子 L(g ,r) 谱 理论 的 已 知性 质 
种 描 述 这 个 理论 新 的 发 展 ,最 后 再 列 出 我 们 需要 的 来 自 ТҮР 
的 一 些 概念 。 
2.2.4.1 EEEE М(у;С;9.т) 
设 W(y;5;9,r) 表 示 如 下 初 值 问题 
= {М 
М(0; дуг) = 1 
的 惟一 2x 2 矩阵 解 (对 у 绝对 连续 ),5E `. € [0,1]. 注意 到 
当 4=r=0 时 ,基本 矩阵 M 可 显 式 给 出 
М(у; чут) = exp[igosy] (2.2.26) 
其 中 第 二 Раш EPE оз = diag(1, - 1)。 矩 阵 M 可 直 初 值 问题 式 
(2.2.25) 确 定 , 可 写成 Монета 积分 方程 


(2.2.25) 


М(у; фт) = expl бозу] - КО озубу = у)] 


О(у)м(у; д. )Чу (2.2.27) 
ЖЕ Q(y) 为 
0 gly) 
до) Е Бор 0 ) 
通过 积分 方程 的 迭代 ,我 们 能 建立 My: а. r BITE .解析 性 
(对 谱 参 数 .系数 q 和 7r) 和 估计 ,综述 为 个 引 理 。 

引 理 2.2.1( 存 在 性 ) ”对 于 МОУ; Сд г) АЕО КЕТО, 1) 
хіх о 让 ,3 的 有 界 集 上 一 致 收敛 于 初 值 问题 式 (2.2.25) 
的 惟 -- 解 。 进 一 步 Му: gid.r) 满 足 积分 方程 (2.2.27), 且 有 估 
计 
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I М(у; фут) |< ехр[у Га 1+ ПО) 
(2.2.28) 
H | Q l2=((q,q)+(r,r))/8, 
引 理 2.2.2( 解 析 性 ) ЖЕ уЄ [0,1], My(y; 559.7) М 
x 12110,1], “4 一 HH'([0,1], 22 ) 的 一 个 整 函数 。 
引 理 2.2.3 (在 [0,1]x 25 L2([0,1], 2? ) 上 的 基本 估计 ) 
| М(у: дг) - M(y;Ç;0,0) 1< C(t; l 01): 
exp[y 161+ 2101] (2.2.29) 
иф: (ç ПОП) = D: ПО ша, ПО, ОО ТОП) 
一 0(1Regl 一 oz )。 这 些 估 计 能 进一步 改善 ,如 果 给 (g,r) 附 加 的 
光滑 性 ,例如 , (gq,r)EN([0,i], 7? ).j>1. 
2.2.4.2 Lig,r) 的 谱 
Zakharov-Shabat 算 子 L 的 谱 为 那些 存在 特征 函数 f(y; 5;g， 
r) ,满足 Lf = Ж t 的 集合 的 闭 包 , 它 对 于 一 切 YE R, 是 有 界 
的 。 通 过 基本 和 矩阵 М 表示 特征 函数 六 由 于 y 的 i 周期 性 ,我 们 
能 特征 化 这 个 谱 为 5E - 集 的 闭 包 ,对 于 它 ,转换 矩阵 T 
T(E;g,7) = М(1; дәт) (2.2.30) 
具有 具 单 位 模 的 特征 值 。7 的 特征 值 由 它 的 行列 式 和 迹 所 确定 。 
定义 4=tr7, 注 意 到 det T = 1, 我 们 能 特征 化 工 的 谱 为 单个 数量 函 
#5, В“ Floquet 判别 式 "A。 
引 理 2.2.4(L ДЖ). EX Floquet 判别 式 A 为 
A: x 12010,1], 22 )—> Z,A, фу) = МО; дг) 
(2.2.31) 
А( бог) t (q. г) ҖЕ К ТЕ x 2010,1), ?上 满足 估 
计 


| А(& чл) -А(ф 0,0! DE: | Q || )mini1. loli- 
expLi(Img) +071101) (2.2.32) 
Mah p(ç; i Q@1)->0,( 当 1IRegl ==). 
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А( 6:9. tq REKI Ç EKK, Ee 
[А( g, =4')]” = А(Е д, +97) 

(у) ВРА, M Al O- iq. +9) = Al д.ж). 

Й: H'(R, 22) 1208,22 ) 与 A 相 关 , 即 谱 (L) = 15E 
SIAC 4, PAEH, -2«Д( дг) 21. 

对 于 r=+ 上 和 ,由 A 的 对 称 性 推出 ; 

(1) 5Espec(L) 一 5 Є әрес(1); 

(2) W qal- у) = (у). £C spee(L)— - £ € ѕрес(1) 

这 个 引 理 实质 上 是 引 理 2.2.1 ~ 2.2.3 的 直接 推论 ,描述 基本 
矩阵 M 的 类 似 性 质 。 为 了 得 到 关于 工 谱 的 某 些 直观 性 ,以 最 简单 
情况 ?=r=0 开 始 ,有 


А({:0,0) = 2со (2.2.33) 
此 时 зрес(1(0.0)) = К. Floquet 判别 式 如 图 2.2.3 所 示 。 
lal x 8, 4 Р 4, 
2 0 -| “jaz 02 
-—6—8—6—8—6© ө—8—0—8—6- 
5 z -1 0 1 2 3 


2.2.3 Floquet ЖД,А(;0,0),у=г=0, Йй ACC 0,0) EX Reg 
的 函数 中 间 是 Im(A(E;0.0)) =0. 顶 部 是 q FH y 的 丽 数 , 左 端 191( 实 
线 ) 和 O RI S HEA y WRS, AIA Кеса) CRRA Су) (ТЕ) 
TEH y ARR PERO NEAAF А( ) = +2 РАС) = 一 
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注意 到 ,“A" 的 临界 点 为 + 的 函数 ,i501 满足 


dA(E;0,0) -0 

d£ е 
在 复 5 平面 上 , 实 A 的 曲线 在 这 些 临 界 点 处 相交 。 这 里 ,对 9 = 
r=0,t = пи. 类似 式 (2.2.32) 的 估计 可 以 看 做 是 (g,r) 在 
(9=0,r=0) 扰 动 。 后 面 将 用 对 称 性 和 A 的 解析 性 来 找 述 L(4， 
z) 的 谱 。 这 里 仅 作 几 个 附注 :(1) 非 聚焦 自 共 斩 情况 ,r = 9 ,完全 
类 似 于 对 已 知 的 Hil 方程 的 讨论 。(2) 在 自 共 轿 情 况 , 谱 是 实 的 ， 
可 数 个 闭 区 间 ( 谱 的 带 ) 组 成 ,由 开 的 、 可 能 是 空 的 区 间 ( 谱 的 间 
隙 ) 所 分 开 。 这 些 间 际 一 对 一 地 对 应 于 A 的 临界 点 。 自 共 轿 情况 
直观 为 图 2.2.4 所 示 。 


(2.2.34) 


Qs lho 
— 


Pr 


T 


图 2.2.4 一 个 孤立 子 的 自 共犯 判别 式 ( 紧 轴 仅 在 底部 超出 -2 
和 2 之 间 , 曲 线 被 截断 ;在 中 间 A) = +2 用 实 曲线 ) 

HARE r= - q` ,LL 为 非 自 共 轿 , 此 时 整个 实 轴 位 于 它 的 
谱 中 。 当 (g,r= -q7 ) 从 (0,0) 开 始 变 形 , 谱 的 “ 背 消 "在 实 临界 点 
后 出 现 ,并 拓展 为 实 平面 ( 见 图 2.2.5). 

当 (g ,r= -q ) 大 变形 , 谱 的 带 可 以 和 实 轴 不 相连 。 当 空间 周 
期 /一 c , 谱 的 带 不 和 实 轴 相 连 , 退 化 为 复 5 平面 上 的 孤立 点 ,L(g、 
-gq )(g€ 12(R,C)) 的 特征 值 为 有 界 。 这些 有 界 态 沿 全 线 边 界 消 
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22.25 与 图 2.2.4 HERI f-89 E [1 ЕЕ l| C 
(中 问 区 域 的 实 线 去 明 谱 的 位 置 ) 


Kht (д) 0. Ixl = ) 利 非 线 性 Schrödinger 方程 的 孤立 子 相 连 ; 
当空 间 周期 /一 2 时 ,其 渐 近 行为 导致 有 用 的 “周期 狐 立 子 ”。 
定义 2.2.1 HAREMA = - 9) 下 , 称 9 RAN AA 
MEF WRAT La, -q ) 的 谱 上 共有 N 个 精确 谱 带 ,在 & 的 
半 平 面 , 它 和 实 轴 不 相连 。 男 外 ,g 具有 辐射 分 其 , 谱 的 每 个 背 间 
和 实 轴 相 连 ( 非 聚焦 自 共 思 情 况 , 仅 有 一 个 辐射 分 量 , 它 和 谱 的 实 
的 间 陈 相 联系 ) 。 

2.2.4.3 Floquet 判别 式 A(6,g,r) 

Floquet 判别 式 (2.2.31) 是 NLS 理论 的 中 心 , 此 时 A 依赖 于 谱 
ВЕ HKR. r 我 们 已 知 A 对 5 (д, г) РАЎ, НЯ С 
Жат) ОРЕ. 如 果 系 数 g(y),r(y) 充 分 光滑 , 引 理 2.2.3 
的 估计 能 被 改进 来 描写 当 Y 习 w 时 的 渐 近 性 态 。 为 得 到 渐 近 性 ， 
我 们 从 式 (2.2.27) 的 Picard 迭代 出 发 ,并 用 分 部 积分 逐 项 估计 前 
ЛЙ. 

318 2.2.5 A 的 渐 近 性 

II ЄК ЖМүг= +9 )ЄН([0,1],1°) 


щт 
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Aliq, + g`) = 2соѕ 11 тэр 


104,9) + 


Foppa" 1+ Тан = бра”) + 


ar 109.9 Эа бура! +001), 
g=, g> (2.2.35) 
其 中 
el 
104.97) = ИСИ 14у 
109,9) = -| [0—6], (2.2.36) 
04,9) = Гаа: + 100728 
在 最 后 的 式 子 中 ,“+ "表示 非 聚焦 (r =q). НЙ 


况 (r= -q'). EE £ 的 渐 近 行为 被 多 项 式 常数 运动 所 固定 。 通 


过 0(5 一), 仅 要 求 保留 第 一 ~ 第 三 不 变 


量 (m = 已 模 ,= 动量 ， 


了 ,= 能 量 )。 对 于 延续 性 展开 ,将 出 现 “ 高 阶 " 不 变量 。 


不 变量 的 出 现 ( 在 4 的 $ 渐 近 性 质 中 


7) 对 (gq,r) 的 依赖 。 我 们 已 知 A (д, г) 


给 出 A 对 (gq,r) 一 阶 导 数 的 公式 。 
引 理 2.2.6 4 (д, 7) 的 梯度 为 


SAC.) 


其 中 M;= M;(y; Yiq, r), м? = Mi(y 
个 梯度 为 的 周期 函数 ,具有 周期 1。 
引 理 的 证 明 由 变量 参数 法 进行 计算 


P ) 导 致 我们 考虑 4(5;9， 
是 解析 的 ,以 下 引 理 


2206 5950) (мМ) - MY Ma 
— (2.2.37) 
мМ? = MP Mn 


+I;t;q.r). 进一步, 这 


(L- OM = 0. 


zog 415: 3 ] i 
Бла ")- и =. 


онди ве il, 


М(у = 0) 


[= + Q - ist ]8М = – 6QM, 
МІ у; фт) =- мом 


Al чә.) = 
由 Q 的 显 式 ,计算 即 得 


0 
ВА. 2 теле кр АЕ 
ОО? = ММ ol 


so 
其 次 ,我 们 注意 到 位 势 (q(y),r(y)) 的 周期 
М(у+ 1; дт), Ç) M = ОНЯ, АА 

М(у+ 1 дә) = М(у: Eb; 
ИЕ N. 
М(у + l;t;q.r) = 


ed мар] uo 80 


它 与 无关。 在 y=0 处 展开 和 
М(у; 9, т) МО д, г) (2.2.39) 
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=: 


М(0) = 


a). МОО) = ! 


8М(0) = 0 


(y eQ )M(y )dy 


y)M(y)qy ] 


1 
| ноо] 
0 
(2.2.38) 


і. 0 0 
д.т) = Замри, но? 


性 ,基本 矩阵 的 平移 


dr 


得 


很 快 由 此 得 到 梯度 式 (2.2.38) 对 у 的 周 
(2.2.38) 换 成 形式 


кубан) =- = 3 uM mof? 


8А і (у 
ОТ = эн М on 人 


期 性 。 另外, 可 把 式 


1 
| моу +] 
0 


0 š 
| моу + D] 
0 


(2.2.40) 
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4 -的 显 式 表示 式 


гару з: _{ М» -Mp 
M (у; д) = (2.2.41) 


最 后 建立 了 梯度 公式 (2.2.37): 
公式 (2.2.37) 表 示 了 A 的 梯度 作为 L 的 特征 盟 数 的 平方 积 ， 
在 这 些 平 方 积 中 的 Wronski 等 式 能 用 米 验 让 ,对 于 一 切 复 参数 &， 
АС д. r) МАЕ ЕЕ Schrödinger 方程 流 的 运动 常数 . D A X$ £ E 
解析 的 ,作为 《的 函数 产生 可 数 个 非 线 性 Schrödinger 方程 不 变量 - 
定理 2.2.1 А({;д, +4 ”) 是 非 线性 Schridinger 方 程 不 变量 
(a) 'А(Е;д. + 和 )40539 + д) = 0 (2.2.42) 

УТЕ 
(b) 1А(6;4, +9), Н(9,9): = 0 (2.2.43) 

уке 
为 证 明 这 个 结果 ,利用 式 (2.2.37) 可 计算 


"1900 BALE) алб) алб) Ja 
o д9 20 a ag 1® 


jaag = 


ci 
| омм - MYM DONNI — NP N0)] - 
"0 


[MMi E MP Ma) (ммо = Мм) у 
其 中 ,My = Mj( Eqs ж ) ,Ny= N (V 094), 这 些 表达 式 的 
积分 是 对 特征 函数 的 平方 积 进行 的 。 设 了 和 g 表示 两 个 特征 函 
数 ,Lf= f, Lg = te EXE 

G= figi 

H = ре 


F = tie + fg) 


Ж(Е,С,Н)їй EA PEH 
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Уд 
-i 256 + qF = 256 
д Т, 
i 5 +q F = 20Н (2.2.44) 


215 EF aq G- qH = 0 


#—#,Ш(Е,С,Н) 20 (2.2.44) ЕАК, CF, C, HAR 
(2.2.4) 在 < 处 的 解 , 则 有 


(Cn + HG ~ 2ЕЕ) = 2i(£ - ¢)(GH - НС) 


EK ЕА, A, H, Em, Н, БЕШТ 
MyM? = Н, MYP М, = H 
MoM = G, MIDMI = Ç 


TOMP + MP Ma) = F 
0м Му + Mi? М») га 


它们 都 是 式 (2.2.44) 的 解 , 则 差 


Е С б 
С|=|Н|-|Й 
H F F 


也 是 式 (2.2.44) 的 解 。 由 引 理 2.2.6, 它 的 每 个 分 量 对 y 也 是 周期 
的 。 因 此 解 表示 为 完全 导数 的 积分 


E 4099 + НС - 2ЕЕ)ау = 0 


АС АЧ)! = р. Г) 


积分 消失 是 由 于 对 у 的 周期 性 ,由 此 得 到 (a)。 结 论 (b) 的 证 明 来 
B AGOE £ = 的 展开 及 利用 式 (2.2.35) 的 渐 近 性 态 。 
2.2.4.4 等 谱 水 平 集 . Mg，,r) 
NLS 流 的 可 数 个 不 变量 可 作为 ,4A(5;9,+9 7) 的 简单 解析 


74 


Юж. ХЕ ЄЛ, КИЕ ЕКЕ 
Жа) = Ir € 1210,1], 2) 1А( зг, + r") = 

Alig q”): (2.2.45) 

其 次 ,如 像 Кау 和 Sine-Gordon 方程 那样 ,我 们 研究 这 个 水 平 集 作 

为 的 一 个 子 集 ,值得 注意 的 事实 是 .A(4,r) 是 一 典型 的 环 。 这 

个 集 . A gq,r) 是 紧 的 .连通 的 。 对 于 非 聚 焦 情况 (r = у ) , 它 是 一 

个 无 穷 维 的 环 。 对 于 聚焦 情况 (r = - 9 * ) ,典型 水 平 集 的 环 性 质 

尚未 被 建立 。 

和 有 限 维 一 样 ,对 可 积 Hamilton 系统 ,水 平 集 . 必 为 不 变量 
AG. ка. V 站 的 值 所 确定 。 更 进一步 ， BEG, М4 
之 间 的 线性 相关 性 标志 这 个 水 平 集 的 奇 性 。 每 个 特殊 的 水 平 集 能 
提供 " 角 变量 "坐标 ,我 们 期 望 通过 这 些 角 坐标 去 利用 算 子 L ШИЕ 
意 Dirichlet 特征 值 。 以 下 将 描述 这 种 Dirichlet 谱 的 用 处 。 对 于 非 
聚焦 情况 (r = 9 ) 它 能 很 好 地 被 应 用 ,而 对 于 聚焦 情况 (r = 
- q` ) 还 存在 一 些 问题 。 在 一 般 情况 下 ,L(g, tq” ) 的 Floquet 谱 提 
供 “ 作 用 量 " 信 息 , 而 L(g, + q ` ) 的 Direhiet 谱 提 供 “ 角 动量 "信息 。 

2.2.4.5 Dirichlet їн; 


Dirichlet 谱 定义 如 下 : 
(L- #)$ = 0 
Ф,(0) + Ф,(0) = 0 (2.2.46) 


Ф000) + 9,01) = 0 
RERE l СО ТЕНТ ВСН А. REX M(y; S; 
q,r) 作 为 基本 和 矩阵 M 的 U gA 
М(у; дт) = UM(y; 554.7) UT 
U s Б (2.2.47) 
则 Dirichlet 8 plq r) E Mall Gg PEA, 
Mall; дәт) lant) =0 
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Ma H] H] M 显 式 表示 


Ma = 5 iy Mu - M> + Ma - М) 


对 于 非 聚 焦 情况 (r = 9 ” ) PERHE (2.2.46) Z H HHEH, F 
Alang ERK., 

1. 计数 引 理 

如 g=r=0, 有 Му = -sin&l, 它 的 零点 为 


00,0) = =, Є 2 (2.2.48) 
对 大 的 171 ,特征 值 Са ГЭВ (0,0), 
дб) = 0.001), lj l> am (2.2.49) 


ERE, ADAE j ENGE. 
ы, 固定 gq,r€E 可, 令 N=N( | О(н)Є7', 
N=4[i Q | Zcosh( VT l Ql) + 
зо m'sinh(/1 lo la)] 
这 里 [x*] 表 示 第 一 个 大 于 x 的 整数 , 则 有 

(1) ai5idg,r) 具 有 2N+1 个 根 ( 依 重 数 计算 ) ,在 圆 盘 
iE 2:1 (20 +1)л/211 的 内 部 。 

(2) Vk€ Z.!k| > N, М.(О) НЕТИ ЕС lg- krl 
L<n/4 BE R — 354. 

(3) м. (5) ЕН. 

这 个 引 理 对 Dirichlet 特征 值 ijy( 9g,r)1 提 供 一 致 控制 ,其 至 对 
于 非 自 共 思 情况 也 如 此 。 即 对 每 个 整数 ,1k1 > 六 ,在 盘 中 (半径 
K x/l, FOIE kx/i) 精 确 地 存在 一 个 Dirichlet 特征 值 。 整 数 N 为 
的 本 模 所 控制 ,或 者 由 Sobolev 估计 ,和 第 一 .第 二 个 NIS 不 变 
RO 模 和 能 量 模 ) 所 控制 。 对 于 ад лас 的 零点 ,我 们 有 类 似 的 
引 理 。 

引 理 2.2.8 ”如 同 引 理 2.2.7, 定 义 整 数 N=N(| Q || z), 5 
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A (Eigar) = аба. 


w 


( A (5;g,r) 具 有 2N+1 个 根 ( 依 重 数 计算 ), 在 罗盘 ;YE 


141 1&(2М+1)л/ i 中。 


(2) Vk€ Z.Ik| > N.A (QE 


< /4 用 中 具有 一 个 零点 。 
(3) A (Ç; q, r) tb ati 


ЛАЯ ЕЄ Ig- kr/ll 


(4) > (2N + 1)x/21,A 的 所 有 根 i GO, Iji > NI 都 


是 实 的 ,简单 的 , 且 满 足 渐 近 式 


e F+ 0(с), 


ljl>% (2.2.50) 


REATHA ЖИЕ ИНЕ, BFE A (5;9q,r) 的 可 数 实 根 , 亡 能 渐 


近 拓 展 至 无 限 。 式 (2.2.29) , 式 (2.2.30) 表 明 任 意 Dirichlet 特征 值 
la HARES, НР L г) АЕ АЗЕ, 2 + 1 个 点 被 限 


MERILE (N 12) ли, 


这 些 “ 计 数 引 理 ” AMERA IA Dirichlet 特征 值 | yo! 之 


间 的 一 对 一 的 性 质 。 对 于 固定 


(q, r) € 下 ,这 种 对 应 开始 于 


gO а> N= NO Q H m), ERER TF DARON + 1) 项 。 


МЕИ ЖЕЕ г =q ) 情 况 , 这 种 对 应 对 固定 的 q 可 拓展 为 对 所 有 
g€ H', 而 对 于 非 自 共 思 情 况 , 这 种 对 应 仅 在 点 4 的 小 的 如 邻 域 


成 立 。 
2. ВЗН (7247) 


此 时 Dirichlet 特征 值 } gji 是 实 的 ， 


且 在 Floquet К АСЕ 


同时 对 Dirichlet 特征 值 x, 14 (jp;9,g" )1>2, 要 看 到 这 点 ,我 们 


注意 到 对 于 实 的 《,M 为 实 和 矩阵 , 则 有 


计算 


А({ д.а) = tM = wM = Mn + М» 


1 = de M = Mi M: - М»М»=М»\ u) = И) 
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; = 1. 
SIA) l= Mu + y 12 


这 些 结果 和 计数 引 理 表明 , Р ЖШН, 1k1 > MN, Æ Flo- 

quet 谱 的 间 际 之 中 精确 地 有 一 个 Dirichlet 特征 值 г. 和 一 个 临界 点 
40, 且 能 延 拓 到 圆 盘 ;C1 81< (N+172)x7j| 内部, 间隙、Dirichlet 

特征 值 iys! 和 临界 点 1 "i 之 间 形 成 自然 的 一 一 对 应 。 更 进 一 
步 ,要 拓展 惟一 的 对 应 到 任何 qE H, B ЖЕ НЕШ r ЛИ ШИК 
据 。 

ЖРА ЖШ: x ) Dirichlet 特征 值 是 | 单 的 ; 
A (80)zz0;(3) 间 际 在 周期 点 结束 ,或 对 于 反 周 期 特征 值 ; 
т җы 5 5 
维 数 ) 等 于 代数 重 数 ( 即 A) -2=0 的 阶 数 )。 图 2.2.4 对 于 自 
共 恩 情况 是 正确 的 ,V(eo,r= )€C H'([0.1]. >: ). 

3. FAHRER = -q ) 

此 时 不 同 于 以 前 ,有 更 为 复杂 ,这 些 不 同 之 处 是 重要 的 ,因为 
它们 是 在 可 积 NLS 系统 中 形成 不 稳定 性 的 重要 因素 。 首 先 ,对 于 
实 $, 考 虑 一 般 对 称 性 


Mu £ М)“ 
М (Mi) 
(2.2.51) 
ЖЕРЕН ЖЕНЕ = д) ,对 称 性 式 (2.2.51) 表 明 ,对 于 
KAI EA Gq. -q ) 是 实 的 , -284 <2: 
= 6 э4({@:4,-4') = Mi + MISA= A" 


£= E Mly gig + 4 )= 


l = deM = Mo Mi + Ma Màs | Му I< 1 (2.2.52) 
IAP sIMi+Mñ 2 =41 Mi 2 < 4 
Bl. IFAR B ЗЕ ЕНТ. ,整个 实 轴 是 谱 , 不 存在 “间隙 ”。 
其 次 ,考虑 一 个 实 临 界 点 64 Л (0) 0, 2 Д( 0) < 
2。 由 计数 引 理 2.2.8, 在 外 圆 盘 15:151> (N + 1⁄2)z/] 1 存在 可 数 
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ЛБЕ, RARR -2<А(Д?) <2: 但 只 A 对 5 Ж 
解析 的 ,在 临界 点 5 ,ImA =0 的 两 处 曲线 交叉 。 沿 着 这 些 曲 线 ， 
ReA( 纪 的 鞍点 结构 显示 出 , 谱 的 短 的 背 贿 必须 从 О 出 发 并 拓 
展 到 整个 复 平面 ( 见 图 2.2.6)。 进一步 ,由 A 和 A 的 计数 引 理 可 
ML ДО» (N +1/2)r/1, mA =0 仅 有 一 条 1 线 越过 实 轴 Г? 
处 , 且 谱 的 背 消 (spine) 位 于 圆 盘 15: 18 - ka/21 芝 1! 内。 因此 ,在 
БЫН ОД > (N +1/2)л/!\ ИЕНА. 
Dirichlet Е д ( £ ) О 2З А Ж 的 一 对 一 -对 应 : 
对 于 图 定 的 qE 由 ,能 将 这 种 对 应 拓展 到 图 盘 18:151> (N + 1/2) 
n/i РЁ. IE AEAEE ЕЕ Ж Ж. БИЕ ЙИТИ f ОЯН 
相连 。 高 重 数 的 Dirichlet 特征 值 ,其 代数 重 数 不 等 于 它 的 几何 重 
Ж. 

HEIC = g` ) 情 况 ，Dirichlet 特征 值 jy 和 临界 点 Ci 位 于 
间隙 之 中 


(0 < 6 


62-1 < Hj» 
当 间 阶 封闭 时 ,这 四 点 是 相等 的 ， 
И] = ш = ga = Ey 
ЖЕЙ, H HR EAN, ACG) = + 2, Dirichlet 特征 值 锁定 临界 
Ho TAERE D, PEER, д, 也 不 终止 于 复 谱 的 背脊 中 : 
无 沦 如 何 , 对 于 实 临界 点 [О.А = +2, 这 也 是 Dirichlet 特征 值 。 
4. EARM. (q, r) 的 坐标 
Dirichlet 特征 值 提供 等 谱 水 平 集 Mls, r) 的 坐标 ,这 是 通过 
“ 迹 公 式 " 得 到 的 。 
定理 2.2.2( 迹 公式 ) ”定义 三 个 序列 如 下 : 
р ы А ( ду) -4 іе = 0 
Гау мас 9) le = 0 


р: ма: iq), = ir) о = 0 
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ЖФ 4° (у) = (у +y), 00у) = лужу), W 
q(y) + r(y) = 2% ( + Gorai — 20 ( y)) 
> (2.2.53) 


40) = r(y) =-24 Ear + Caza = 2⁄4 y)) 
定理 的 证 明 从 基本 禾 阵 M( y; Ki q. г) ЖИЙ, E WW R: ЭТ 
# AR РЕ НОНЕ G + %). 有 


(| 


эзы ү а ув ае Б š 
+ 185110 )r(y )dy ) ТШ Saly) е0) 


к? 


由 它 可 得 A 和 对 :的 渐 近 状态 


А( фәт) = 2cos sin 四 ala 
{дәт cosl + 47 КО (y)dy + of г?” 
Mall: д.) sintl(l + ш жаң =. 

сой! e a 1 
gt КОО + °С г? 
由 这 些 表示 式 可 得 
AA 2 
AM = 1 20900) + 0 + 0017) 


Кан 
全 -4 和 Ma 为 8 的 整 函 数 ,特征 值 GiH A? - 4 的 零点 ,Direch- 
let ЕА 199 M5 的 零点 。A? -4 和 4 的 无 穷 乘积 展开 可 得 


900) + r(0) = 2> (Eor + art - 214) (2.2.54) 


kEZ 


| 其 次 ,我 们 定义 “辅助 Dirichlet i$", MAER q, r) >l iq, 
~i) HF Floquet Ž[A (gq, r) = А( ig, -站 是 等 谱 的 变形 
Dirichlet 谱 。 辅 助 Dirichlet 谱 1y1 ,定义 为 
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Mall; ду = ir) Ig- = 0 
的 零点 ,给 出 第 二 迹 公 式 
q(0) - r(0) =-#>фи +t 27%) 
最 后 .利用 第 一 等 详 变 换 ,平移 
T, q = q(y + yo) 


T, r = r(y + yo) 
在 Dirichlet 特征 值 运动 下 
абу) = к Tq. Тг) 
жб у) = vl Т. Туг) 
利用 这 个 平移 , 迹 公式 (2.2.53) 成 立 - 
2.2.5 ”聚焦 非 线性 Schrödinger 方程 的 Whisker 环 面 
一 节 我 们 用 Floquet 判别 式 去 描写 这 些 不 变量 的 双 曲 性 或 
“鞍点 "结构 。 
2.2.5.1 Floquet 判别 式 的 临界 位 势 
为 了 定义 临界 环 面 ,考虑 Floquet 判别 式 
A: TxF> ` .,А( фи) = БМО: dr) 


(2.2.55) 
它 对 位 势 (q,r) 的 梯度 为 


кон 0 J 
E (Eigr) =- М on。 M(y)M(1)] 


àA ЕЯ Н | 
sO Sq |) = yu[ M ө 5 M(y)M(1)] 


(2.2.56) 

将 矩阵 MCL: Cs 9g) 变换 为 Jordon 典型 形式 
ҮМ ФУ = | "| (2.2.57) 

0 o 
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EP К,р,.р..р. МОС, д), ЕЕ 


тык ы (2.2.58) 


对 于 所 有 ,除去 周期 和 反 周 期 特征 值 外 .p,(&;g) о 0654), 
典型 形式 是 对 角 的 。 在 简单 特征 值 上 , 非 对 角 元 o. 0, WESTE 
点 上 ,p. = 0, 在 复 重点 上 ,o. 0。 代 数 重 数 能 超过 几何 重 数 , 转 
换 矩 隆 仅 能 骨 换 为 典型 形式 ， 

对 于 任何 《除去 周期 或 反 周 期 特征 值 ,定义 "Blech 特征 函 
数 "的 矩阵 


心 


yi pi 

P у) 
其 中 = р (у) 注意 到 这 个 知 阵 的 列 为 微分 算 子 工 的 
特征 函数 , 称 之 为 "Bloch 特征 了 沪 数 " ,是 由 于 在 一 个 空间 周期 上 具 
有 变换 性 质 

ү ly l; £) = p. (y lyg) (2.2.60) 
显然 ,这 些 Bloch 特征 函数 能 写 为 
y (уз 0) = a, [Ma OM (у; + 

(Mall: g) - p) M? (у; )] 
КЕНЕА (МЧ, МО) НД ЖИЕ M 的 列 给 出 ,a。= a 。 
(5;9) 为 待定 的 规范 化 常数 。 梯度 方程 (2.2.56) 能 用 “Bloch 特征 
函数 " 表 出 ,利用 相似 变换 下 迹 的 不 变性 ,可 得 


|е M(y; CE) VE) (2.2.59) 


0 ;9) = 


ДЗО ДЭУ Ө 
(2.2.61) 


а-у шу сый. УТА 
(у) 2 (у, gO) 
PODAT Og] 
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其 次 ,利用 Floquet #1912 AE ЖАЛИЙ ЕГ ЖЗ ©) М5 个 
变量 ,从 A 的 临界 点 :8 开始， 


JAGO li leo = 
用 计数 引 理 , 有 
{© = jal, lj l> N 


LE I< (N лл, р У 


利用 这 些 临 看 点 ,可 定义 无 限 多 非 线 性 Schrödinger 方程 不 变量 
对 于 每 个 jE 7, 
КЎ, С. PD = ДС (9):9) 
Б 严 的 分 量 Ку 自然 被 选取 为 "Morse 函数 ” 
当 临 界 点 POEK, F,( q) х Floquet 判别 式 (& 是 实 
的 ,5 靠近 &0(09)) 局 部 极 大 (或 极 小 ) 的 高 度 , 如 图 2.2.6 所 未 。 


\ 


+2 


0 


> 


图 2.2.6 Morse K$ F, 表现 为 A 的 极 小 点 靠近 实 临界 点 ， 
在 的 连续 说 中 相连 的 背 消 ,自己 达到 局 部 极 大 的 


谱 理 论 表 明 , 这 个 局 部 极 大 <2。 临 界 点 q 的 位 势 , 达 到 数值 
2。 另 一 方面 ,如 果 重 点 0(g.) 是 复 的 , 则 情况 更 为 复杂 。 ЕК4) 


不 再 是 实 的 ,要 考虑 它 的 实 部 和 虚 部 。 ЖН НЕ ЕН ИН 

点 结构 ,此 时 Fi(q) 可 月 Taylor 级 数 在 靠近 q = а, 处 展开 。 
我 们 首先 计算 ЕК, 的 梯度 。 设 q 使 得 第 j 个 临界 点 是 简单 的 。 

405,9) #0, = ,由 式 (2.2.61) 计 算得 


SF; 

Šq( y) МАСЕ) - 4 
дЕ, | 2 (0,97) 

ór( y) 
ёзу; Egil yg) 

(2.2.62) 
giy: $) фт(уз g) Де ШЕ 
对 固定 的 j€ Z .我 们 关心 使 得 F (q) ВОЛЕ РА q.. 


定理 2.2.3 


二 2, 8) 为 几何 


除了 平凡 情况 q=0, V F, =0 Fj А( С) = 
重 数 为 2 的 双重 点 。 


ШЖ F, 的 梯度 对 y 恒 等 于 零 , 则 临界 点 q. 必须 满足 

AO gg) = 4 

© 必须 是 и 征 值 。 如 ДО 是 一 个 简单 
特征 值 , 它 的 特征 空间 是 …- 维 的 ,y* 和 y- 是 线性 相关 的 , 且 它 们 
的 Wronski FF. 取消 公式 (2.2.62) 中 分 子 的 零点 , 则 д, 不 是 
临界 的 。 另 一 方面 ,如 ç 是 几何 重 数 为 2 的 双重 点 ,在 式 
《2.2.62) 中 分 子 为 零 , 表 明 位 势 q. 的 确 是 临界 的 (9 = 0 是 特殊 
的 , 因 gmadA(5,0) 对 一 切 《 恒 为 0)。 

我 们 可 用 反 谱 理论 去 证 明 临 界 位 势 g 的 存在 性 ,这 些 位 势 称 
为 有 限 间隙 ,满足 的 非 线性 ODE 方程 称 为 “Lax-Novikov” 方 程 、 
Abel 变换 积分 它 ,将 其 表示 为 0 了 哺 数 。 固 定 一 个 临界 点 q RII 
估计 F; fq. 上 的 Hessians 

2.2.5.2 二 阶 变 分 62 F,[ q.) :不 变量 的 一 个 鞍点 结构 

为 了 研究 在 临界 环 邻 域 的 性 质 , 我 们 在 q = q. = 0 38 
Filg) = AKO la) ENH Taylor 级 数 
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Filg) = Flg) + ƏF,(q.) + O F,( q.) + 
(这 个 展开 是 可 能 的 , 因 设 А ( ©) A0, FA  О(4д) q ft 
析 的 )。 由 q. 的 临界 性 得 
F(q) =+2+0F(g) + (2.2.63) 


如 同 计算 一 阶 变 分 6M ,二 阶 变 分 FF 能 用 参数 的 变 分 来 计算 ,由 
于 很 繁琐 ,我 们 综述 最 后 结果 ® 


(РА ( EOIR 


а, =: 


: Е gol 


其 中 b = f M MP dy 
0 


这 里 设 80。 引 入 “平方 Bloch 函数 "更 = (更 更:) ,有 
ye) = ( 009) + (ш)? 
其 中 更 * 为 取 在 (5 gq,) 的 Bloch 特征 函数 。 
分 解 线性 空间 .F 和 Z= 7 有 
yt- gD + pd 


(D _ 1 + 0 1 жү» 
pD 2 -f т?! (2.2.64) 


g» = = 


+ 
+ 
— 
一 © 
s 


1 
б (САР )`] (2.2.65) 
注意 到 Фе Zb 2) C Z= LZ 
再 定义 да ERARD (у; 0). = © 空间 上 的 投 
影 (m =1,2) 
85; = (ipt? 24) 
05, = (- OP д4) 
(2.2.66) 
х; = {2 pD Sg) 


У, = (10-2, д) 
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фф =! E ЕПИ, Ф = (Ф, D)" = (Ф, 
_ @; ) ,因此 这 些 投影 83 是 实 的 。 计算 可 得 (万 = КЁ iF) 

FE = [(651) + IY] — 


[(óX,)2 + (8>,)°] (2.2.67) 
EF! = 2[(дУ,)(ёУ,) - (651)(653)] 
方程 (2.2.67) 表 明 Е, Eq 的 二 阶 变 分 无 穷 小 地 依赖 于 函数 空间 
的 至 多 四 个 方向 ;在 q. ЖЕЕ, RAER EREHE ES д4 
为 零 . 它 正 交 于 四 个 向 量 8'*'” 所 张 的 空间 )。 表 示 式 (2.2.67) 
的 不 确定 性 暗示 着 接近 于 鞍点 结构 。 
我 们 先 考虑 一 个 实 的 临界 点 G. BD Ар 是 实 的 (5 为 实 的 )， 
有 ЕІ. + д4) =0,Н 


дЕ, = OF (2.2.68) 
З, РЭ СОРИН ФСО фф P Фф 
再 由 式 (2.2.66) 计 算得 
КО =(ф Оу» 


rn +(0X,)2], А( 9) = - 2 


8bb' 

ACES 

因 公式 (2.2.69) 是 很 重要 的 ,我 们 综述 ( 见 图 2.2.6) 如 下 :如 

q. 是 泛 函 所 (gq ) 的 一 个 交界 点 , 则 F.(q.)= +2, (q) ELA 

重 数 为 2 的 双重 点 。 当 这 个 双重 点 为 实 的 ,公式 (2.2.69) 连同 

4 ( 54 人) 的 符号 推出 如 F = +2,F ХЕ а, 取得 局 部 极 大 ;类 似 地 ， 

如 下 = -2, 则 取得 极 小 。 在 函数 空间 q. RER, F, 仅仅 从 它 的 

临界 值 2( 2) 减少 (增加 )。 由 于 E; #1 Floquet 判别 式 A5 的 关系 ， 

式 (2.2.69) 谱 理论 的 推论 是 复 谱 的 背 湖 (没有 间隙 ) 能 从 临界 点 在 
实 Ойга шу. 


(2.2.69) 


[(8У,)9® + (8У,)%], А( 9)=2 
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对 于 复 的 临界 点 , 则 更 为 复杂 : A TAHNA N A K 
ф'\ 和 所 有 四 个 变 分 52'"" 是 线性 无 关 的 。 我 们 仅 考 虑 对 于 侦 
位 势 qe дао 为 纯 虚 临 界 点 的 情况 ,此 时 F. 是 实 的 : aX I // д>, 
A634: 方程 (2.2.67) 变 为 
= (82), ф+ба 08) 


O _ (IPAGO) -2 


дЕ, = 
LE Со) (GS ~ (8289. A(t) = 2 
(2.2.70) 
EZ 02.2.70) HRABRE ELAM, KRR Е, (4) (Е q, 
的 确 有 一 个 鞍点 结构 ( 见 图 2.2.7)。 


NBHD 在 9 的 旋涡 


KEE q` 


2.2.7 Mone 函数 F 通过 纯 虚 数 临 界 点 附近 A 的 
行为 和 在 工 的 连续 谱 中 的 分 又 与 间隙 构 形 所 描述 
特别 ,这 意味 着 在 偶 函 数 情况 下 , 背 状 和 问 隙 能 从 纯 虚 双重 点 
上 显示 出 来 。 它 也 意味 着 在 函数 空间 存在 鞍点 上 一 个 路 径 , 沿 着 
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它 , (9) 保 持 临界 值 2。 这样 -个 运动 常数 的 鞍点 结构 ,关系 到 
q. 的 不 稳定 性 。 

2.2.5.3 Floquet 判别 式 的 水 平 集 的 Morse 函数 

设 g€. 亏 它 的 第 一 ~ 第 二 不 变量 (1 模 ,动量 和 能 量 ) 是 有 儿 
的 ,使 得 整数 N 在 计数 引 理 中 为 1, 进一步 设 g 位 于 由 偶 位 势 组 
成 的 子 流 形 .1 二 ,满足 

Е(4) = (-1)2, j 122 
流 形 .了 是 四 ( 实 ) 维 的 ,含有 q = 0. 它 的 切 空间 在 9 =0 处 由 (1， 
созду) ЛЙ(Е =2х/1). .了 是 NLS 的 一 个 不 变 流 形 。 在 .1 上 ,NIS 
流 归结 为 四 维 相 空 间 中 的 一 个 完全 可 积 Hamilton 系统 ,于 此 能 
Fomenko 的 拓扑 分 类 格式. 
固定 Fog) = fo tE- LEX -个 三 维 流 形 ç 
@= 19gE.11Fo9) = fol 
选取 fo 使 得 Fo 在 Ç ЕКА a. 我 们 用 泛 函 Р, EA Ç FU 
Morse 函数 
Fi: R, Fi(g) = A(ti?(q).q) 


F 的 临界 点 有 两 种 类 型 :@ ДО (q) ЕШ, Filg) = - 2 为 极 
INO O (q J ЕЕ, Filg) = - 2 是 鞍 型 的 。 

在 三 维 空间 尹 中 ,通过 不 变量 已 ,水平 集 能 被 直观 给 出 ( 见 图 
2.2.8), 

当然 ,这 些 图 形 仅 仪 是 局 部 的 ,靠近 临界 水 平 集 才 是 正确 的 。 
为 通过 空间 和 整体 拓展 .要求 整 体 拓 扑 。 然 而 这 种 整体 处 理 对 虑 
ЭЕ PDE 是 不 能 实现 的 。 但 我 们 用 F 的 分 量 能 提供 Morse KE 
序列 ,用 计数 引 理 N 的 移动 ,将 对 Е,(1]1 < N) 产 生 所 关心 的 结 
构 。 我 们 特别 关心 水 平 集 的 双 曲 结构 , 它 和 L(g) 中 纯 虚 双重 点 相 
关 。 从 图 形 中 我 们 注意 到 这 个 双 昌 结构 能 看 成 裤子 的 腿 。 由 此 可 
知 :在 裤子 的 义 上 鞍点 的 不 稳定 形态 ;名 沿 着 “8” 字形 的 同 宿 运 
动 ;@ 在 扰动 下 ,混沌 的 符号 动力 学 在 号 个 符号 上 。 裤 子 的 . -条 腿 
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图 2.2.8 -个 四 维 不 变 流 形 的 临界 水 平 集 


由 中 心 在 y = 0 的 空间 结构 组 成 , 另 一 条 腿 由 中 心 在 y = 1/2 的 空 
间 结 构 组 成 。 

在 四 维 情况 下 ,鞍点 "实际 上 是 一 个 圆 ;高 维 时 ( 当 Flg) = 
+2), 它 是 环 面 。 这 种 环 面 的 不 稳定 流 形 由 环 面 自己 组 成 ,对 每 个 
纯 虚 双重 点 , 它 越过 “8" 字 形 。 这 些 不 稳定 流 形 称 为 "Whiskered 环 
面 。 

2.2.5.4 线性 化 理论 和 平方 特征 函数 基 

对 于 混沌 态 我 们 关心 NS 的 时 间 流 的 时 间 不 稳定 性 。 这 种 流 
就 是 NLS 的 Hamilton 形成 的 Hamilton 流 。 鞍 点 结构 (由 Morse 理 论 
描述 的 ) 不 能 保证 NLS 不 稳定 ,但 由 Fi(q) 所 形成 的 Hamilton 流 是 
不 稳定 的 。 比 较 两 个 Hamilton 向 量 场 J раан M J gad 下 ,将 确定 
NLS 的 时 间 不 稳定 性 。 我 们 不 作 这 种 比较 ,而 直接 研究 NLS 流 。 

由 NLS 在 q 处 的 线性 化 得 

o = qa + (49 )9 — 2q 


- 2i, = Fa + (99 )ғ = 204° Na 
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它 的 Zakharov-Shabat 线性 方程 组 为 


| E ро | Е 
70934572 а. 0 w = ыр 


. d L. z 1 
- зу + 89 -7 ° у= у 


(2.2.71) 
其 中 cs 为 Pauli И , оз = diag(1, - 1)。 这 个 超 定 方程 组 有 解 , 央 
为 系数 4 满足 NLS。 对 于 这 个 方程 组 的 两 个 解 y 和 中 ,能 构造 向 


量 

HRW 

FI Ф 
直接 计算 ,利用 超 定 方程 组 (2.2.71) 能 证 明 此 向 量 满足 线性 化 方 
程 组 (2.2.70) 。 
其 次 我 们 再 利用 对 称 性 7 = -q ,如 (9 ,i)" 为 线性 方程 组 的 
BWG qO 也 是 。 再 取 和 与 差 可 得 


[° s ) 
i Гав рф) 


(| o | 
Р (= [iG + рњ) )) 

选取 特征 参数 <, 可 使 解 的 周期 性 得 到 保证 。 如 选取 为 
L(g) 的 周期 或 反 周期 特征 值 , 则 解 为 周期 的 ,周期 为 1。 选取 简单 
的 和 双重 特征 值 ,从 线性 化 的 解 可 生成 己基 。 用 这 些 基 可 以 考虑 
解 q 的 线性 稳定 性 。 首 先 , 基 分 成 两 部 分 ,分 别 由 简单 特征 值 和 
双重 形成 。 对 于 简单 特征 值 ,特征 函数 没有 增长 ,而 对 r 线性 增 
长 ,这 部 分 基 ( 由 简单 特征 值 形成 的 ) 位 于 q 的 中 心 流 形 的 切 空间 


H 
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内 。 对 于 实 的 双重 点 则 没有 + 的 增长 ,这 部 分 基 也 在 中 心 流 形 的 
切 空间 内 。 如 q 位 于 有 限 维 的 环 面 上 , 则 简单 特征 值 和 实 双重 总 
保证 中 心 流 形 是 无 穷 维 的 。 

现 考虑 由 复 的 双重 点 所 形成 的 基 。 由 计数 引 理 ,这 部 分 其 是 
由 有 限 维 张 成 的 。 对 于 每 个 复 双 重点 ,存在 线性 化 方程 的 一 个 解 ， 
它 随 * 指数 增长 , 另 一 个 解 随 с 指数 衰减 。 鞍 点 结构 与 临界 水 平 
集 的 拓扑 性 质 相连 ,而 不 稳定 性 则 与 特殊 的 流 相连 。 存 在 例子 , 复 
双重 点 与 不 稳定 性 相连 ,而 其 他 特征 值 则 与 稳定 状态 相连 - 

2.2.5.5 同 窒 轨道 和 Backlund 变换 

固定 g ,对 NLS 的 一 个 解 ,线性 算 子 具有 复 双重 
定性 相连 , 且 几 何 重 数 为 (a. (фф) 表示 在 复 双 重点 
定 线 性 方程 组 (2.2.71) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , (中 * ,中 ) 满 足 空间 
和 时 间 流 ,因此 线性 方程 组 (2.2.71) 存 (gq ,v) 的 一 切 解 为 

bysrivicrsc ) = e, Ф + с. # (2.2.72) 


用 由 定义 变换 矩阵 G 


0 
G = G(ç,v;$) = al е (2.2.73) 


НЕЯ 
N = 
#% Ф 


如 果 эр 为 线性 方程 组 (2.2.71) 在 (4 ,5) 的 解 , 则 
ф(у,т; ) = СОФ) (у, т: 0) (2.2.74) 
为 式 (2.2.7H) 在 (2 ,5) 处 的 解 。 新 的 位 势 & 定义 如 下 : 
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不 稳定 的 具有 指数 不 稳定 性 ,1j L(g) 谱 的 复 双重 点 v 相连 。 设 复 
双重 点 v 的 几何 重 数 为 a ,特征 菇 为 ($+ ,$7 ) ,由 式 (2.2.72) Ñ 
(2.2.73) 定 义 O(y,r) 和 wy,ri5), 则 有 

(1) Qly, r)i МИ 周期 解 ; 

(2) 谱 (1.( 0Q)) = #0104)): 

(3) 在 以 下 意义 下 ,Or,r) 同 宿 于 grr): 

Обу.) > qa (yot) ВОН ес (r>) 

其 中 g 为 9 的 " 环 平移 ,ca 为 与 复 双 重点 v 相关 的 非 零 增长 率 。 

(4) 更 (y,r;5) 为 线性 方程 组 (2.2.71) 在 (2,5) 上 的 解 。 

这 个 定理 是 很 一 般 的 ,从 很 广泛 的 :类 解 9(y,z) 构 造 它 的 
同 宿 解 。 它 的 证 明 是 直接 的 ,由 选取 变换 参数 & 为 双重 点 ,这 就 
保证 了 解 的 周期 性 .这 里 必须 强调 几 点 :(1) 和 解 O(y,r) 同 宿 于 环 
gq(y,T), 它 具有 复杂 的 时 空 结构 ,不 像 不 动 点 。(2) - 般 来 说 , 同 
宿 解 0(y, rt) 具有 比 初始 解 gy(Y,7) 更 复杂 的 空间 结构 。(3) 
Q(y,T) 同 宿 于 gr, OFRE. 转换 0. 和 9. 存在 显 式 公 
式 , 存 在 着 同 宿 轨 线 之 问 的 非 平凡 “ 相 半 移 。(4) 当 存在 几 个 复 双 
重点 与 不 稳定 性 相连 : (3$) 复 双重 点 的 数 日 关系 着 9(y,z) 的 稳定 
性 。 不 稳定 流 形 的 维 数 如 下 : 

对 每 重点 上 
由 复数 比 сс 表示 


现 考虑 -个 简单 例子 。 考 虑 均匀 空间 平面 波 


q = Clr) = сехр[- (© + у)] (2.2.76) 
谱 表示 如 图 2.2.9 所 示 。 


qlr) y 200, RETF r, CHJ Bloch 波 特征 函数 能 被 显 式 
计算 出 ,有 


0(у,т) = (У.т) + 


yË(2.0.2)80(O 2.2.73) AAT 


КШ 
Жн Уе су 


ЕТЕР ЖОНУ Bachlund 变换 


(2.2.75) 


定理 2.2.4 qos ШР 


示 NLS 的 1 一 一 周期 解 , 它 是 线性 


Ф (у, т: Y) = etit ir) 


Ё 


2 
了 expL 一 (г + у)/2] 


š 


(+ к — 3)exp| (т + 7)/2] 


(2.2.77) 
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д, 
е) (F> 


图 2.2.9 L XJ F y ЭСЕПТЕЕ ПАРТА BD B (Ç k SIN 


Ж < = K( o= 1 к 


基本 矩阵 M 为 
соѕку + L ышку _ T 2xsinxy 
М\(у сус) = Р 
— 2-2кѕіпку соѕку — L КАК 
i к 


(2.2.78) 
注意 到 由 Fourier 理论 ,平方 特征 函数 的 完备 集 , 记 为 5”, 其 中 


K; = (tt) = x+ 


在 这 种 基 下 ,存在 两 个 态 ,一 个 为 <= 0( 简 单 谱 ) ,其 余 的 为 双重 点 


A 
/ 1» (d) -zi 
S l 


(对 每 个 82 ,存在 一 个 二 维 子 空间 , 记 以 + 上 心 )。 在 纯 虚 轴 上 ,时 
EARE 
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or =itl(e -41¢1) 
在 双重 点 和 E40,ic/2) 上 取 值 。 因 此 在 这 个 例 子 中 最 不 稳定 模 与 
双重 点 相连 , 它 位 于 谱 的 纯 虚 背 迪 的 中 间 , 如 选取 振 申 с 和 周期 1 
使 得 仅 存在 -个 双重 点 54 = 19/2 ,位 于 上 半 平 面 ,我 们 有 

o = x10 

此 时 ,存在 两 个 不 稳定 和 两 个 稳定 模 . 由 式 (2.2.73) 可 得 一 个 重 
要 的 同 宿 轨道 的 显 式 表 达 式 
Qu = Qaly,ric,a;kac, /с_) = explo + 18) 
EL рїйЙйк+»=(с/2)е", 可 得 


[sos + sinpsech( ar + p)cos2ky 一 sin2ptanh( or + ojx 
1 £ sinpsech( ar + penai 


Qu = =. 


cexp[ - к= т+у)]— eT eexpl ~ е r+ Уу)] 


о + % (2.2.79) 
关于 这 个 同 宿 轨道 有 上 儿 个 附注 : 
(1) 对 于 小 的 pb, 间 宿 轨 道 的 公式 变 得 更 加 明确 
Q =[соз2р — isin2ptanh( or + p) + 


sinpsech( ar + p)cos(2ky)] x cenian 
(2) 变换 参数 c, Zc. = explo + 0ЖЫЛ Sx Ri 在 偶 对 
称 条 件 下 , 相 В 仅 有 两 种 可 能 
B-p: (个 性 ) 
其 中 cosp =2Ё/є = 20/10. Qu 是 从 SxR 到 的 两 个 映照 (copies)。 
(3) p+ z ,a 趋 十 临界 加 g(r)。 此 时 “相位 移 "为 
相位 移 =- 4р (2.2.80) 
(4) #(ашуре) у Б y ЖЖ, АЛ ЖП (whisker) ЖЫЯ соз(2&у) 5 y 
有 关 , 另 一 个 胡须 具有 依赖 性 : - сох ky = cos(2k( y ~ x/2k)). 这 表 
示 胡 须 具 有 空间 结构 ,其 中 - -个 中 心 在 y=0, 而 男 一 个 在 y=1/2。 
(5) 存 在 黄 个 不 同 的 胡须 在 临界 水 平 集 的 Fomenko 表示 中 形 
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成 "8 "字形 。 它 们 接近 于 裤子 的 两 条 腿 . PETRE KH ,在 四 维 
相 空 间 ,附近 的 水 平 集 是 不 相连 的 ,其 中 一 个 分 量 的 空间 激发 位 于 
Y=0, 另 :个 靠近 + = 1⁄2. Backlund 公式 明显 表明 这 种 水 平 集 不 
相连 的 性 质 来 自 假 对称 约束 , 即 仪 允 许 两 个 不 同 点 在 参数 圆 c, Z 
с. = ехр(о + 总)1.， 当 这 种 对 敌 性 放 聚 时 ,在 加 上 的 任何 点 都 是 
允许 的 ,水 平 集 是 相连 的 ; 

(6) Backlund 变换 提供 了 如 下 的 明显 表示 

(а) 一 对 同 宿 轨道 有 大 二 gr) 的 一 个 相位 移 ; 

(b) q 的 不 稳定 流 形 ,胡须 环 ” ;或 

“裤子 "的 “8" 字 FE. 

种 几何 观点 在 图 2.2.10 中 表示 出 来 。 


б» 


(a) 


TE 


(b) 

图 2.2.10 三 种 几何 观点 : 问 宿 轨道 的 两 种 不 同 二 维 透 视图 ,平面 表示 
工 维 常数 波形 , 竖 轴 表示 cosky ВЕСЕ = 1,2.3,…)(a): 作 为 "裤子 腿 " 的 
一 个 临界 水 平 集 的 一 个 邻 域 (5); 酉 (4) 像 一 个 " 镜 " ,水 平面 描述 
KRE DPPH cosky 方向 (=1,2.3.…) 张 成 的 二 维 区 域 ( c) 
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现 考 虑 具有 两 个 纯 虚 双重 点 空间 均 钊 平面波。 以 а 和 o Ж 
示 线性 化 NLS 的 时 间 增 长 率 ,在 偶 对 称 下 ,这 个 平面 波 的 不 稳定 
流 形 为 四 维 ,坐标 为 c, Ys tost P to 和 4 作为 相连 于 两 个 不 
稳定 模 的 参数 。 迁 代 Backlund 变换 , 可 产生 这 个 同 宿 结构 的 明显 
表达 式 ,在 小 振幅 下 有 


Оң = (sech(o(r + to))eosky + 


бт ) 
sech(as(7z + to+ ti к? ky lee aT? Ett 


其 中 y(t,10,11) 一 Ys ,t+ ©. 这 个 公式 仅 是 一 种 格式 ， 它 表 
明 我 们 有 - .个 单 参数 同 宿 轨道 依赖 于 参数 il, 该 参数 则 是 两 个 空 
间 激 发 态 的 时 间 分 开 距 离 , 如 图 2.2.11 所 示 。 因 此 Backlund 变换 
为 我 们 提供 了 二 维 Whisker 环 面 的 明显 表达 式 , 其 参数 允许 有 一 
个 非常 清晰 的 物理 解释 。 


(a) 


x Jitu 
th) (о 


Ве 2.2.11 与 两 个 复 的 双重 点 相关 的 二 维 同 宿 轨道 
) ЖЕШ; (b) 回 宿 轨道 的 叶 空 网 ,时 个 不 同 空间 结构 及 参数 4 
个 室 间 结构 出 现 的 时 间 差 ): (e) 作为 比较 的 一 个 复权 重点 的 网 宿 轨道 


== ”扰动 非 线 性 Schrödinger 方程 
四 维 截断 的 同 宿 轨道 


з.1 未 扰动 系统 的 动力 学 和 几何 结构 
我 们 考虑 如 下 扰动 的 非 线 性 Schrödinger 方程 
- iQ, + Qy + 500° - DQ = 
iela - BQ,, + Г) (3.1.1) 
具 偶 周期 边界 条 件 
Tag + L,t) = Q(y.t) 
Q(- yst) = Обу!) 
对 方程 (3.1.1) 作 两 个 模 的 Fourier 截断 , 设 


Q(y,i) = eli) + /2b(t)cosky (3.1.3) 
其 中 be 为 复数 ,k=2x/L。 代 入 式 (3.1.1) 并 作 两 个 模 截断 ,得 


{3.1.2) 


еж тере lb еж 
СУ 4 c*b)b = (ас + Г) 
(3.1.4) 
фа Стеве Тв (l+) + 


Leeb’ +e" b)e = ieBb 


其 中 деа + 8. 


97 
现 考虑 方程 组 (3.1.4), 令 es =0, 得 
+ (ея ТЬ De + 


Lige +c b)b = 0 


2 
(3.1.5) 
-iba Се тв (14 0) + 
10" +c Б)е = 0 
直接 验证 , 易 知 方 穆 组 (3.1.5) 县 有 两 个 守恒 积 
нее ВТР a b + 
L RALE ое +b?) (3.1.6) 
T= (ре? (3.1.7) 
于 是 未 扰动 方程 组 可 写成 Hamilton 形式 
ән 
т 
е (3.1.8) 
š = ЭН 


这 里 未 扰动 方程 组 是 具有 两 个 自由 度 的 可 积 的 Hamilton 系统 , 且 
易 知 它 在 如 下 坐标 变换 下 是 不 变 的 : 


(ecb)—>(- c,b) (3.1.9) 
(c,b)— (с, - b) (3.1.10) 
(c,b)-> (c bye (3.1.11) 


其 中 x 为 任意 实数 。 为 了 研究 式 (3.1.5) 的 不 变 流 形 结构 ,引入 如 
下 坐标 系 


c,b,c*.b* > 1,y,x.y>1,y,B,0 (3.1.12) 


98 


其 中 


e =l ele 
(3.1.13) 


b = (x + iy)e” 


(8B8,0 将 在 以 后 定义 )， 
在 (7,y,x,y) 坐 标 中 ,未 扰动 方程 组 (3.1.5) 为 
, ` д 
етте z 
| , 2 
у= (А-2) х + Lx + Jey =- 
(3.1.14) 
2H 
Eats ду 
| x АЙН 
У= 1-1-5 =- 31 
具有 两 个 守恒 积分 
3 
H=3P-1- i r у + уб + 
a Ар) 2 E (3.1.15) 
-3 о-у у kas 
1= lG + +) (3.1.16) 


注意 到 式 (3.1.14) 具 有 特别 简单 的 结构 ,7 坐标 不 随时 间 改 变 ,可 
简单 地 看 向 参 数 ,方程 能 作 进一步 的 分 解 。 

3.1.1 .⁄4 fü W: (. 4) ПИ. 4) 

考虑 式 (3.1.14) 的 *,y 分 量 , 有 


2 1 
Х =-— ky- 325 + А? 
(3.1.17) 
у Ka 2) +T u 


ЖЫ 1.15) л. у) = (0.0) A 一 个 不 动 点 (对 了 的 … 切 
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值 ) ,线性 稳定 性 分 析 表 明 (x,y) = (0.0) 是 鞍点 (1 > 局/2), 进 一 
步 考 察 包含 有 原点 的 水 平 集 i(x,y)1H(Gx.y,1) = H(0,0.7); ,对 
于 了 > 忆 /2, 原 点 具有 - -对 称 的 同 宿 轨道 ,在 图 3.1.1 中 ,描述 了 作 


A T RRR. IPAR. 


图 3.1.1 KARG. IDAK 
我 们 在 四 维 相 空间 解释 这 些 结果 ,集合 


2 


Ma ура у= 0. < I< lal 


(3.1.18) 
在 式 (3.1.14) 流 下 为 二 维 不 变 流 形 。 换 言 之 ,向 量 场 式 (3.1.14) 
正切 于 .为 ,在 了 的 限制 下 , 式 (3.1.15) 在 原点 的 不 动 点 是 双 曲 的 ， 
而 1< 刀 , 是 为 了 保证 .为 是 有 界 的 ,于 是 .为 是 法 向 双 曲 不 变 流 
形 。 这 是 重要 的 ,因为 法 向 双 山 不 变 流 形 沿 着 它们 的 稳定 和 不 稳 


定 流 形 在 扰动 下 号 不 空 的 。 对 于 四 维系 统 ,相对 于 原点 的 式 
《3.1.17) 同 宿 胃 证 ,显然 为 . 为 Т аЛ T fa E AE HI ié 
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100 
WA) = WL) =1(х,у,1,у) (х,у D - к 
Н(0,0,1) = 0,1 > Е, (3.1.19) 
显然 式 (3.1.19) 的 轨道 当 上 > + о 时 趋 于 .为 的 轨 线 。 在 图 3.1.2 a 
中 ,不 变 流 形 的 结构 在 我 们 的 分 析 中 是 重要 的 。 
1-1, 
KEAR] 
L 
РА 
3.1.2 不 变 流 形 . 名 的 结构 
3.1.2 在 .为 上 的 动力 系统 
未 扰动 向 基 场 跟 制 在 . 为 上 为 
[ = 0 (бс) 图 3.1.3 ЖЕШ OREN АН СЬ) 
ЕЕ 在 这 种 坐标 下 ,未 挑动 方程 (3.1.14) 为 
由 式 (3.1.20) 描 述 的 动力 系统 是 很 简单 的 ,除了 7= 1 外 ,所 有 В = – 2В(1 – B)sin20 
轨 线 位 于 周期 轨道 上 。 在 1 = 1, 频 率 y 消失 ,因此 导致 共振 。 图 з 29) 
3.1.3( ) 为 在 平面 上 的 相 图 ,图 3.1.3( 5) 为 平面 上 的 同窗 铁道 。 E a A s 
3.1.3 ЖЕЛАЕТЕ. 5.0 W (. 4) EB 1-0 
关系 y = 1- I- В(1 + cos20) 
为 计算 Melnikov ЮЖ, (3.1.14) ШЖ E] E T А EE hi Hamilton ОН 变换 为 
Zo ОЕК ҢЕ A х\ (3.1.14) 0#СЕ ERTES, y) = (0,0)) М ass 7 
来 构造 ,定义 式 (3.1.12) 的 第 二 种 坐标 变换 Шыу е с 
х+ іу = У2Вео (3.1.21) В(1- В)со»20 (31523) 
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由 连续 性 , 同 宿 于 „4% 的 Hamilton ESAFE”. 上 的 值 ,因此 
= 十 尸 - 1, 由 式 (3.1.23) 可 得 


是 ds 了 (3.1.24) 
将 此 B 代 入 式 (3.1.22) 中 的 8 方程 ,可 得 
Ó = I(l + cos20) – k? (3.1.25) 
令 
ó= 7y+D (3.1.26) 
和 式 (3.1.25) 相 加 ,由 式 (3.1.22) 的 y 方程 可 得 
) =1-1- $B (3.1.27) 


方程 (3.1.24), 式 (3.1.25) 和 式 (3.1.27) 提 供 了 求解 同 宿 轨道 的 必 
要 和 充分 的 关系 式 。 当 [> 4 刀 和 222 < 7<4 姑 时 , 它 是 可 积 的 。 
事实 上 , 当 


g < I < 4k, HW #( = 0) = 0,ф( = 0) = у 


(3.1.28) 
有 
422 
Варо Deosh(2A1) + (32 + I) (3:129) 
апд, = Алапн(д0) (3.1.30) 
$ = - 二 arctanh| Аааа] + (1 — D): (3.1.31) 
= 万 TC 712 + > + Уо xiz 
其 中 


А = А(Е, I) = k 21 02 
колу, z 3 
9,E(- 2'2)#0-Є Суз) 


未 扰动 方程 组 限制 在 不 变 平面 上 为 式 (3.1.20) 所 给 定 , 即 


үзү 
y=1-1 


因此 所 有 在 平面 -为 上 的 轨 线 为 中 心 在 原点 的 同心 图。 由 式 
(3.1.29) , 式 (3.1.30) , 式 (3.1.31) 给 定 的 任 一 同 宿 轨道 同 宿 于 在 
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(3.1.32) 


环形 . 罗 上 的 这 些 同心 圆 中 的 一 个 。 在 此 圆 中 ,半径 1=1 的 圆 为 
在 . 确 上 不 动 点 所 组 成 的 圆 , 在 1 = 1 上 , 同 宿 轨 道 实际 上 是 在 这 
个 圆 上 不 动 点 的 异 宿 轨 道 。 从 表达 式 (3.1.27) . 式 (3.1.30) . 式 


(3.1.31) 中 ,对 于 同 宿 轨 道 可 计算 位 相差 Ay( 对 应 于 上 > + ©) 


当 二 <k<Y2 时 ,由 式 (3.1.30), 式 (3.1.31), 在 1=1 上 给 出 


2 


1 2-0 
gl- om) = ака (2) фо 


ф(%) = акча J! 2-6) + фо 


0(- =°) =- aretan У2— Е) 


@(®©)—— arctan У2 = É) 


由 式 (3.1.26) 得 


yl- œ) = Yo + aretan| 2-8), 
L aretanh( 22 в) 
У 7k? 
y(%) = Уо - arcton( 2 Е) Ж 
/ 2 
Ñ atetanh| 2-& | 
77 7k? 


因此 我 们 有 


(3.1.33) 


(3.1.34) 


(3.1.35) 


(3.1.36) 


(3.1.37) 


(3.1.38) 
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Ay =y(+ æ) - У(- =) = 


2-8) 2 (2-6) (3.1.39) 


_ 万 arctanh F 


- 2arctan| 


在 图 3.1.4 中 给 出 Ay 的 表示 。 当 k—1⁄2 BT, Ду - ® , 且 为 单 
HAR, 4 k2, Ay>0. 


00 02 04 06 08 10 12 14 


图 3.1.4 ду 的 示意 图 


3.2 ”扰动 系统 的 几何 结构 


在 坐标 式 (3.1.12) 下 ,扰动 系统 式 (3.1.4) 为 
z = Py- Ty + 7 + 


r= sv - f] 
| МЭ2Г- № - у? 
Ў = 2-20 + Tat + Зар = 


Р А (3.2.1) 
а 
=-є{[ГУ/21- х? – y2cosy + 
(8-а)(х? + у2) + 2al] 
1 


у= 1-1 а? + Г вау 
й 21-2 - ү 


һы. 
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容易 看 出 对 称 式 (3.1.10) 对 于 扰动 方程 组 是 不 变 的 ,利用 未 扰动 
问题 的 不 变 流 形 结构 ,我们 能 建立 扰动 问题 的 分 析 。 我 们 将 讨论 
.的 沿 扰 动 问题 的 稳定 和 不 稳定 流 形 的 不 变性 ,再 详细 讨论 „% 
扰动 系统 和 未 扰动 系统 的 不 动 点 圆 , 如何 “Blow up" 为 鱼 状 的 共振 
带 。 以 不 动 点 圆 产生 Saddle-Sink 对 ,鞍点 的 不 稳定 流 形 将 形成 
Sink 的 吸引 边界 。 在 四 维 相 空间 中 ,共振 中 的 鞍点 将 有 二 维 不 稳 
定 流 形 。 在 这 里 ,理论 分 析 的 主要 结果 是 给 出 使 稳定 和 不 稳定 流 
形 横 截 相交 的 参数 条 件 。 

3.2.1 о, (о), о) Е ТАКЕ 

容易 验证 <= у =0 在 式 (3.2.1) 下 是 不 变 的 ,集合 


2 
Me = xy d, y)lz=y= 0,5 <] < і (3.2.2) 


对 于 扰动 问题 是 不 变 流 形 。. 克 与 M 的 轨 线 性 态 是 很 不 同 的 ， 
这 是 因为 在 扰动 问题 中 jx0, 因 此 A 必须 考虑 为 有 边界 的 不 变 
流 形 ,或 称 局 部 不 变 流 形 。 这 意味 着 在 4 中 的 轨 线 要 离开 A, 
必须 越过 . 的 边界 , 即 圆 了 = 2⁄2 和 了 = Lao AE, 4 的 稳定 
和 不 稳定 流 形 的 性 质 必 须 给 出 更 加 详细 的 说 明 。 对 于 初始 集 的 一 
个 不 变 集 的 稳定 流 形 意味 着 渐 近 盘 近 于 不 变 集 。 当 :一 o Е, 
的 轨 线 不 再 保留 在 Z, 内 ,因此 扰动 问题 jz0。 然 而 ,我 们 可 定 
义 稳 定 和 不 稳定 流 形 。 我 们 可 用 截断 函数 的 方法 定义 扰动 问题 的 
局 部 稳定 与 不 稳定 流 形 Wiole) Wiel Ae), XERE ET A 
的 。 在 我 们 的 坐标 下 , 具 初 值 的 轨 线 当 1 增加 时 , Wi. (4) A A 
下 性 质 :x,y 分 量 衰减 到 零 ;“ 相 角 ”y 在 圆 上 保持 有 界 。7 分 量具 
有 两 种 情况 :或 者 它 在 了 = 2⁄2 和 了 = 1 保持 有 界 , 或 者 跑 出 了 
的 这 个 范围 。 在 后 面 这 种 情况 ,x,y 的 量 会 增加 ,我 们 注意 到 在 
H, 中 具 初 值 的 轨 线 离开 .A ЖР: = o(1/e) ,因为 上 = o(s)。 

3.2.2 在 .A 上 靠近 共振 的 动力 系统 

扰动 场 式 (3.2.1) 限 制 在 . 必 上 为 
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і =- (Г V21cosy + 2al) 
(3.2.3) 


ЕТ 
y = 1- I+ —siny 
/ 21 


我 们 关心 动力 系统 式 (3.2.3) 在 靠近 1 = 1 的 情况 ,引入 坐标 
变换 


Г= 1 +V Е/2Г] (3.2.4) 
再 标 度 时 间 
т=УеУу2Ги (3.2.5) 
结合 参数 


在 7=0 处 作 Taylor 展 开 , 并 由 方程 (3.2.3) 得 


Ј = — созу — х, ~ l Xa + ÑTeosy)J + 00р) 
(3.2.6) 


y =- 了 + siny + Оу) 


KH” OR XE z ii TE J- у EER РАЕН Bin -— 
域内 研究 问题 , 定 


Же Же lx=y=0,i Jig С} (3.2.7) 


这 里 C 为 0(1) 常 数 ,可 选取 充分 大 使 含有 共振 结构 
对 7 =0, 方 程 (3.2.6) 归 结 为 


| = — созу — у, 


A (3.2.8) 
у = 一 了 
这 些 方 程 是 Hamilton 的 ,因此 具有 Hamilton 量 
K= E 2 iny — Xal (3.2.9) 


它 类 似 于 具 常 数 外 力 的 单 摆 的 Hamilton io WANEH, у 
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(3.2.8) 具 有 两 个 不 动 点 , 它 的 坐标 为 


1=0 

| (3.2.10) 
созу = – X< 

因此 ,在 (J,7y) 坐 标 下 ,两 个 不 动 点 的 坐标 为 


ñ = (J. Yo) = (0,r – агссоѕу,) 


(3.2.11) 
40 = a У, 7) = (O,z + агссозу„) 

其 中 po 为 中 心 ,go 为 鞍点 。 这 两 个 不 动 点 当 y, = 工时 构成 Hamil- 

tonian 鞍 结 点 分 歧 , 而 且 鞍 点 有 一 条 同 宿 轨 道 相连 ,如 图 3.2.1 所 

示 。 


WAR W) | 


图 3.2.1 同 宿 轨道 在 . 么 上 的 周期 轨道 和 
异 宿 轨道 在 共振 处 的 不 动 点 


下 面 考虑 具有 7 高 阶 项 的 相 图 ,这 是 很 容易 的 , 因 式 (3.2.6) 
线性 化 的 迹 是 0( 7) 阶 常数 ,上 且 由 一 yx + ОС), АЛЛ 
函数 定理 和 标准 的 相 平面 结果 可 知 , 当 7 充分 小 时 ,0 < ya < 1, po 
变 成 Sink 点 p. ,鞍点 保留 为 g. , 同 宿 轨 道破 裂 。9。 的 不 稳定 流 形 
的 一 支 滑 向 p. ,如 图 3.2.2 所 示 。 

必须 强调 指出 р, = po + О(є = 1): 9. = qo + 0(e = ү). 在 
了 7 坐标 系 中 ,由 J 的 定义 ,1=1+ y, CLER 0(7), 对 在 
& 的 动力 学 ,用 J-y 坐标 是 方便 的 。 
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图 3.2.2 对 于 典型 T, 值 的 近似 相 图 


引 理 3.2.1 Xe>0, 设 p 为 从 同 宿 轨道 到 未 扰动 同 宿 轨道 距 
离 为 0(1) 区 域 中 的 一 个 点 , 则 对 充分 小 7 ,扰动 式 (3.2.6) 中 通过 
р 的 轨道 当 r 一 + о р, о 

证 : 设 x。>0, qe 的 稳定 流 形 形 成 的 吸引 例 带 ,由 式 (3.2.6) 
的 标准 Melnikov ЎТ, gq。 的 稳定 和 不 稳定 流 形 限制 在 . 丸 上 , 除 
go 的 一 个 小 的 固定 邻 域外 ,位 于 未 扰动 同 宿 轨道 的 管状 邻 域内 ， 
得 证 ( 见 图 3.2.3)。 


= 为 

图 3.2.3 q, 的 稳定 和 不 稳定 流 形 
在 下 面 两 节 中 ,我们 将 用 纤维 基点 的 术语 。 这 些 基点 在 .ZC 
.A 上 ,用 它 可 描述 Са.) W'(4 ) 时 片 的 局 部 位 置 ,为 此 对 于 
ес ЕЙ (ӘП 配 (%) 将 具有 更 明显 的 表示 。 
正则 扰动 原理 ,对 于 接近 不 动 点 的 q = (7 ,J,), 流 形 
Wr( gq,) 限 制 在 环形 .上 ,可 表示 为 平面 一 条 曲线 J = ЈО): 
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ДОУ) = ОУ) + O(n) (3.2.12) 
其 中 Ju 的 Hamilton 式 (3.2.9) 得 到 
Жу, JAY)) = (Y, .0) 
或 
J.C y) = 2[(siny - siny, ) + Xal Y ~ 731 
(3.2.13) 


可 显 式 地 表示 函数 及 (Y) 的 区 域 
п< ОБЫР e 
其 中 y, = y, - CER CRA getal, y, 定义 的 合理 性 是 由 于 在 
Jy FEP, q, 的 稳定 以 及 不 稳定 流 形 之 间距 离 限制 在 .A 上 在 
扰动 下 为 0(7)。 条 件 т< {<1 使 得 定义 域 远 离 “ 鱼 的 鼻子 ”, q. 
的 不 稳定 流 形 叶 片 可 能 作为 y 的 图 。 进 一 步 定义 y, = у, + C, 其 
中 C>0 为 任意 常数 ,满足 
Ya 一 C +2т < Y, + Cmod2r 

如 图 3.2.3 所 示 。 

类 似 地 , 当 充分 地 接近 于 * 鱼 的 鼻子 "时 ,稳定 流 形 WR 
制 在 .zcC.A 上 能 表示 为 Y= 闻 (J) 的 函数 : 

A = y,(J) + 002) (3.2.14) 

其 中 y DATAREN 


lp (3.2.15) 


SINY, — Xas = sinZ,, — у. 一 2 


3.3 ”稳定 和 不 稳定 流 形 的 纤维 表示 


这 一 节 将 讨论 稳定 和 不 稳定 流 形 的 不 同 表示 ,不 稳定 流 形 通 
常 表示 为 解 轨 线 的 并 集 。 对 于 未 扰动 系统 ,我 们 能 得 到 С. Z) = 


110 


W=(. 为) 的 参数 表示 。 利 用 可 积 系统 的 轨 线 ,对 于 扰动 系统 具有 
奇 性 扰动 性 质 ,此 时 扰动 与 未 扰动 轨 线 在 半 无 限时 间 区 间 内 无 保 
留 接近 ,因此 用 第 二 种 稳定 和 不 稳定 流 形 表示 ,作为 纤维 的 表示 。 
对 奇 性 摄 动 的 不 变 流 形 理论 一 一 奇 性 摄 动 理论 已 经 研究 了 许久 ， 
如 下 就 我 们 的 问题 作 些 讨论 。 

3.3.1 同 宿 轨道 И (о) W (. 4) Жл 

我 们 用 已 得 到 的 未 扰动 同 宿 轨 道 去 得 到 W'(. 4) = (4) 
的 参数 化 , B(1) 和 96(4) 的 表示 已 由 式 (3.1.29) . 式 (3.1.30) 分 界 
得 出 。 在 未 扰动 系统 中 , 仅 有 y 分 量 作 为 从 一 点 +=0 开始 的 解 (了 
固定 )。 因 向 量 场 是 自治 的 ,时 间 的 平移 仍 是 解 ,因此 我 们 得 到 单 
参数 解 ,1 一 t - U (BDE, 从 不 变 初始 点 运动 ,Y 分 量 的 方程 
у= (1-1) – 2 118. EZE yO- 以 ) 的 积分 ,就 必须 考虑 BU 
一 由) 和 9(1 一直) ,我们 有 


ft 
ya- = yr Ft -| [x (s - 2) Раз 
0 


其 中 
[xD (4)]2 = 2B H) ( I)eos20 P(t) 
RERE y0- 00) = (1-0) x(t 85321. ТЕЖ ЕНЕ 
EPa, M, у! RA YE 
LD У = 1" 


YP) = y! + (1- 0! - [6 = (#) раз 


B® (i) = 6 
(4k? = I )cosh[2à (i —#)] + (3k2 + Т) 


QW (1) = arctan[ A tanhà ( – у] 
(3.3.1) 
其 中 “ + 上 "表示 arctan 的 两 个 分 支 ,X=A(k,1) = k Vil- É, 


ill 


GF, y", PER + SIE W AM WAAN, 
事实 上 , 当 1 固定 ,如 t=0, 式 (3.3.1) 给 出 了 这 些 流 形 在 R 中 的 
明显 髋 入 。 因 此 , 同 宿 轨道 的 解析 表示 可 用 稳定 和 不 稳定 流 形 的 

PUA) = С) = y [20,7 y", 2")] 


eT 


{Є{-®,®) 
аЄ(+.-) 


(3.3.2) 

3.3.2 ”稳定 和 不 稳定 流 形 纤维 的 直观 了 解 

表示 式 (3.3.2) 使 流 形 的 三 维 性 表达 得 特别 清楚 ,对 于 某 种 包 
含 不 同时 间 尺 度 的 奇 性 扰动 问题 ,稳定 和 不 稳定 流 形 的 第 二 种 表 
示 比 式 (3.3.2) 更 为 有 用 。 第 二 种 表示 含有 W 0) ЯЕ, BI H 
具 初 始 条 件 的 一 维 流 形 在 时 间 流 下 具有 “最 快 的 变化 率 "考虑 这 种 
情况 ,在 不 变 流 形 . 4, 上 , 它 的 所 有 伸展 和 收缩 比 起 离开 流 形 .A 
的 伸展 和 收缩 要 慢 。 例 如 时 间 的 尺度 在 流 形 上 是 Olet), MEN 
开 流 形 时 为 0(1) ,0<e<<1 表示 一 个 小 参数 。 这 些 不 同 的 时 间 尺 
度 能 保持 在 长 时 间 后 , 解 在 扰动 系统 中 的 轨 线 一 致 接近 未 扰动 系 
统 的 解 轨 线 。 但 流 形 作为 解 轨 线 的 并 集 使 扰动 与 未 扰动 流 形 
е 下 (为 ) 保 持 接近 是 不 显然 的 。 

为 了 克服 这 个 困难 , Fenichel 定义 了 稳定 流 形 的 纤维 :在 稳定 
HÉ WW(.N) 上 的 ,两 个 点 P 和 P, 称 为 在 间 一 纤维 上 ,如 果 从 
Pi 和 P, 出 发 的 两 个 解 轨 线 z(1, POTM z(4,P,), 具 有 最 快 的 变 
化 率 ( 当 1->%)。 因 此 稳定 流 形 的 纤维 是 两 在 稳定 流 形 上 点 的 一 
个 等 价 类 ,其 等 价 性 在 于 最 快 收缩 的 因子 。 

例 1 


=-є(х+у), 0< e —<1 


它 的 解 轨 线 通 过 P, = (х,у) М 
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yl P.) = yiexpl- t) exp(— et) + 1 (ә = ут ]exp( — £) 
вуса еа: ИКЕА 5 1 一 + m 时 具有 相同 的 最 快 变化 率 ,必须 

使 exp( - si) 项 的 系数 为 去 . 这 就 给 出 了 通过 PI 的 纤维 方程 
Irinel n) laz = a+ En- D V yl 
є >0 和 =0 的 图 像 如 图 3.3.1 所 不 。 纤维 的 图 形 如 图 3.3.2 所 示 。 


У у FAZE y FZE) 


lss 


(a) 
图 3.3.2 例 1 的 稳定 纤维 
Q 纤维 的 一 个 重要 应 用 在 于 它 是 半 无 限时 间 区 间 内 快 动力 系统 
和 慢 动力 系统 的 联系 , 它 和 慢 流 形 相 交 于 一 点 , 例 1 中 为 x 轴 , 这 
图 3.3.1 例 1 的 解 轨 线 点 称 为 纤维 的 基点 。 在 慢 流 形 上 选取 Р, 为 


(а) e>0; (5) є =0. 
Е 
0 = (x = x, үру = 
b ( b | 1- ei 0) 


很 清楚 ,在 这 两 种 情况 下 , 轨 线 在 任意 时 间 均 不 保持 接近 。 在 这 个 
例子 中 ,两 个 时 间 尺 度 为 : 和 et;x 轴 (y = 0) 是 不 变 的 ,为 慢 流 形 ; 因此 通过 这 个 基点 的 方程 为 

:=01) = Re 4 e =0 时 , 慢 流 形 为 不 动 点 形成 的 线 ,而 s > pis | | 
о 显然 ,通过 Р, 的 扰动 轨 线 (0 < е1) ZEPA) = ia = а резу) Vy € RI 
ЧЕЗ P, 的 未 抗 动 轨 线 不 保持 接近 (于 时 间 4 一致 )。 这 里 我 们 扔 掉 了 下 标 “1"( 因 为 P 是 任意 的 ), 在 此 例 中 ,纤维 对 е 

现 计算 通过 P 的 纤维 , 它 要 求 通过 Pi, Р, 的 轨 线 具有 最 快 和 基点 是 可 微 的 , 且 
的 变化 率 。 通 过 Pa, Р, 的 两 条 轨 线 之 差 为 ЕИ 

16 й 


y(t, Pa) = y(t, Pi) = | yz- у | expl- t) 3.3.3 第 二 个 例子 


x(t, Pa) = xlt, Pi) = (а - руз) - (xi - ПКО 这 里 考虑 第 二 个 例子 , 即 两 个 模 动力 系统 式 (3.2.1) 环 形 .z 
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上 的 三 维稳 定 流 形 ,特别 地 这 个 例子 在 慢 流 形 上 且 有 非 平凡 运动 ， 
而 离开 慢 流 形 相 改 变 不 消失 。 而 不 动 点 的 共振 圆 在 慢 流 形 上 。 考 
虑 三 维系 统 


y=- 2 +L (1-1) 

其 中 (x,1,7Y)E Rx Е* x 51,20. ERAITTE, BRE .#, 
为 jz =0| ,对 sz0 它 存在 ,对 于 /> 0, 它 指数 吸引 到 三 维稳 定 流 
形 1(x,1,7)ERx К? х 811х501. ЗЫ, 18 И 1х0 Е 
7=1,7y =0, 具 有 不 动 点 的 圆 在 7= 1。 
当 £ =0, 轨 线 可 明显 表示 为 

x(t,P,) = xwiexp(- Ht) 

It; P.) =h 


2 
yG P) = +01 h) + anlel- 210) - 1] 
可 计算 e =0 时 通过 Р, 的 稳定 纤维 


xi 


2 
x- 
51, ),ухЄ RI 


I(x = h,y = у + 


这 个 纤维 的 基点 是 纤维 和 慢 流 形 的 交点 , 即 在 通过 P, 的 表达 式 
中 置 x=0 
0 过 
29 = (xs = 0,5 = h, = 7 -7R 
因此 纤维 通过 它 的 基点 的 参数 化 表达 式 为 
FDA) x {(х,1 = Жү кё Уу TARE R} 


为 了 计算 s > 0 纤维 ,给 出 不 同 参数 的 表达 式 ,将 未 扰动 系统 的 解 
表示 为 
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x(t,P,) == exp( — l(t 一 1)) 
К,Р) = h 


y(t, PI) = у + (1 h): -|e = ti)ds = 


Үу+(1-):+ эү [екр(— 270 = t))- 
1 


ехр(21121)) 


现 计算 通过 点 P, = (у. t) M Р, = (1, yx, ta) ЕЕ, 18 
过 计算 , 轨 线 的 х 分 景 之 差 趋 于 0, 且 л = 1,%МАН y 分 量 之 差 
有 


іт ((y(t, Pi) - Y(t,P.;)) = 


Yi- У + aple) = ехр(211)] = 0 


уз = у + 元 [esp(2no) ~ exp(21111)] 


通过 关系 x = expl 14;)(i= 1,2) ,我 们 发 现 (e = 0) 具 两 个 不 同 参数 
的 纤维 是 相同 的 。 

现 计算 纤维 (s > 0) ,问题 是 此 时 不 能 对 一 切 了 求解 方程 组 ， 
但 能 在 靠近 7 的 共振 区 求解 , 令 1=1+YeJ 可 得 如 下 常 微分 方 
程 组 


X=-(l+Ve)x 
) = еу (3.3.3) 
y = еј - х? 


еу e > 0, 在 慢 流 形 上 由 周期 轨道 组 成 动力 系统 ,通过 P, 的 
线 为 
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*(r P) = xiexp[= | (1 + /8J(s))ds] 

Газ P.) = 1 + VecosVeJi + езіне + 
7, Ve] sinvel pt sys 
expl 202] 1(8)de]lds 

y(r;P,) =- віп, + cos / ety) - 


t peh 
df оне - з) [ехр(– 25) + 


expl- Vef ШОЧ 11, 


(3.3.4) 
近似 化 这 些 轨 线 , 令 
d = |е = s)]lexp(-— 25). 
exp[- 2 | /(@4@114› (3.3.5) 


分 部 积分 之 ,可 得 d 的 近似 表示 
d= [sya + УЕ а ~ ЕСЕ 


2 
сов /е:(271 Ey >) = аал |ә 


3 sin er _ УЕ рев Vert 


2 
cos Veri =“ BsinVer(27 +1-4Д- mj. 
0(е22) + 0(е72:) 
(3.3.6) 


将 式 (3.3.6) 的 实 部 和 虚 部 代入 到 式 (3.3.4) ,得 


Iai; Pi) = 1 + cosvet(VeJ, + А 


2: 
Хү 


E в 
4 2 * 
siny [е (y, z} 
1-4- 2) + 0(2) + Ole?) 


y(t; Pi) = sinVet(- J, - 3.3 + аЛ) + 


— 
+ 
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соз / st[ У, = > + aih + $A + 
2 
1-45 - Й + 0(e2) + Ole”) 
(3.3.7) 
我 们 还 可 得 到 通过 任意 点 Р, Р, 的 方程 ,由 式 (3.3.7) 得 


IG Pi) -1(t: P3) = cosVetlVe( J = Ja) + 
3⁄2 
той - x3) 5 (ал = x3.12)] + 


ахї 23 


sinv eti elyi- y- 5+ 2) 


є, э 2 КЕЙТ 
+ z — x32) +g [iy +1- 


2 2 
х5 


2 
аЙ - y) - 0у.+1-48 - 2) 


Ole) + О(ет2') 


1 


(3.3.8) 


Y(t; Pi) -y(t; Р) = sn/et[- Ji + h -40 - мй) + 


Sih = х5) ] + cos Vet! ~ у — 


юа, 


+ 


118 


о, 


+ ШЕ = 55) +5 811021 +1- 


2 2 
aR- 9) - 327 +1- 48- 2)ll+ 


О(є'?) + Ole”) 
考虑 fm 的 极限 ,并 要 求 这 个 极限 消失 ,可 得 如 下 条 件 
J. + Медер p 8 - 


ha + 0(?2) 


2 х2 
У из а з= 
2 
y- S + Få + 59027) +1 - 
2 
а - у) + 00е) 
(3.3.9) 


将 VEJ = 1-1 8 AA kn tf. HEATER 2”, ДТ е >0 通 过 P. 
的 稳定 纤维 的 方程 在 原来 的 (z,7,7) 变 量 之 下 为 


I= 1 (х1 — 2) + 0l), 
атт 
2 2 = 
mm ау его _ її, _ 
Y= - б-р) * 8151001 +l 2) 


х2(2у +1- z) + 0(е22)), ухЄ Ri (3.3.10) 
计算 这 些 纤维 的 基点 得 


= (х= 0,1 = h+ — x + 0), 


Тг 
хї 


є 
ъ= у -әр + gi + 
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2 
- 2) + 0l), yx € R| (3.3.11) 
从 这 些 表达 式 可 看 到 扰动 的 纤维 的 确 为 未 扰动 纤维 的 O ( e ) 的 扰 
动 。 
3.3.4 ”两 个 模 方 程 的 W: (о) W (. 为 ) 的 纤维 
现 考虑 两 个 模 方程 (3.1.14) 的 WAA W ARE, 
FLZ) = U ZE!) 


56.4, 


(3.3.12) 
WA) = U ZEP) 


当 e=0 时 ,这 些 纤维 具有 明显 表达 式 ,这 一 点 在 我 们 的 计算 中 是 
很 重要 的 。 为 了 方便 ,我 们 将 用 Б (. 为) 和 W (. &) ШИИ 9 8 
坐标 式 (3.3.1) ,这 些 坐 标 组 成 ( 声 , уН n) ,其 中 F, ун 提供 平面 
Ao 的 坐标 ,而 所 则 表示 点 沿 着 特殊 的 用 ( 声 , y) OR J la) ЇН $l 
道 运 动 。 

为 了 确定 起 见 , 首 先 考虑 W4), S 

P; = (№, уї, 1), = 1,2 

表示 在 #“(. 4) Ез (З.З ОА, ИЗ ая 
纤维 满足 的 方程 组 ,通过 在 ;=0 的 轨 线 水 (4; PTRA 

A A 


t 
YP (Р) = у! + (1- Ht -an - 区)]?ds 


442 
Bi; P. = 2 
Cp ав - соз 22, (r- )] + GE + P) 
À 


h _ 
8°; P,) = arctan — = 


(3.3.13) 
Жр heak, P) ATRAP (т, P.) -P G, PO] G> 
- %), 我 们 计算 通过 Р, = (A, yi, 1) КОЛЕ ИЕ, EATE 
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中 ,9 和 8 分 量 急剧 地 趋 于 0, 而 由 7 和 7 的 急剧 收敛 性 ,要 求 
H= Йу 分 量 的 差 为 

FEP – Ys 


y - КЕЕ - #) |ds + MELE - ił) fds = 
0 0 
сае мш 
Үй - у - | a [xP (s) Раз +l a [aP (з) ds 
=h “ia 
要 求 这 个 表达 式 当 1 一 - %m 时 趋 于 0, 得 


H 
у [OP Pas (3.3.14) 


因此 Р. = (0, уй, LTE P (ЇЙ, уу, 性) 的 不 稳定 纤维 
上 ,如 果 稳 定 纤维 


KÄ = ,7 = nj: + Des) ав, 1#), уш (3.3.15) 


1 


Ж Р, 和 P, 的 基点 9С. 0, ПН г + 得 到 


2 = ih = у, = y A {3.3.16) 


日 此 我 们 可 о 
W“(.Z) = U (9.00020) (3.3.17) 
De fys 


其 中 基点 29 = (Л. уь. 42) T 
ZO) = 1(P = I, 


pa na [аву Раз), Ye (3.3.18) 
-t 


3.3.5 ”纤维 的 性 质 和 特征 
这 里 叙述 纤维 的 主要 特征 (参见 文献 .39,41,134])。 


定理 3.3.1 存在 eo>0, 使 得 对 任何 。e€10,seo] 存 在 双 参 数 


KIZEE), AEM EC', 称 之 为 不 稳定 纤维 ,具有 如 下 性 质 : 


121 


D LZE), Є. 1 = т.) УС SN 
PAREN 

(2) ZOE CRA e EL0,e0]); 

(3) ELTEK е, V i<80,3€.Z.,6(3)c.⁄Z, Ж 
此 (*) 表 示 向 量 场 所 形成 的 流 ; 

(4) 存在 C,,X, >0, 使 得 如 EZO) 

lz) - #(4)1< Се, угє<б,#(4)Є6Є.4; 

(5) 对 任何 Ди Z ENAZ E (3) = $; 

(6) 对 任何 jAi EZ EUA) EZE), 
则 有 


im EOE) _ 
-a | A) AA 

类 似 的 叙述 对 于 Wiel. 4) U. Z 的 纤维 也 成 立 。 

3.3.6 #“(„)ЯП Wiu(.“C. 人 入) 子 集 的 纤维 表示 

这 里 要 从 中 得 到 Wq) fl Wel xC. A ) 纤 维 的 主要 构造 ， 
并 表明 如 何 用 纤维 来 构造 这 些 流 形 的 叶片 。 

首先 ,回顾 对 .发 平面 上 运动 的 描述 。 在 这 个 平面 中 ,靠近 
q (Yi < y < V), ч. 的 不 稳定 流 形 限制 于 . 妈 的 叶片 可 表示 为 y 
的 函数 

(4) N -Al I RID), YY EE (у, 7.) 


(3.3.19) 


其 中 函数 
RCY) = 1+ О) + 00р) (3.3.20) 
这 里 2 = [V2e1],J,(7) 为 式 (3.2.13) 给 定 
现 从 纤维 基点 位 于 . 次 中 的 曲线 如 (>) 上 的 不 稳定 纤维 出 发 ,去 
构造 四 维 空间 中 Wg AIH Са, ) 的 叶片 的 纤维 表示 为 
(зэ 0 16 = (C), 7,0,0)! = 


Oy, a= asl 
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Wu. (q) (3.3.21) 


如 图 3.3.3 所 示 。 


O В. 
ҮЧ юда) on T ич) 


Wr (1=1, 7,0,0) 


ni 


图 3.3.3 集合 WLC), Сао) т BCT+1yY,0,0) 的 叶片 的 纤维 表示 


定义 集合 
Zelg = ((1+1),,07),7.0,0)| = 
ка АЫ 
1 
Wsl фо) (3.3.22) 
Zi = (1,у,0,0)| = 
Y€ О, Y, a= +) 
Wil = 1,7,0,0) (3.3.23) 


其 中 Wel = 1,y,0,0) 表 示 未 扰动 系统 中 不 动 点 圆 的 二 维 不 稳定 
流 形 的 叶片 。 考 虑 如 下 的 在 四 维 空间 中 含有 . 必 的 圆柱 
Z= |: = (1,у,х,у) | х® + у = ly Е 

其 中 0< 2-1,8 Be 无关 。 集 合 Wi. (q ) ПА, Wi. (до) ПА 和 
we (I=l,r.0,0) 1 为 图 3.2.3 中 的 曲线 。 ЕВ 6 种 
< 充分 小 ,任意 给 定 的 纤维 和 Z 横 截 相交 于 惟一 的 一 点 ,这 从 不 
稳定 纤维 式 (3.3.18) 当 e = 0 时 计算 可 得 。 由 此 可 得 当 е 充分 小 
时 横 截 相交 的 不 变性 。 从 纤维 的 扰动 理论 (定理 3.3.1) 可 知 ， 
gu (q) Р (q) У (1 1,7.0,0) П AAC 


的 /逼近 ( 见 图 3.3.3)。 


类 似 地 ,可 得 Z 09 
Wiel éc. 


3 


局 部 稳定 流 形 的 纤维 表示 
\) FEE) 


ДЄ. fios 21 


А) эс 


.4 q, 的 同 宿 轨 道 
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(3.3.24) 


这 一 节 将 用 Melikov 型 度量 考察 二 维 W ( q, ) ИП} 
周 (. 信 相交 ,我 们 从 同 宿 坐 标 开始 。 
为 方便 计 , 将 扰动 向 量 场 写 为 更 简捷 形式 


z = ЈУН + eg 


(3.4.1) 


其 中 梯度 表示 对 辛 坐标 (1,x,y,y) 进 行 ,未 扰动 Hamilton 量 为 


Н = L- Zat T + 
1 1 1 
162+ 01-500) Thy 
了 表示 辛 徐 阵 
0 0 1 0 
0 0 0 I 
-1 0 00 
0 -100 
扰动 量 g 为 
- [T V21 - x? ycosy + 
(8 - a)(<2 + у?) + 2al] 
£: ә 
-一 一 zsiny 一 Вх 
в = Br 2 Мг х? - y 
gy ' 
2, Мг а? у z4 
Е | т Е —siny + Ду 


V 27 x - y 
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扰动 g 也 可 写成 形式 


g = ГЈУН, + ag, + Вз (3.4.3) 


其 中 Hamilton 量 的 扰动 H, 为 


3.4.1 AE 
对 每 个 固定 


Hi =- V2I - х? ysiny 
坐标 和 超 平面 У 
T > 0, 由 方程 (3.3.1) 定 义 映射 ( P. у", 11) = 


AT, у! ИН), Ë B: WCA) = WAR R Й А. 


由 未 扰动 系统 H 


和 1 的 常数 运动 ,可 构造 在 a = г. (Т; Н, y", 


1") 上 的 一 个 正 交 标 架 ,引入 新 的 运动 常数 


K(x 


‚у,1) =Н(х,у,1) ~ H(0,0,1) = 


(х,у) - (BP - 1) (3.4.4) 


容易 验证 天 =0 是 同 宿 流 形 W'(.⁄%)O WC 为)( 其 中 适当 限制 


D. H KHN 


个 单位 向 量 : 
й 2 УК 
КТ [АЛКЫ 
я = _УГКВУК_ 
(1VI+BVKI (3.4.5) 
mx = йк 
№; = Jir 


其 中 选取 8 й, Ma EX, 1 表示 通常 的 欧 氏 模 , J 表示 上 面 


给 定 的 辛 矩阵 ,四 
在 点 го = 20007; 
上 的 点 外 ) 单 位 向 


个 向 量 在 a= г? (T; I, уН, 1") LRE, EX 
HBH. 六 ,起 ) 的 一 个 正 交 标 架 ;在 任意 点 ( 除 在 .和 乌 
H йк EXT FAN PCA ЖЖ = Tin u 


向 量 张 成 任意 点 ] 


在 z0= z4 


СВ) П W (. Z89192 Bj 
T; I, y", M) E, = ЖЩ H 


E= )z|z = zo + ákak + айр+ 


b, V akar, bi € R| (3.4.6) 
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关于 王 有 几 点 必须 强调 

(1) 向 量 z= zo + okJYK(EKER) 正 交 于 超 平面 Z; 

(2) 因 JyH=J(YVK- (1-1,0,0,0)) 在 “共振 带 "1T=1+ 功 
中 ,有 


ГУН = у К+ Ое) 
因此 当 е И, ЖАЙЛЫ Гу НОРА SF H] 2; 

(3) 由 横 截 相交 的 不 变性 ,扰动 向 量 场 JV H + eg RTE 
平面 三 , 超 平面 和 向 量 场 的 横 截 性 对 于 W), WLA), W'(. Z 
CA) М0.) > 相交 超 平面 的 维 数 和 几何 性 质 , 具 有 某 些 重 
要 的 推论 。 这 里 . “由 式 (3.2.7) 定 义 , 表 示 含 有 共振 圆 的 平面 环 。 

首先 ,我 们 注意 到 如 果 流 形 和 超 平面 横 截 , 则 交集 具有 如 
下 维 数 


х Ф 维 Ж 
WA) = Wt ANE E i 2 
PC кс. AANE 2 
Wg NE 1 


f 


这 些 相交 的 确 是 横 截 的 。 如 果 向 量 空间 在 这 点 的 切 空间 的 和 等 于 
周围 空间 在 这 点 的 切 空 间 , 称 两 个 流 形 在 一 点 上 是 横 截 相交 的 ,这 
里 是 四 维 空间 。 注意 到 从 超 平面 3 消失 的 方向 正 是 向 量 场 流 的 
方向 , 即 / уН + 0 (Ve). НЕ PUA), WCA) W (C 
„ЖП Т" ( 1g) 是 由 向 量 场 所 构成 的 ,这 个 方向 是 流 形 在 每 点 切 空 
间 的 一 个 元 素 ,因此 ,相交 是 横 截 的 (e 充分 小 )。 图 3.4.1 表示 超 
平面 和 流 形 的 相交 (se =0 和 0 < е1). 
3.4.2 W:(. ZC. e)N W“ (а) B9 Melnikov 函数 

这 一 节 将 测量 WE Z) ПУ f W) П> HES, KER 
上 ,我们 要 找 不 动 点 的 二 维 不 稳定 流 形 和 环 .x 的 三 维稳 定 流 形 之 
间 的 距离 。 首 先 国 定 一 点 ш, = (0.0, 47) С Wm. H fb. 
之 内 靠近 不 稳定 流 形 W (q) ,之 后 考虑 未 扰动 的 只 基点 с, 的 不 
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Ë” 


图 3.4.1 超 平面 和 流 形 的 相交 (se =0 和 1 < е1) 
稳定 纤维 ,由 式 (3.3.18) ,纤维 具有 表达 式 


= 


FDC) = [OË = уу = у +] SIG) азин) ya 
此 纤维 和 圆柱 2 ЗР 20 НЕ (3.3. ПЕЛ, RA Een 
(Р = ЬУ" = Y, + | P) as; 6) 
其 中 ДЕ 
2 _ BY 842 
9 = 28(0) = (4k? - P!)ceosh[2A (6)] + (3⁄2 + FP!) 
H А2 (3.3.1), АЧ PDEA 2 
(9 (1) Laf = РА 
国定 了 > 0, 定 义 z; 为 未 扰动 轨 线 在 上 = Тот 的 位 置 


127 
zo = zP (T; z) (3.4.7) 
由 构造 可 知 zo€ W (74) ,依赖 于 基点 2, = (0,0, h, уь) fE z E 
可 构造 超 平 面 Z。 
其 次 ,考虑 扰动 系统 的 不 稳定 纤维 


FZE a) 
在 某 基 点 z, = (0,0, h, x) 上 ,这 个 扰动 纤维 相交 六 于 一 点 
До BIR 2:050 = + 0(e)。 具 有 这 个 新 初始 点 су: 的 扰 
动 轨 线 和 超 平面 三 相交 于 点 a*" ,有 


[ae 03.4.8) 
На Є 配 (.AC. 发 ), 式 (3.4.8) 中 的 每 一 项 都 是 基点 z, = (0,0, 
У) НВ. 
5 
a" = җ + є[ау*йк + ay hr + bi] (3.4.9) 
表示 在 #(.#с. 0.) П PA, ЖИ 
ар = а, pt = bh (3.4.10) 


这 种 选取 是 可 能 的 ,这 是 由 于 过 ats 的 线 平 行 于 让 和 W (. 2 C 
ПУ СА, RIEK 2) WRA a" а Е, 0 
(с) #“( д.) D. Z 相交 。 由 点 a 的 选取 ,有 


u,e s 


at — att = elap" - акак 


记 
4( аас) = [(а#®—- att) + fix] (3.4.11) 
Каче асе) Ax] 构 成 a 和 a 的 符号 距离 消失 , 则 这 两 点 相 
E, (с) W:(. Zc .Z 12. 
当然 ,希望 得 到 扰动 轨 线 的 该 表达 式 ,我 们 将 用 Melnikov 技巧 
去 得 到 它 , 而 且 它 的 一 阶 项 是 能 够 计算 的 。 对 式 (3.4.11) 作 e 的 
Taylor 展开 
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dlaha) = e — + ole?) (3.4.12) 
zu 
其 中 
lim a" — zo = q, Tii a Z 20 = g 
0 Е 2—0 Е 


依赖 于 时 间 的 Melnikov 函数 定义 为 
JTM) = 600) 6 KGP) - О) уК('#()) = 
Д0) - A(t) (3.4.13) 


Ж e mE 为 如 下 变 分 方程 (3.4.14) 和 (3.4.15) 所 确定 - 
式 (3.4.13) 对 上 微分 ,由 第 一 变 分 方程 得 
Er = ЇН] + а, (= Т) = 9 (3.4.14) 
= АПЫН] + gm, (t= T) = q (3.4.15) 
其 中 (1) = zt 人 0(1;7,zo)。 直 接 验 证 ,得 
At = g: YK PaA = g: VK |”) 
由 积分 得 
Ү2ГМ( Т) =A"(-t)- АЧ) + 
| re -YK laldt 8.4.16) 
KAH t> ©], (3.4.16) A- OA AUNAR, RA K = 
0 作为 PECAN WC AA EERE, E ИЕТ. % 
JES K=0, В 200 (0) Чг + wm 时 指数 衰减 , V Kl К. 
由 此 推出 оо, Д 一 让 和 A*(1)…>0, 因 此 


ee с с ГМ 2 
абаа МУК лу. КОЕ (3.4.17) 
其 中 
М = | g. VK lea Tra pds (3.4.18) 
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最 后 我 们 集中 于 对 Melnikov 函数 M 的 参数 化 。 首 先 ,未 扰动 
[ИЕ ЖОЙ КОР k Az = (0,0, 大 ,加 ) ,如 下 所 示 : 
zP (a) 2 z(t, k, z) 


Кю) = 1 
Ci 


Pa) = +- h)t - 165 - f) 45 


422 
(4k? - J )coshl 2A (t - 6)] + (302 + 1,) 


B® (1) = 


gu (t) = arctan[ Алап ( - 5))] 
ДР А=А(Е, h) = k 21, k, yA 
ун = уь + | „ОРФ 
Ss 


另外 扰动 向 量 场 g 具有 结构 
g = ГЈУН + ав + pg” 
Melnikov 函数 对 Xe > Хв 是 线性 的 


M = [М + Х.М + yə MP] (3.4.19) 
其 中 
х = т 
ж = Р 


т > (3.4.20) 
MU = M Îl, Yk] 


M° = Me[h,;k] 
MP = М?[1,; k] 
由 此 可 知 ,距离 d 对 参数 的 依赖 为 
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Уй, yo E 
dla; a) = ear” ite ynt) + 0(е2) 
K 


(3.4.21) 
НАНЕ ОЕШ, WR М 具有 简单 零点 , 则 (с) 
W (g ) 横 截 相交 。 
式 (3.4.21) 实 际 上 是 测量 三 维 WACA) WEC) 
的 距离 ,利用 这 个 距离 估计 可 证 明 q, 间 宿 轨道 的 存在 性 。 首 先 注 
意 到 Wg) с WZC) Ж а, = (0,0,1,7) 能 选取 为 洁 近 
不 稳定 流 形 We( g.) ,特别 选取 1 = B) = ПО) z f T 
流 形 W Cge) ERP 
ПОТ) = 1+ (0) + ОО), = 2ге? 
(3.4.22) 
此 时 Melnikov 函数 
M = [MÜ + y M° + yə MP] (3.4.23) 
其 中 
MU = МППС), У: k] 
M = MURE); k] (3.4.24) 
М? = МГ ДОУ; k] 
距离 式 (3.4.21) 为 


МПО), YE Ti ўа, Xu k) 


d(awt;ars) = £ 2T KZ N 


+ Ole?) 


(3.4.25) 
变 为 Wu(q 3 Wil ZC. A IER. 
3.4.3 I=1 时 Melnikov 函数 的 显 式 表达 式 
可 在 未 扰动 同 宿 轨 道上 计算 Melnikov 函数 的 积分 ,利用 K(x、 
y, = Н(х,у,1) -五 (0.0, 门 可 得 
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ән,дН, ән, ӘН! 
g VK =з, ay Bx) T Jx - Ву) + 
Ән 2H, 
Græn D - 9] (0,0,/)) 
д 
(98 аар (8-a) 2 + у2)) (3.4.26) 


ду ` 
其 中 нн (3.4.2) Х.н, 为 式 (3.4.3) 所 定义 ,在 未 扰动 同 
宿 轨 道上 ,i =0。 因 此 ,在 未 扰动 间 宿 轨道 上 有 

НӘН, 39H oH dH, ӘН ðH 


ах ду _дудх dt ду 91 
将 此 表达 式 代 人 人 式 (3.4.26) 得 


dH дн 
g. УК =- PDY) -gy (0) * 


2H © JH ан 
21651) - ВО — xy) + зу бу Србу.) ~ 


ZH (0,0,1 = 1)) - (9008,5. - 
29 (0,0,1 = 1)) (аг + (8 - а)ба? + у7)) (3.4.27) 
Ж 1=1 ЕЖЕ (О,0, 1 =1) =0, 式 (3.4.27) 可 简化 为 


= п + B( x — у) +2аў + (B- a)(x + у?) 


(3.4.28) 
其 中 了 = 90, Ыз Э.4.28) ЖЕСЕЫШИНИШЫЕЗЕ 1= 1 上 积 
分 ,并 分 别 考察 式 (3.4.28) 的 各 项 。 
直接 积分 式 (3.4.28) 的 第 一 项 得 


dH, 


一 а“ = Ү2[зшу(+ œ) - smy(- %) ) (3.4.29) 


132 


容易 看 出 式 (3.4.28) 的 第 三 项 可 直接 积分 为 
2 | yat = 2aAy (3.4.30) 
现 考 察 式 (3.4.28) 的 第 二 项 和 第 四 项 ,微分 得 
ху — yi = 20 (3.4.31) 
取 式 (3.1.21) 的 模 为 


х? + у? = 2В (3.4.32) 
从 这 两 个 关系 和 式 (3.1.26) 得 


ё=ф-у= 9 (3.4.33) 
х + y 
或 
у= ф- ZE (3.4.34) 
х sp. y. 


将 式 (3.4.34) 代 入 式 (3.4.28) 的 第 四 项 连同 式 (3.4.28) 的 第 二 项 
得 
В(ху - ух) + (B-a)? + у?) = 
a(xy - yz) + (B-a) + у2)ф (3.4.35) 
再 沿 同 宿 轨道 积分 式 (3.4.35) 的 二 项 , 利用 式 (3.4.31) . 式 
(3.4.35) 的 第 一 个 积分 为 
[оу — уй)Ч = J| ва (3.4.36) 


利用 式 (3.1.24) ,在 7=1 上 有 


ye i = 


3 + 4cos0 
代入 式 (3.4.36) 得 


#(+®) d8 
a-a) З + 4cos0 


Го — pi)dt = 2Ag - 2(4k? - nj 


(3.4.37) 
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其 中 
As = 0(+ ®)- 0(- =) 


这 里 9( + ®),8(- o ) 分 别 由 式 (3.1.36), 式 (3.1.35) 给 出 。 积分 
式 (3.4.37) 最 后 一 项 得 


[гу - уй = одо ~ 2082 -Da (3.4.38) 


其 中 Аф = ф(+ ®)- yl- ®) 
从 式 (3.1.33) , 式 (3.1.34) ,有 
Аф = -arctanhy л. l < k < 2 (3.4.39) 


最 后 ,利用 式 (3.4.32) 积 分 式 (3.4.35) 最 后 一 项 ,得 


WL -| Ba (3.4.40) 


由 式 (3.1.29)B 的 表达 式 得 


- | pr = SIK 2 К + (1 + З) др] (3.4.41) 


其 中 Ay hR (3.4.39) А. IÈ (3.4.29), 3È (3.4.30), 3È 
(3.4.35), È (3.4.38), È (3.4.40) FIÈ (3.4.41 ) , Melnikov 函数 在 
了 = 1 上 为 

M(1,y(- ж), хк) = 


«о |[siny(+ ©) - siny(- @%)] + 4y 2 Ap + (уз = Xa) ' 


21 J2- + (+ A (3.4.42) 
其 中 
y(+ =) = y(- ©) + Д, 
5 а 
Xo = 22 r 
Р (3.4.43) 
їз = 2g 
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从 上 面 一 节 讨论 有 
у(-ю) = у (3.4.44) 
у(+ ж) = ур (3.4.45) 
在 7=0 上 (7=1) 我 们 也 有 式 (3.4.24) 的 等 式 
M = siny$'? = зіп У170 
м = адр ~ Tk /2 Ё + (1 + 3) ду] 
м? = 110020 2 + (1+ 32)40]) 
(3.4.46) 


3.4.4 q, 同 宿 轨道 的 存在 性 


前 面 我 们 已 经 得 到 W AOM Wq HER de a tt). 
改写 如 下 : 


АСПИ), YET: ya, Хав.) = 


2 M(1, УУ? Xa, Xe, k) 
ГУКІ, а 


z 2 МОПС) YL; yao Xa, k) 
ШЕ TYKI, | + 


9=0 


г | Or x Үз Де, йа, B) 


7y ГУК, + 00) 


7=0 


(3.4.47) 
其 中 


M(1,y° ; Xe, Ха, К) =2Г\ѕіпур = siny% + 
ах Аф + (xa — Xa) fava -k + 


(1 +3?)Дд)} (3.4.48) 
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yk = Ур + А, (3.4.49) 
这 一 节 我 们 集中 考虑 :一 “时 轨 线 的 性 态 。 我 们 要 证 明 在 某 
些 条 件 下 这 个 轨 线 渐 近 于 .x 站 天 (9:) 中 的 软 线 ,而 当 式 (3.4.47) 
中 0-0, ДЕ WAN W RR >- © 时 趋 于 通过 点 
(yu, ПОТЕ ZN (а) PHAR REZ, q 具有 一 个 同 
宿 轨 道 。 我 们 先 讨论 С РЕАЛЕ. Z 中 轨 线 的 性 质 。 
前 面 已 知道 共振 带 的 动力 系统 可 由 Hamilton 向 其 场 来 描述 ， 
其 中 Hamilton 函数 为 


J 
Ж = 2 - епу – Х.У (3.4.50) 
在 距离 函数 式 (3.4.47) 的 零点 上 ,让 相 点 依 时 间 沿 着 扰动 轨 线 流 
到 萎 , 这 点 可 位 于 稳定 纤维 上 ,.F OA) ст. (С.й), © 
(jt, 7 表示 这 个 纤维 的 基点 ,构造 使 (及 (Y1'?), УКЭ T 
天 (ge) 上 , 则 如 下 等 式 
АЖ = HIE YE ы) = HAROT YE, Xo) (3.4.51) 
可 用 来 决定 (24, 下) 位 于 同 宿 轨道 的 内 部 还 是 外 部 。 这 是 因为 当 
从 p, 向 外 运动 时 , 式 (3.4.50) 水 平 集 的 值 是 单调 增加 的 ,A. 光 >0， 
且 对 т 的 误差 为 0(1) ,推出 ( 开 ,7 人 位 于 同 宿 轨道 的 内 部 ,如 图 
3.4.2 所 示 。 
由 直接 计算 可 得 
引 理 3.4.1 
EYE = (CD + O07) 
证 :扰动 轨 线 进入 E, A 0(Vs) 逼 近 未 扰动 轨 线 ,连接 点 在 不 
动 点 圆 1 = 1。 再 从 稳定 纤维 的 Fenichel 扰动 理论 即 得 。 
由 此 引 理 和 式 (3.4.50) , T? 和 办 ?在 ?7=0 上 , 依 了 作 Taylor 
展开 , 式 (3.4.51) 为 
AH = — Xây — зіпу 9 + sinyh + 007) (3.4.52) 
ШЛ ESE BJP AE. Melnikov 函数 一 个 简单 的 零点 
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к ху] 


р, 


POE УЮ 


3.4.2 (Д.УЮМИН 
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对 应 于 W'( ЮП (а) В, Л.Ж ТЕХ 1. 
将 给 出 有 关 这 条 轨 线 当 :一 “时 的 信息 。 我 们 关心 , 当 同 宿 轨道 
渐 近 于 р, 吸引 区 域 的 内 部 或 外 部 的 轨道 时 ,我 们 要 给 出 充分 条 件 
使 得 (并 ,7 人 以 0(1) 距 离 p 吸引 盆 的 边界 。 由 上 面 可 知 ,对 于 
Melnikov 函数 的 一 个 零点 有 A. 久 >0 且 0(1) 对 应 于 在 PCAN 
了 7Y(g:) 里 的 轨 线 渐 近 于 .的 轨 线 , 则 该 零点 不 在 p 的 吸引 域 中 ， 
TMAA A.z<0。 H 0(1) 对 应 于 在 W (. AN W“ ( ge) 的 轨 线 渐 近 
FURR, IZESTE p 的 吸引 域 中 。 因 此 所 有 流 形 , 包 括 
Melnikov 函数 , 均 可 微 地 依赖 于 参数 ,因而 必 存 在 A. 兴 的 某 个 中 间 
值 使 得 轨 线 对 应 于 Melnikov 函数 的 零点 渐 近 于 Wg) П. 4 09 — 
条 轨 线 , 即 为 p 吸引 域 的 边界 ,因此 存在 的 一 条 同 宿 轨 道 如 图 
3.4.3 所 示 。 
现 考察 一 下 Melikov 函数 零点 A. 多 取 值 的 可 能 性 ,它们 不 随 

参数 而 改变 。 在 Melnikov 函数 的 零点 上 ,方程 (3.4.48) 能 写成 
ѕіпу:0 — siny;9? = A(k)y. + ВОК) ха (3.4.53) 


其 中 
Alk) = (че - Ag - k /2 - В) 
| (3.4.54) 
BO) = 50030 + др k /2 - É) 


B Ay = Ay(1,k)。 利 用 表达 式 (3.4.53) 消 去 зіпу ~ пуро, А 
式 (3.4.52) 可 得 在 Melnikov 函数 的 零点 上 ， 

АЖ = (Ak) АУ). + ВОК) ур (3.4.55) 
其 中 Ay = лу(1, к). МЖ, ТЕ Melnikov 函数 的 零点 上 , A. 光线 性 
依赖 于 ya 和 xs, 其 系数 仅 依赖 于 k。 为 了 证 明 零 点 是 简单 的 ,我 
MX k= 1 证明 ,此 时 Melnikov 函数 是 x。, уз 的 线性 函数 ,利用 
式 (3.4.47) 和 式 (3.4.23) ,得 


ә 
з laai = MT iaa = - 1.087 (3.4.56) 
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А.Я = 0.785y, ~ 0.117yə (3.4.57) 
我 们 看 到 在 大 = 1 上 ,对 于 一 切 x。, уз 值 ,?M/9Xx。 是 常数 。 进 一 
步 对 于 给 定 x。, Xa, 4. 光 由 式 (3.4.57) 确 定 ,定义 了 Melnikov Rž 
的 一 个 简单 零点 。 


о 


1 
Кын ТЕ 
МУ) УЕ 


图 3.4.3 WLAN (а) 
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我 们 可 以 综述 一 下 : 当 两 个 距离 消失 时 ,9 的 同 宿 轨道 当 s 一 
0 时 保持 不 变 。 这 两 个 距离 是 d( 从 Wq) F) Wiel C Ze) HIE 
离 ) 和 AKERA” #l (о) ЕЕ) ,这 两 个 距离 具有 如 下 
参数 依赖 


ARA exek) = тэт ари + M! 

(3.4.58) 
AX = GOE, YE yas k) + EYE Xas xeko) 
BI = 1+ mÚ + 00р) 


Де ЛОГ?) 


(3.4.59) 
其 中 了 (7 人 由 式 (3.2.13) 给 定 。Melnikov 函数 具有 形式 
M = [MÜ + xy M° + рМ?) (3.4.60) 
其 中 
MU = MURE), У". Б) 
M = М (yU); k] (3.4.61) 


MP = MUROD: k] 
ЛЖ FAG 
F = M + A.%,G = АЖ 
F, G 对 7 展开 ,得 
F = [A(k)x, + BCk) ҳа) + ПЁ 
G = [њут _ sin( 779 + Ay) - Ду] + WW 
ж Ё,б СУТ, ya уз, DRAR, 
A(k) = А(®) - АУ 
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其 中 A(k) 和 B(E) 已 由 方程 (3.4.54) 给 定 , 且 
Ay = AY(1, k), A% = Дф(1, Е) 
F HG 还 依赖 于 A. 光 ,因此 难于 显 式 计算 。 
现 寻 求 两 个 函数 的 共同 零点 ,对 于 固定 的 上 和 Xe ,寻求 y, 和 
У ER q DRRR: 


P Ó+ mb + 


(3.4.62) 
Урт = у + yka + 
HERRA Е.С, 0030): 
A(k)ya + ВЕ) уо = 0 (3.4.63) 


siny% ~ sin( 75° + ДУ) ~ ЛУ =0 (3.4.64) 
而 ООН 
В(к) ув =- РОУ, у, Xd, k) 
(созу — созбу" + Ay))yy =- GOF? , х...) 
对 于 固定 的 和 x。, ge 的 同 宿 轨道 当 e 一 0 时 保持 不 变 ;如 果 选 取 
Хз 


хз = ЕО). + Mp k, Xa) + (3.4.65) 
其 中 
E) =- 100 (3.4.66) 
进一步 ,这 条 不 变 轨 线 的 “起 飞 "(take off) 角 为 
ҮР" = у.) + ру Са) +з (3.4.67) 


对 于 固定 的 上 和 wx, 式 (3.4.65) 表 示 Гь 值 作为 x 的 函数 是 一 条 

具 顶 点 

X9 = E(k)x, 

的 抛物 线 , 它 的 曲率 依赖 于 高 阶 项 F 和 6, 可 由 数值 计算 确定 。 
综述 以 上 可 得 以 下 定理 。 
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定理 3.4.2 存在 开 区 间 gx 以 及 gs 和 小 正 数 mo, 使 得 
Y kE вк. Ух. Сва, V n€ (0.7). уз 具 形式 
Xa = xalk, а.) = ЕСК). + Обр) (3.4.68) 
其 中 E(k) 为 式 (3.4.66) 所 给 定 , 则 存在 不 动 点 q, 的 一 对 称 同 宿 
轨道 。 进 一 步 ,这 些 轨 道 的 每 一 个 相交 圆柱 Z 位 于 不 稳定 纤维 
F490(zwy) 上 的 某 个 位 置 ,其 中 “基本 起 飞 "(base take-off) 9 z, 为 
l. = 1+ 0(7) 
ут = Yp Xak) + 00) 


这 里 “起飞 " 角 Уу xes k) Ж (3.4.67)%& з, ЕЗГЕ НЇН БОЙ А] 
于 参数 x, Mk 的 基本 定性 依赖 关系 。 


(3.4.69) 


3.5 q, 同 宿 轨道 的 数值 计算 


这 一 节 我 们 用 数值 给 出 q 同 宿 轨道 的 构造 。 
3.5.1 周期 解 的 数值 计算 


考虑 常 微分 方程 组 
s (а), ФЕР (3.5.1) 
设 x(t),0<r<T7 为 共 周 期 7 的 孤立 的 周期 解 ,首先 作 变 换 r = 


二 ,使 得 周期 为 1, 旦 


dx 


= Тр(х) = ф(х,Т),х,ФрЄ К\,ТЄ К (3.5.2) 


其 中 x(1),0< ts<1 为 具 周 期 1 的 周期 解 ,为 了 计算 周期 解 ,我 们 
采用 “多 重 靶 "方法 。 

设 式 (3.5.2) 的 半 群 为 G(1,10), 式 (3.5.2) 的 具 初 值 x (10) = 
хо 的 解 为 x(t, to) D} xlt, to) = GC, to) хос 

考虑 [0,1] 的 节点 ,0= <<< < ty = 1, Мет. ДБК 
如 下 方程 等 价 于 求解 周期 解 x(1)(0<1<1) 
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җы = Glip ti) k = 0.1, . M - l; 
хм = х0 (3.5.3) 


其 中 х= х(4) 

3.5.2 同 宿 流 形 的 计算 

我 们 讨论 如 何 计算 鞍点 型 同 宿 轨道 , 设 有 ODE 

de p(x ФЕ К\А € R (3.5.4) 

其 中 为 自由 参数 , 设 xo 为 式 (3.5.4) 在 A = he 的 不 动 点 ， 
olro AJER, XT A > Ао 具有 一 条 周期 轨道 ,但 X <à 没有 - 
设 另 外 的 标准 横 截 条 件 满 足 , 则 存在 一 条 同 宿 轨道 , 同 宿 于 不 动 点 
x= ход = Mo。 此 时 称 之 为 具 鞍 点 型 的 同 宿 轨 道 。 可 用 延 拓 方法 
近似 这 条 同 宿 轨道 ,从 Hopf 分 又 点 出 发 去 昆 随 这 条 分 又 ,在 此 延 
拓 法 中 ,7T 为 自由 参数 。 当 T> T. ,我 们 已 作出 同 宿 轨 道 的 近似 。 
通常 当 周期 T>1 时 ,计算 变 为 病态 ,周期 轨道 变 为 极端 不 稳定 ， 
为 了 保持 高 精确 度 ,我 们 可 采用 "多 重 靶 "方法 。 

以 下 是 同 宿 轨道 计算 的 某 些 实例 和 结果 。 

图 3.5.1 中 q, 的 同 宿 轨 道 作为 上 的 函数 ,ea = 0.001,8= 2а, 


ECG=0.001 58 =0.002 £7 =0.00379 


13.5.1 qe 对 时 间 : 的 同 宿 轨 道 (a = 0.001, 8 = 2а, = 1.02) 
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к = 1.02, ПАЖЊА У Г, агр(Ь), 11, ац(е), ielo 
图 3.5.2 为 未 扰动 可 积 系统 的 同 宿 轨道 ,7 = 1.1。 
图 3.5.3 为 q, 的 辣 宿 轨道 在 6=0 和 c=0 平 面 上 的 投影 。 


1=11 


3.5.2 未 扰动 可 积 系统 的 一 条 同 宿 轨道 (在 1=1.1 时 ) 


117 
ға =0.001 
ЄВ =0.002 
ET =0.00379 
0.90 
- 270 агр(с) —= 0 
єй b Tiki 


3.5.3 在 b=0 和 c=0 平 面 上 q 的 同 宿 轨道 
{a=0.001;8=2a:k=1.02) 
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图 3.5.4(а) № qe 同 宿 轨道 se =0.001,k = 1.02,8 = 4а: £a=0.001 B0007 &Г-обоутз #=7@ 

9.3.5.406) 8 q, 同 宿 轨道 sa = 0.001, 8 = 0.004, eT = 
0.00175. —— a 

图 3.5.4(c) 为 ge 同 宿 轨道 ea = 0.001, e = 0.007, eT = 
0.00173. аА > бы сел <=] 


n 


Ew=0.001 £8=0.004 ET =0.00233 8=4@ 


> 
[> 


> 
л 


| 


100 150) 


ел 


100 150 


| 


0 50 100 150 
(c) 
£a=0.001 58 =0.008 £C =0.00173 B=8&a 


A 


СЯ 
ч 
© 
区 
© 


190 150 
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ыл, 
= 


ШП 1$0 
sa=0.001 £8=0.006 #P=00082 B=-60 


= 
[> 


00 150 


4 
= 
т 
© 
= 
. л 
u 


100 150 


= 
л 
а 
t 
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> 
= 
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b L 


= 图 3.5.4(d) 为 q, 同 宿 轨道 sc = 0.001, k =1.02,б=7е» 


үр) 图 3.5.5 为 q, 同 宿 轨道 在 8 =0,c =0 平 面 上 的 投影 , ea = 
0.001, k =1.02, 


с 
ч 
© 
о 
= 
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Р 0.90 
b Faki -270 argc) 一 > 0 


ta) 
оа: Я 117 
i =0.001 г Ж i ` 
/ Е Кы К. ЖЫН 270901 : Я Ж ñ 
В= 6а Н 1 : Е &8 = 0.005 Е 2 H : 
а= 000! 1 x : Я : er =0.00202 2 a E 
ЕВ = 0.006 І 5. кз eda 96 
ЕГ = 0.00182 ` М Р, мада" | К 
0.90 < 平面 ШЕЛ -270 аге) — 0 
с b Iñi -270 ас) — 0 A (b) 
tb) Ж, a, TR 117 
a =0.005 z ` “Poes. š 
ТТ" э. 2 Š 2220005 x Y К2 
-da £ ET 7 加 ЄВ = 0.0025 е : : : 
Aa š А ї : В ег = 0.00109 А > 5 
&8= 0007 ` Б С Е : С AR 
EREC s— кы ` < 平面 b Fuki -270 argc) — 0 
< 平面 ьт 090 ао = 0 © 
(о) 
图 3.5.6 在 5=0 和 c=0 平 面 上 9. 的 同 宿 轨 道 (8= 5a; k = 1.02) 
лен. Я аер. 1.17 
pg8a l L ` l | P 
га =0,001 5 z ` ^ 
58 =0.008 К a 
ET =0.00173 N и 
= 0.90 
< 平面 „тш -270 age) —> 0 


(4) 


3.5.5 在 b=0 和 c=0 平 面 上 g 的 同 宿 轨道 
(а =0.001; k = 1.02), (а) B=4a; (b) B=6a; (с) #=7е; (d) 8=8a; 


3.5.6 为 q 同 宿 轨 道 在 b=0 各 c=0 平 面 上 的 投影 ,8 = 
Sa,k=1.02。 

图 3.5.7 为 Гн( уаз) 0.0 20 40 6.0 

Е 3.5.8 为 q, 的 同 宿 轨道 。 

图 3.5.9 q 的 同 宿 轨道 在 5 =0 和 c =0 平 面 上 的 投影 。 


&@=0.0025 


8.0 10.0 


3.5.7 Г, 各 xa 的 图 
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В =50 са =0.0005 &3=0.0025 er =000109 


|9 3.5.8 和 关于 + 的 同 宿 轨道 (c = 0.005; k = 1.02) 


=60 
Ё, 0.0005 
£f = 0.003 
ег = 0.00933 


єг = 0.00853 


图 3.5.9 在 b=0 和 c=0 平 面 上 g 的 同 宿 轨 道 


о a 


єтїї pp 7270 ато) 
(5) 


(а) 


(а =0.0005; k = 1.02) 


3.6 q, 的 同 宿 轨道 的 动力 学 推论 : 
混沌 的 存在 性 及 其 性 质 


749 


0.90 
六 平面 270 аг} — 0 


一 > 0 


这 一 节 将 讨论 如 何在 q, 的 一 对 同 宿 轨 道 附近 产生 Bemoulli 集 ， 


从 而 产生 混沌 。 证 明 的 技巧 是 在 回 


这 个 映照 是 


道 的 运动 , 另 一 个 映照 是 描写 在 双 
5]. ЖИЖИ 


ТА ЖЫЙ ЛЕ Poincare 映照 。 
НТУ Н Н: — T heap ñ EP Ж ИСЕ АЙТ i 
不 动 点 邻 域 外 同 宿 轨道 的 运 
E 明 这 个 映照 具有 Cantor 不 变 集 , 且 拓扑 共 配 仿 移 两 个 


符号 。 为 此 ,我 们 看 到 了 问 宿 轨道 的 破裂 及 smile 马蹄 的 构造 。 
设 向 量 场 依 q, 的 局 部 坐标 可 写 为 


到 二 


5 = 


Е 
о 
"lI 


= Арзу + P(si,sa, uy, шәр) 
= А252 + Q(si,s2, ur, шор) 
ui + R(si,sa, uy 23 p) 


„Физ + 5051.52, U1, шуур) 


(3.6.1) 
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其 中 Р,0. К, 5 为 51, 52, шу, to 的 非 线性 函数 , 且 在 (st зо, ш, 
ш) = (0,0,0,0) 处 为 0,p 为 参数 。 
假设 1( 靠 近 原 点 的 形态 ): 向 量 场 (3.6.1) 在 原点 线性 化 特征 
值 具有 如 下 排列 
-àa <- А <0<.@⁄4 <à < Ahn 


由 此 可 知 ,在 原点 具有 二 维稳 定 流 形 和 二 维 不 稳定 流 形 , 分 别 记 为 
更 (0) 和 W“(0). 

假设 2( 同 宿 轨道 的 存在 性 及 对 称 性 ) :向 量 场 式 (3.6.1) 在 坐 
标 变换 (s,s25 шу, иу) (зу, — 825 ш us) 下 不 变 ,在 p=0 上 式 
(3.6.1) 具 有 相近 于 原点 自己 的 同 宿 轨道 ,进一步 设 存在 一 对 连接 
原点 的 对 称 的 同 宿 轨 道 ,用 Г* 和 T 表示 , 且 设 同 宿 轨 道 进入 和 
离开 原点 的 邻 域 沿 着 “ 弱 的 "扩张 和 收缩 方向 ,如 图 3.6.1 所 示 。 


F 


T- 


图 3.6.1 向 量 场 式 (3.6.1) 的 同 宿 轨道 
假设 3( 稳 定 与 不 稳定 流 形 的 不 相连 ): W (0) 和 w: (0) 沿 着 
Pt 败 T- 不 相连 接 , 更 详细 地 说 ,对 ypET! ПГ, 
Codim( TW (0) + TW(0)) = 1 
其 中 Г (0) Г," (0) 表 示 相 应 流 形 在 p 点 的 切 空间 。 
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假设 4( 对 р 0, 同 宿 轨道 的 破裂 ); 设 对 p0, [Н] И ЖОЙ 
裂 ,如 图 3.6.2 所 示 。 
假设 5( 非 共振 特征 值 :在 原点 线性 化 ) : 令 
(alaayaay ad) = (- À), - Аз, — Ai，- ро) 
设 如 下 非 线 性 共振 条 件 对 于 特征 值 成 立 


арш Dhar Vi=1,2,3,4 (3.6.2) 
k=1 
和 一 切 非 负 整数 hlz, l3, la 成 立 ,和 且 


4 
2< >} < % (3.6.3) 


则 从 Harman 88 ТРЕ С? 同 构 , 它 在 原点 附近 线性 化 ,在 
邻 域外 是 恒 等 的 。 

在 构造 Poincar 映照 之 前 ,我们 作 某 些 有 关 q, 同 宿 轨 道 之 间 
的 关系 的 附注 : 

(1) 对 应 于 特征 值 ys 和 - A, 的 方向 没 着 A 以 0(1) 增 长 率 
增长 。 

(2) 在 假设 2 中 的 对 称 性 对 于 | Z 不 变 流 形 的 不 变性 是 正确 
的 。 

(3) 更 (0) 和 (0) 的 不 连接 性 可 用 两 种 距离 度量 来 验证 。 

(4) 同 宿 轨 道 的 破裂 也 可 用 两 种 距离 测度 来 分 析 。 

3.6.1 了 映照 区 域 的 构造 

我 们 定义 如 下 三 维 向 量 场 的 “ 横 截面 ”， 
I = {(51,52,и,и) 1з = ho > 0 


— Ó < s < 0< u < 2,0 < ш < ð} 


Is = {(51,52, щш) 1з = ho > 0 (3.6.4) 


-ô < s < Ó,0 < m < 8,0 > u> > - 8! 


П, = 1 (51,59, шуш) | цу = hi > 0} 


令 m= ц; Un; , 同 宿 轨道 相交 于 这 些 横 截 面 以 下 的 点 : 
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0,и>0-К FE -个 矩形 在 PY 之 下 的 像 (a)， 


在 s2=0,u>0 半 平面 上 一 个 矩形 存 Pç 之 下 的 像 (58)， 


[13.6.2 fE u, 


之 下 的 像 (e) 


0 


f = 0. о> ОЕ. ТАРЕ a, ЖЕ ЖОН fE Р, 
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ap! 
оў 
i 


= O Щ = isi = hou = u = 0,5 = ĉo > 01 


Г{ = ГП Щ = iu = hps = 5; = 0, ш = Š, > 0! 


51 
и 


ГУП 10 = |s; = houi = ир = 0,5 =- & > 01 
Гг = ГУО Ш = іш = hissi = з; = 0, ш == > 01 


(3.6.5) 

其 中 £o, 6, 充分 小 , 取 ho, hi 充分 小 。 

3.6.2 靠近 原点 处 映照 Po 的 构造 

我 们 考虑 从 轨 线 式 (3.6.1) 从 Il 到 H, 的 映照 Po, 为 此 , 取 
ho Æ Ib F ò ŽD, E m 的 定义 , 取 久 充分 小 使 得 在 工 充 分 
小 的 坐标 下 充分 接近 原点 , 且 Im 的 像 含 在 Qi 中 ,由 假设 5, 对 充 
分 小 ho, hh, 靠近 原点 的 映照 为 式 (3.6.1) 的 线性 化 流 所 给 定 。 令 
HI =i П6 = Под ,在 假设 2 对 称 性 下 ,映照 PY :TI8 一 了 I 转 
换 为 映照 Pi I>e 

在 式 (3.6.1) 线 性 化 下 ,从 I 到 II 的 时 间 为 : 


„Lyh 
Рі h ui 
将 此 代入 式 (3.6.1) 的 线性 化 流 , 得 到 映照 Pi I >h, 
Аи 
| 
ho ml A š) 
Pš К 一 > To = Йй 
u) 1 h, 
КРУ 
uz (2) Гер й) 
uz i 
或 记 
51 = aun 
s> = bsg" (3.6.6) 


H> = сизи?” 
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其 中 常数 ,5,c>0 能 从 式 (3.6.6) 得 到 ,注意 这 个 映照 对 于 ul < 
0 是 没有 定义 的 。 为 了 了 解 这 个 映照 的 压缩 性 质 ,考察 这 个 映照 


的 Jacobi 矩阵 
0 4 0 
В С 0 | 
0 D E 


其 中 
et q А диа ‚В = bum ‚С=ьЬ бэ, ул! 
Ai # 
Pas eÉ mur", E = euj" 
а! 
这 个 矩阵 的 特征 值 为 


F +V с +4АВЖЕ 


由 假设 1 可知 u0, A 
A.B.C—0,E— œ 

因此 这 个 映照 的 一 个 特征 值 能 任意 大 ,而 另 两 个 特征 值 当 1w11 充 
分 小 时 为 任意 小 ;也 可 知 依 扩 蝴 方向 的 特征 向 量 为 常 向 量 (0.0， 
1)7。 其 次 我 们 想 考察 这 个 映照 的 一 些 几 何 性 质 : 

(1) 半 平 面 us = 0. u > 0 映照 为 半 平 面 za = 0,51>0。 进 一 
步 , 具 正 ( 负 )s, 坐标 平面 上 的 点 映 为 具 正 ( 负 )5, 坐标 的 点 。 至 于 
在 半 平 面 内 线 的 象 有 如 下 性 质 : 

(a) # ш = const, и) = 0 映照 为 线 s, = añu! = const, ио = 0. 
注意 到 它 的 长 度 被 压缩 , 且 u —0 时 ,这 条 线 压缩 为 一 点 ; 

(b) 线 з) = const, uz = О 映照 为 曲线 5 = Dis, 其 中 常数 
b > 0 能 被 计算 出 。 这 条 曲线 的 长 度 可 被 压缩 , 依 假设 1,А›/ н> 
1, 图 3.6.2(a) 从 几何 上 作 了 解释 。 

(2) Ж з. = 0, ш> 0 映照 为 半 平 面 5 =0,51 > 0, 进 一 步 ， 
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在 这 个 平面 上 具有 正 ( 负 ) u, 坐标 的 点 映照 为 具 正 ( 负 )is 坐标 的 
点 , 介 于 在 这 个 象限 中 线 的 像 有 如 下 附注 : 

(а) 线 ui = const, sz = 0 映照 为 线 5 = añu! = const, 线 的 长 
度 被 扩张 ; 

(b) 线 uç = сопзі, sz = 0 映照 为 曲线 u= ёшу5 "2, 3 5-0 
时 ,其 长 度 为 无 界 , 常 数 z > 0 易 被 计算 ,图 3.6.2(8) 作 了 几何 上 的 
说 明 。 

(3) 半 平 面 上 一 个 平行 于 ш =0, u > 0 的 矩形 映照 为 半 平 面 
上 平行 于 5 =0, 05 > 0 的 矩形 ,其 中 点 的 s. 和 wi 坐标 被 压缩 ,点 
的 u, 坐标 被 扩张 ,图 3.6.2(c) 作 了 几何 的 说 明 。 

《4) 正 的 ul RIER HE A IE А) 51 轴 。 

记 在 Пс 中 的 矩形 区 域 为 R+( 见 图 3.6.3) ,利用 Pe 的 性 质 ， 
容易 验证 R: fk u- з 方向 是 压缩 的 , 沿 и) 方向 是 扩张 的 。 进 一 


To 


图 3.6.3 在 原点 附近 区 域 R* 上 映射 的 几何 性 质 
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ш À Ж 010388, PE (R+) 依 C?-e 逼近 于 П, 中 的 н> 0 38. 
R* 的 像 出 现在 图 3.6.3 中 。 

3.6.3 在 原点 邻 域外 映照 沿 同 宿 轨道 的 构造 

从 式 (3.6.4) 知 , (0) Е].Ц 相同 于 w= w=0,-6<s< 
8,4 (0) П, 在 式 (3.6.1) 流 下 向 前 流动 ,并 考虑 它 和 IIs 相 
交 , 因 原点 同 宿 相 连 到 p = 0, 它 必须 同 Wi. (0) YI 相交 在 通过 
гё 一 条 曲线 上 。 由 假 没 3, 这 条 曲线 相交 于 По 中 的 wa =0 平 面 ， 
在 Te 处 拓扑 横 截 ,图 3.6.4 在 几何 上 作 了 说 明 。 


图 3.6.5 在 相反 映射 作用 下 R* 的 像 
ih 


п, 


图 3.6.4 本 (9) 介 和 Wiet 06 相交 


现 考虑 p =0 和 pz0 情况 。 

1. p=0 情 况 

对 充分 小 [I ,映照 Р.Ш ПД 实 为 仿 射 变换 ,进一步 由 引 
理 , Pè (RHK СА е 逼近 于 在 I 中 的 到 >20 8. (А, Po 
раке) Сое 逼近 于 W (0); ,具有 两 种 可 能 方向 ,如 图 
3.6.5 所 示 。 为 确定 起 见 , 设 图 3.6.5(a) 发 生 , 其余 情 况 以 后 讨 
论 。 

2: рО 情况 

设 p > 0, 同 宿 相 连 破裂 , 己 * Po (ROBER IE 相交 也 和 中 
相交 ,如 图 3.6.6(a) 所 示 。 进 一 步 设 p <0, 同 宿 轨道 破裂 使 得 P1* F 
P£ (R* ) 又 和 I 相交 ,如 图 3.6.6(0) 所 示 。 s т НС 
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3.6.4 全 了 映照 P = Py P: Y> Th 

考虑 两 个 矩形 区 域 R+ ci, R chh ,如 图 3.6.7 所 示 。 在 
Poincaré 映照 P 下 这 些 区 域 映照 的 像 如 图 3.6.7 R. WEE E 
道 已 破裂 ,对 p > 0, Po( R* ) 和 Po(R- ) 同 R* , R ERAZ RBI 
3.6.7). 


| ЕШ 


X 


图 3.6.7 5 Poincare 映射 相 联 系 “马蹄 映射 ” 


对 p>0, 取 R*,R- 比较 小 ,我 们 可 发 现 两 个 “水 平板 (horizon- 
tal Jabs)” ,在 两 个 方向 上 压缩 ,在 一 个 方向 上 扩张 , 且 水 平 边界 映 
照 为 水 平 边界 ,垂直 边界 映照 为 垂直 边界 。 因此 ,作为 高 维 广义 的 
Canley-Moster Б ЗЕ Ih 含有 一 个 不 变 Contor # ИТЕ T 
有 具 两 个 符号 的 Bemoulli # 

定理 3.6.3 在 上 述 假设 下 ， 对 充分 小 p > 0, Poincaré 映照 P 
具有 一 个 不 变 Contor 集 ， dt Sa T F. Bj 个 符号 的 Bemoulli 
集 。 

3.6.5 ”关于 二 模 截断 模型 定理 假设 的 验证 

假设 1 在 原点 附近 的 性 态 ): 式 (3.6.1) 中 的 特征 值 hi 
对 应 于 qe 限制 于 je 上 线性 化 的 两 个 。(e) 特 征 值 ,在 3.2.2 у 
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中 ,我 们 指出 对 充分 小 ,向 量 场 的 迹 限 制 在 «ЕА, 
因此 有 n-A < 0, 假 设 中 其 余 特征 值 不 等 式 从 A2, во 为 o(1) 
得 出 。 

假设 2( 同 宿 轨道 的 存在 性 和 对 称 性 ): 存 3.2 节 开 始 时 指出 ， 
扰动 向 量 场 在 坐标 变换 (x,y,1,7Y) 王 (一 x*, - y. 1, 7) 不 变 , 我 们 
的 理论 给 出 同 宿 轨 道 的 存在 性 。 我 们 证 明 q 的 同 宿 轨 道 存 在 于 
Xa- Хв 平面 的 一 条 曲线 上 ,定理 中 参数 p 可 看 成 在 这 条 曲线 上 固 
定 一 点 , 横 截 于 这 条 曲线 运动 的 参数 化 。 

假设 3( 稳 定 , 不 稳定 流 形 的 不 连接 性 ): 二 维 流 形 W q) A 
W, (qe) BEERS FI 式 (3.4.48) , 式 (3.4.51) 分 别 定义 的 两 个 函数 
апо) Уу. ооо ДЛО Е, К у.да HI 
SE, yI НЕЕ W' (q) F 号 (4) 点 的 变 元 ,为 了 证 明 W°(q.) 
和 号 (9.) 沿 着 分 叉 不 能 相连 ,充分 地 证 明 对 于 外 参量 的 固定 值 存 
在 ;她 ? ,测量 距离 为 0, 这 个 零点 对 于 УР" 是 孤立 的 ,因此 流 形 不 
能 局 部 相连 ,这 由 映照 

угле (АСО) YE: ахак) ARAI iX k,n)) 

来 刻画 ,7 充分 小 ,条 件 是 假定 созуу” #00 

假设 4( 同 宿 轨道 的 破裂 ,p 产 0) :为 验证 这 个 假设 ,重要 的 是 
了 解 在 横 截面 I 中 不 同 不 变 流 形 的 几何 性 质 。 

我 们 有 

00) ГЦ = (5,525.70) | si = hosu > 0, 
s2 = 0,u > 01 
Wiel 2) Y I = lC sis s2, шш) | s1 = ho, us = 0, 
s. > O,uí > 01 

Melnikov 函数 М E: W° (. Z) #t W (. Z) Z ja] BE В ОЧЕ, 
可 知 对 M> 0 ЕЛИ, НИН (ША WU 2, M <0, 
流 形 分 裂 使 得 И (б) A W) P, EE Melnikov 函数 测量 扩 
张 和 压 缩 方向 之 间 的 分 裂 距 离 。 对 并 > 0, WARI 6 具有 
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负 的 u 坐标 ,而 对 M <0, W (CORE пе 具有 正 的 u 坐标 , 因 
天 (9.) 位 于 PAO P AE WU ORAM Р“ (q) YI 中 心 分 
量 的 符号 相同 的 性 质 , 如 图 3.6.8 所 示 。 


&<0 
Аж >0 


W. (HT 
уеп; 


图 3.6.8 流 形 在 M>0,A%>0;M=0,A.%=0; 
M<0,A Z> 05 Ц 的 交 线 
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距离 度量 A. 光 测量 弱 扩 张 与 压缩 方向 的 距离 , A. > 0, 
配 (9) 转 到 q 的 邻 域 具有 ui >0, 市 A. 光 <0， 配 (9.) 转 到 ge 的 邻 
域 具有 u1<0。 因 此 对 M >0,А.#> 0, 辣 宿 轨 道 分 裂 。 

假设 5( 非 共振 特征 值 ,在 原点 附近 线性 化 ) :特征 值 随 参 数 
Xe дв 和 上 变化 。 因此 ,对 任意 小 的 参数 变化 ,能 保证 非 共 恩 条 件 
在 特征 值 上 成 立 。 

现 我 们 解释 一 般 参 数 p 的 性 质 ,图 3.6.9 中 我 们 给 出 Melikov 
函数 M 的 零点 ,A.z(7 = 0) 的 零点 集 ( 对 固定 的 =1, 在 平面 


图 3.6.9 在 六 =0 和 和 A.x=0 时 图 的 两 种 情况 
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YE? ха Ха 空间 中 ,这 两 个 函数 的 零点 集 沿 指出 的 曲线 相交 ， 
沿 着 这 条 曲线 上 的 任何 点 p = 0) ,因此 ,从 上 面 的 讨论 中 ,零点 集 
横 截 于 这 条 曲线 运动 使 之 在 M > 0 和 M <0 区域 运动 ,在 参数 的 
变化 中 满足 假设 4 的 要 求 。 


第 四 章 ” 具 外 力 和 阻尼 的 Sine-Gordon 
方程 的 同 宿 轨道 


对 于 如 下 其 外 力 项 和 限 尼 的 Sine-Gordon 方程 : 
Ha = ша + sinu = ef ~ бшщ + Àu, + Psinwt] 


有 周期 偶 边 界 条 件 
u(x sika) = “(х $L) utao = ul- x,t) 


的 动力 系统 性 质 已 经 做 了 详尽 的 研究 。 其 中 ,0< e&<1,0<elAi 
之 1,w =1- =, L 国定 ,e Жо 均 为 正常 数 。 如 果 对 上 述 扰 动 的 
Sine-Gordon 方程 寻求 如 下 形式 的 解 : 


ue = 2V el ВОХ, Т)е“ + B*(X,T)e + О(є) 


H, X = //' 2вюх,Т = emt, 将 它 代 入 具 扰动 的 Sine-Gordon 方程 ,可 
得 如 下 具 扰 动 的 非 线性 Schrödinger 方程 : 


- Вр + Byy + (1 B 2 - 1)B = e( aB - iAByr + il) 
这 里 ,& = 29а, Â = Л, = 822632. ЖЛЕ ЖЕ X 的 区 
ПЕЕ 

ШЕЖЕ Е КЛЯ, В 


B(X,T) = Б + b(T)coskX, k= 


将 此 解 代入 方程 中 ,并 忽略 高 阶 Fourier 模 项 ,可 得 如 下 两 个 模 的 
方程 ; 
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к L еН 2 
-站 + (2те +у!%! -1}с+ 
т” + be*)b = ikac + T – 


š. [лее $i- (+ 0]; + 


СЯ + be" )с = ifb 

B P= оГ, В= (а + ЛЕ). 

因此 ,我们 可 以 考虑 如 下 更 一 般 的 方程 组 
JDH(x,l) + eg(x,l, u,e) 


Б 
m 


Í = eg (x,1,y,p,e) (4.0.1) 
у = DH(x,1) + eg’ (x,1,Y,1,e) 


0 1 
(x,1,y)C Rx Rx S!, a ; a) 


4.1 未 扰动 方程 组 的 结构 


我 们 考虑 未 扰动 方程 组 的 情况 , 即 s=0 
# = JD H(x, D) 
l =0 (4.1.1) 
у = DH(x,1) 
(х,у) Є Кх Rx S! 
我 们 注意 到 上 述 方程 组 中 ,1 和 y 是 不 耦合 的 ,而 工 和 7 的 动力 系 
统 是 很 简单 的 。 
假设 1 对 一 切 Єл, 51,298 
£ = JDAH(x,1) (4.1.2) 
具有 一 个 双 曲 不 动 点 zo(1), 和 它 相连 的 有 一 条 同 宿 轨道 < (г 
Г), B 


165 
lima (t, I) = (1) 
由 式 (4.1.2) 和 假设 1 ,我 们 能 够 描绘 出 方程 (4.1.1) 在 整个 四 维 相 


空间 中 的 相 空间 结构 。 
4.1.1 法 向 双 曲 不 变 流 形 . И 
容易 验证 如 下 点 集 


A= |(х,1,у) іх = (D, < I< h! 


为 二 维 的 具有 边界 的 法 向 双 曲 不 变 流 形 ,. 必 的 边界 9. 交 为 两 个 
Щ. 105,1, У) 1х = (0), = AiR, y) 1 (0), = ЉТ 
给 定 。 因 1-0, (4.1.1) ЕТО. 不 变性 从 假 
设 1 推出 , 它 说 明 向 量 场 式 (4.1.1) 正 切 于 .A “法 向 双 曲 "意味 
着 在 线性 动力 系统 中 扩张 率 和 收缩 率 依 . 必 的 补 方 向 控制 着 . 必 
的 正切 方向 。 对 我 们 来 说 ,重要 的 是 ,法 向 双 曲 集 在 扰动 下 是 不 变 
的 。 
4.1.2 Ж.и Ей 
Ж Е. Еу 
Í = 0,7 = DH(zo( 1),7) (4.1.3) 
这 个 方程 组 能 被 平凡 求解 , 轨 线 为 
I = const, y(t) = (DH(xo( DD)t+ Yo (4.1.4) 


因此 ,如 DHC ol), 1) 50,00 1 = const 标志 周期 轨道 ,如 DH (xo 
( 门 ,1) =0,W| / = cont 标志 着 不 动 点 的 贺 。 我们 称 DHC), 
Г) =0 的 了 7 值 为 共振 7 值 。 再 对 林 扰 动 系统 作 如 下 假设 : 

假设 2( 共 振 ) 存在 TE [六 ,六 ] 的 一 个 值 , 记 为 ,对 于 它 有 
ЮН(%,(ОГ), Р) =0. 

41.3 WA, W (. 信和 同 宿 流 形 

具 边 界 的 二 维 法 向 双 曲 不 变 流 撒 有 着 三 维 的 稳定 流 形 
F ARDRE 也 (. 加 ,这 从 式 (4.1.1) 的 假设 1 以 及 . 丸 
的 法 向 双 曲 性 可 以 看 出 。 进 一 步 ,由 式 (4.1.2) 同 宿 轨道 的 存在 性 
推出 POR 本 (为 沿 着 -个 于 维 的 局 宿 流 形 ( 记 为 THE 
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GERRA). E P= WAN A РАО ВЕ К Ў 
(ака Уб) = F DAGU, D. Dds +») 


(4.1.5) 
这 条 轨 线 当 1-> + = рр. PU ЖЇК. 因 aI) 
Xo( 了 1)(1->+w)。 由 于 式 (4.1.1) 是 自治 系统 ,具有 对 + 的 平移 不 
变性 ,因此 


(Ci 人 YE- to,1,70)) (4.1.6) 
也 是 式 (4.1.1) 的 一 条 轨 线 。 现 考虑 式 (4.1.1) 的 x ФЕ, (0, Г) 
为 同 宿 于 to( 了) 的 同 宿 轨道 上 的 一 个 参考 点 , 则 由 解 的 惟一 性 , to 
是 从 点 小 ( - 1, 了) 到 达 参 考点 x*(0,7) 的 惟一 飞行 时 间 。 办 此 ， 
同 宿 于 ia( 中) 的 同 宿 轨道 A0, DAEM R 上 的 点 一 对 一 地 对 应 起 
来 ,由 此 可 知 对 于 所 有 四 维 方 程 组 , 同 宿 流 形 Г 能 被 参数 化 为 
Г = {(х,1,у) {х = 这 (一 ДРЕ; = 


y(- tol Y) h sish tE 
R,0 < Yo < 27} (4.1.7) 
同 宿 流 形 的 参数 化 推出 :变量 io 沿 着 同 宿 流 形 移 动 相当 于 沿 一 条 
相同 的 轨道 移动 。 
4.1.4 工 上 的 动力 学 及 其 和 . 必 上 动力 学 的 关系 
当 t, Di 了) 和 了 保持 常数 时 ,我 们 注意 表达 式 
Ау = y(+ ®©,1,у) - у\- %,1, Ya) (4.1.8) 


对 于 ОНО СГ) 1) 0 的 1 值 ,Ay 是 不 确定 的 ;对 于 共振 了 值 ， 
Ay 是 确定 的 ,因为 积分 是 收敛 的 (积分 的 收敛 性 来 自 л (е, D> 
zo 站 指数 快 地 收银 ,t+ ® ,因此 ,在 共振 值 上 , ОНО (1,1). 
中) 指数 快 地 趋 于 0,1-> + % )。 因 共振 值 1 表示 在 . 必 上 不 动 点 的 
圆 ,轨道 (zx(i 广 ,天 ,7(t, 天 ,yo)) 是 相连 于 不 动 点 共振 圆 的 不 同 
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点 的 典型 的 异 宿 轨 道 (这 种 连接 是 同 宿 的 ,如 Ay = 2xn ,对 某 些 整 
Жп). Ë Ay 给 出 了 异 宿 轨 线 沿 着 不 动 点 圆 的 端点 之 闻 的 位 相 
差 , 如 图 4.1.1 所 示 。 

РА ГАСЛА] 


Д 
„ГО 
Шш p 


(а) 


图 4.1.1 .你 及 其 稳定 与 不 稳定 流 形 的 几何 性 (a); 
. 必 的 动力 学 行为 (8);. 信 寺 同 宿 到 周期 轨 的 轨道 和 
Ж КИ ЖТЫН ( c) 
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42 扰动 系统 的 结构 


对 于 末 扰 动 系统 ,我 们 只 采用 一 个 坐标 系 (*,7,y) ,但 在 扰动 
系统 中 ,我 们 得 考虑 两 种 坐标 系 (x, 1,Y) 和 (x, А, У) 

4.2.1 AWAM W* (. 办 在 扰动 下 的 不 变性 

{5 = |(x,I,y) ll x- xo(1) |< 8,1 < I< h! 
(4.2.1) 

Ep, лй < WÈ h=h® = 1, T% 大 为 . 必 的 一 
ABR. АЖЕ ЖИТТЕ АО АЕ ЖЛЕ WL 

WC = РС) П. „С PLANC 

定理 4.2.1 存在 seo>0 充 分 小 ,使 得 0< E < eo0,. 必 作为 一 个 
人, 具 边 界 的 局 部 不 变 二 维 法 向 双 曲 流 形 A 是 不 变 的 , Z, 具有 
如 下 和 性质: 

(DD) .AEC(e, н) 

(2) .⁄Z 作为 C' 流 形 e BR .能 表示 .作为 

„44 = х,у) х = СРУ) 


хоб) + е (У, н) + Ol?) hi < 1< bl (4.2.2) 

进一步 ,存在 бу 充分 小 (依赖 于 se) 使 得 对 0< 2 < 60, 存 在 U 中 的 
局 部 不 变 流 形 Wol {ЖП Wiel 发 ), 具 有 以 下 性 质 : 

(3) (ЭЯ Wiel) EC (e н) 

(4) Wiel ZD N Wiel Me) =. 

(5) В (.)( Wi. (. Z.) ЖЯ Wiee (. Z) Wie (AKI — 
个 图 , 它 是 є 通 近 于 (. A Wie 4)) 

(6) EEO ADEGE), EG), RR 
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条 轨 线 , 它 是 在 t= 0E Wiel 4)( Wiel Z ))'E JM > + о 
(> = ®)],йЖ 

(а) ED EOOD ERGa), Ea), ORU, 
或 者 

(b) lx;(í)- x. (1,y,a)|—0O(1xe(1)- x, (У, н) 10) 
我 们 把 Wiel F 本 (入 ) 分 别称 为 , Z 的 局 部 稳定 流 形 和 
部 不 稳定 流 形 。 

证 :来 自 Fenichel 的 不 变 流 形 理 论 -20-。 

附注 1: 局 部 不 变 流 形 意 味 着 具 初 始 条 件 的 轨 线 在 M 上 能 
离开 00, 仅 能 越过 .A 的 边界 。 

MRE 2: Z€ Cle ,wp)(rz>2) 是 重要 的 , 它 使 得 我 们 能 在 流 
ЕЯ є, и {Е Taylor 展开 。 

WERAK, х, (1, у, н), И х, (У, 
满足 的 拟 线性 微分 方程 


JD.H(x,,1) + є&*бх,,1,у,н,є) = 


Ш] 


SN 


e(Dixe)g (Xe, 1, Y, uE) + 


(Ру xe) Dih (x, 1)) + eg (x, YuE) (4.2.3) 


我 们 能 对 式 (4.2.3) 关 于 e WAR (1, у, x) 的 导数 满足 的 方 
程 。 我 们 得 到 xj( 17,7,y) 满 足 常 微分 方程 
= (Dy x) DH(xo( 1), D + JD2H(x0( I), D x; = 
(D,xo(D)g' (хоб), 1, Y, u0) - 
g xol), I, Y, 0) (4.2.4) 


我 们 指出 一 种 特殊 情况 很 重要 ,此 时 式 (4.2.4) 可 立即 求解 。 即 在 
共振 值 7= F EE DHF), F) =0, 式 (4.2.4) 能 归结 为 代数 方 
程 求解 
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х= (D(xo( F), F) Dixo) в (xo( T), Г, у, н,0) - 
glx), F.Y, н,0)1 (4.2.5) 


容易 发 现 Di x 门 满足 隐 式 微分 方程 
DCz(D,D = 0 

简单 计算 可 得 

Dixo(1) =- (DHC xC), DY DDH xol), 0) (4.2.6) 
式 (4.2.5) , 式 (4.2.6) 以 后 是 有 用 的 , DH (xC), DHA EER 
É xol 站 的 双 曲 线性 。 

附注 3: 我 们 分 别 定义 „4, 的 整体 稳定 流 形 和 不 稳定 流 形 为 

WHI W) F 和 .(…) 表 示 式 (4.0.1) 所 形成 的 流 ,定义 


(4) = UP Wiel Z) N 15) 
sE (4.2.7) 
С) = YA Wiel) N 0) 


4.2.2 在 .区 上 的 动力 学 


我 们 想 讨论 在 .发 上 的 动力 学 。 对 于 扰动 向 量 场 (0,1) ,我 们 
将 引入 (x,h,7) 坐 标 ,扰动 向 量 场 限制 在 . 妈 上 为 


1 = eg (x, ,1),1,Y, pe) 
y = DH(x,(1,y,n),1) + (4.2.8) 
eg (xe(1,Y,1),1,7, pe) 
式 (4.2.8) 对 。 作 短 级 数 展开 得 
1 = eg (хб Ї),1,н,0) + 
ell De (х0 1),1,У,н,0),х(1,у)) + 
Dg' (xol 1),1,7,1,0)] 
y = DH(xó(1),1) + 
e[l D, (DHC xo), 0), (1, У)) + 
(хо, 1, Y, p,0)] + Ole?) 


(4.2.9) 
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其 中 (,，)》 表 示 通 常 的 欧 氏 内 积 。 我 们 研究 式 (4.2.9) 在 共振 /= 
F 时 的 动力 学 。 为 了 得 到 更 简单 的 方程 ,我 们 引 和 人 变 元 变换 
I= Ре, у= У (4.2.10) 
将 式 (4.2.10) 代 入 式 (4.2.9) ,在 了 的 Taylor 展开 式 中 考虑 O (Ve), 
再 作 时 间 尺 度 变换 r =Y st ,可 得 方程 
h =g +VeG(h,y,u) + Ole) 
y =((D,(DIH),D,xo) + DIH)h + (4.2.11) 
УЕ(Һ,у, н) + О(є) 
这 里 “" 表 示 对 r 的 导数 。 
СОВ, у.) =((D.,(g),D;xo) + Dig')h 


Fh, y.p) = $ID: DDA) Dixo, Dixo) + 


(D,( DH), 02 xo) + 2( D, ( DIH), Di xo) + 
DH]? + (D .(DIH),x/) + g 
以 上 所 有 函数 取 值 在 ro( Г) =x), Г= Г, У, р. = 0. 
当 se=0 时 , 式 (4.2.11) 为 可 积 Hamilton 方程 组 
k = g 三 一 D; X 
А 4.2. 
y = ((D.(DiH), рухо) + DIH)h = р. (4232 
其 中 


Hh, y) = (р.н) Охо) + Н) +з? - | glay 
Yo 


为 Hamilton 函数 ,可 积 Hamilton 结构 对 于 了 解 . 改 上 共振 集 附 近 
动力 系统 的 定性 结构 是 有 用 的 。 

从 动力 学 系统 在 .发 上 考虑 , 我 们 仅 关心 在 共振 7= P W 
0(Ye ) 邻 域 里 的 状态 。 引 人 中 心 在 7= F 的 环 
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Z = |(х,В,у)1\х = (Уел, yy) l В \< Ci 


其 中 C> 0 为 某 常数 - 选择 C 充分 大 使 得 环 面 包含 未 扰动 同 宿 轨 
Н. 在 hy 坐标 中 ,共振 面 ( 即 环 4) H o(1) 宽 度 , 二 维稳 定 与 不 
稳定 流 形 WO2) (Е Б^ (. 4&)ЯП ЭИ“ (4) Т 


ЭАК ИЕА , ВАПНА. 的 动力 系统 和 人 在 .A 上 相 

同 区 域内 未 扰动 系统 进行 比较 ,为 此 定义 “未 扰动 环 ” 
‚уж |(x,h,y)l x = x (T), lhi< C! 

它 的 三 维稳 定 流 形 WOA MERRER W 加) 沿 着 分 叉 相 连 : 

对 可 积 Hamilton 系统 式 (4.2. 12) 再 作假 设 。 

假设 3: 对 u = po 存在 У. Сло) ЯП У, Спо) Фф go = (һ,у) = 
(0,7,( 10)) 是 式 (4.2.12) 的 双 曲 鞍点 型 不 动 点 ,po = (А, У) = (0 
y.( p10)) 是 式 (4.2.12) 中 心 型 的 不 动 点 。 进 一 步 , фо 相连 一 个 同 宿 
轨道 ,po 仅 是 同 宿 轨道 内 部 的 一 个 不 动 点 ,如 图 4.2.1 所 示 。 


0 K (Bo) Z (йо) 2л 


图 4.2.1 限制 到 . A EK Hamiltonian 向 量 场 相关 的 动力 学 行为 
附注 1: 可 能 出 现在 共振 点 有 同 宿 轨 道 相 连接 的 多 于 一 个 鞍 
中 心 对 的 情况 ,如 图 4.2.2 所 示 。 
附注 2: 因 在 ро, qo 处 线性 化 向 量 场 的 矩阵 是 可 逆 的 ,这 些 不 
动 点 包含 在 含 uo 的 参数 值 开 集 上 是 存在 的 。 
附注 3: 分 界线 的 方程 容易 从 Hamilton 式 (4.2.12) 得 到 ,利用 
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— y = 


图 4.2.2 ИИН]. 4. 上 关于 首 阶 
Hamiltonian 向 量 场 动 力学 行为 的 其 他 可 能 性 
. 避 的 水 平 集 的 能 量 确 定 了 分 界线 , 它 等 于 鞍点 go 的 能 量 , 即 
Wh,Y,p0) – Z0, Y (uo), to) = 0 (4.2.13) 
318 4.2.2 对 e 充分 小 


(1) go 保持 为 式 (4.2.11) 的 鞍点 稳定 型 双 曲 不 动 点 ,表示 为 %。 
(2) 如 


(D(DH),Dyxi) + Dyg + Dig! + (Dg. Dixo) < 0 


(4.2.14) 
在 相连 于 qo 的 同 宿 轨 道内 部 成 立 , 则 po 变 成 式 (4.2.11) 的 双 曲 
汇 点 , 记 为 p. ,如 图 4.2.3 所 示 。 
(3) po 通 近 于 p, 以 阶 o(Ye ) ,go 以 o (Ve NEE д, 
证 :(1) 由 双 曲 不 动 点 的 不 变性 得 到 。 
(2) 由 量 
((D,( DH), Р, xi) + Dg’ + Dig! + (Dg , Di xo2) 


正好 为 DyF + DC , 它 是 式 (4.2.11) 线 性 化 迹 的 最 高 次 项 。 由 程 


е 用 Bendixson 准则 以 及 某 些 简单 相 平面 分 析 技巧 即 得 
133` 


(3) 由 隐 函 数 定 理 得 到 。 


© 


Ж 9 
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TP = 
图 4.2.3 在 引 理 4.2.2 的 条 件 下 ,限制 到 . Z E 
在 向 量 场 的 共振 附近 的 动力 学 行为 

在 式 (4.2.12) 中 相连 于 go 的 同 宿 轨道 所 围 成 的 区 域 是 汇 点 
pe 的 吸引 盆 的 一 个 好 的 近似 。 

引 理 4.2.3 设 引 理 4.2.2 的 条 件 式 (4.2.14) 成 立 ,p 表示 与 
未 扰动 同 宿 轨 道 有 一 个 0O(1) 距 离 (在 hy 坐标 系 中 ) 的 轨 线 所 界 
区 域 中 的 任意 一 点 , 则 е 充分 小 时 ,对 于 扰动 动力 系统 式 (4.2.11) 
经 过 р 的 轨 线 在 r 一 xx 时 渐 近 地 逼近 p, 

证 :在 引 理 4.2.2 的 条 件 式 (4.2.14) 下 , gq: 的 稳定 流 形 形 成 p 
的 吸引 俭 的 边界 。 由 标准 的 平面 Melnikov 分 析 表 明 , q, 的 稳定 与 
不 稳定 流 形 被 一 个 O(VE ) 大 小 的 未 扰动 间 宿 轨道 管状 邻 域 所 分 离 
( 除 qo 的 一 个 小 的 固定 邻 域外 ) ,如 图 4.2.4 所 示 。 


Face” 


0 2R 


< 一 y 一 ~ 


4.2.4 天 的 吸引 盘 以 及 与 共振 附近 未 扰动 结构 的 对 比 
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4.2.3 WÒ.) F W° (. 人) 的 纤维 :奇异 扰动 性 质 
定理 4.2.1 提供 了 在 W AA Wu (. 六) 上 轨道 渐 近 性 质 的 
描述 , 引 理 4.2.2 和 引 理 4.2.3 讨论 了 在 .A 上 的 动力 学 。 现 在 ， 
我 们 想 把 这 些 结果 捆绑 在 一 起 ,特别 地 ,我 们 要 特征 化 在 (6) 
和 了 瑟 (. 云 ) 中 的 轨 线 利用 它们 在 .六 的 渐 近 性 。 这 是 一 个 奇 性 扰 
动 理论 中 的 精细 问题 ,因为 与 快 的 横 截 于 . x 的 动力 学 相 比较 , 动 
力学 在 .上 是 慢 的 ,在 没有 重新 标 度 时 间 的 情况 下 ,再 写 这 些 方 
程 为 
h =Veg' + eG(h,y,g) + Ole?) 
7 =/e((D (DH),D x + DIH)h+ (4.2.15) 
eF(h,y,n) + О(є??) 
注意 到 ,对 e =0, 式 (4.2.15) 归 结 为 
h=0, 7=0 (4.2.16) 
于 是 在 整个 相 空间 的 动力 学 能 写 为 
£ = JDH(x,T) + YeD( JDH(x, FO)h + 
DeDHAID HC Th + 


eg (x,T,y,1,0) + О(є??) 
h =Veg (х,Г,у,н,0) + 
(4.2.17) 
eDig'(x,T ,7Y,1,0) + Ole?) 
y = DH(x,F) + VeDH(x, FT)h+ 


FEDH, Г)? + 


seg’ (x,T,7,1,0) + О(є*?) 
当 e=0 时 , 式 (4.2.17) 归 结 为 
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£ = JD,(x,T) 
L = 0 (4.2.18) 
y = DH(x,T) 


对 于 上 述 方程 ,有 某 些 性 质 需要 指出 : 

(1) 从 式 (4.2.16) 我 们 看 到 , 当 e =0 时 ,在 . 忌 上 的 共振 邻 域 
(关于 式 (4.2.10) 所 标 度 的 变 元 ) 完 全 由 不 动 点 构成 ,因此 ,可 在 式 
(4.2.10) 中 作 变 元 变换 使 不 动 点 的 圆 变 为 中 心 在 1= 上 上 的 不 动 
点 环 。 

(2) 对 小 的 s(ez0) ,粗略 地 讲 , 动 力学 在 x 变化 的 特征 在 扰 
动 的 影响 下 并 不 改变 很 多 ,定理 4.2.1 已 给 出 详细 的 描述 ,但 动力 
学 在 环 上 是 极 不 相同 的 。 事 实 上 ,e =0 时 ,在 环 面 上 不 存在 动力 
学 ( 它 由 不 动 点 所 构成 ) ,而 对 于 小 的 ,典型 的 共振 结构 产生 ,如 
同 式 (4.2.15) 的 研究 ,考虑 慢 时 间 + =Y et。 

我 们 利用 纤维 理论 来 分 析 上 述 方程 。 

先 举 一 个 例子 进行 分 析 ,考虑 扰动 方程 


Ë = є, p =- (4.2.19а) 
有 解 
Elt) = бе“, бї) = тоет" (4.2.20а) 
未 扰动 方程 
¿=0, }=-7 (4.2.19Ь) 
有 解 
Elt) = É, 100) = moe ' (4.2.20b) 


єй i В ЛЕЙ, E 平面 的 剩余 部 分 是 
它 的 稳定 流 形 。 同 我 们 的 问题 相 联 系 ,& 轴 类 似 于 我 们 的 环 。 而 
En 平面 的 剩余 部 分 类 似 于 我 们 环 面 的 稳定 流 形 , 可 采用 Fenichel 
的 纤维 理论 和 奇 性 摄 动 理论 来 处 理 我 们 的 问题 。 

定理 4.2.4 存在 6。 > 0, eo > 0 使 得 对 给 定 的 任何 点 (天 ,7 ) 
E. 冯 ,存在 一 维 曲线 族 , 称 之 为 稳定 纤维 , 它 能 表示 为 图 
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х = xal xih, Yp E), А = h(xish,y, ne) 
Y = у(х;В, Y, u NE) 
HP х= (х.х), A, RAER E. ERTA 
确定 :任何 0< 500.0 <е< е0, 1 х.1<0, иЄ RI. 这 些 曲 线 具 有 
如 下 性 质 : 
(1) ENII x С, НА, уиме) С. 
(2) ху(х„(Г+/є%һ,у,н);ВЬ.у,н./Е) = 
х. (Г +v ећ, У, м) 
Ах. Сей, Ун) В.У.) = 
у(х. (+ У, Y sh,y, Ve) = у 


其 中 ,.A 对 于 适当 限制 的 1 (Ë x. (Г, ун) = (ху (Р.У, н), 
#2. (Г.У. н)) В), ПЕ 4.2.1. 


(3) Foel O AEAEE е 的 所 有 稳定 纤维 的 并 集 。 

_ 《4) BRG) YODA 4 PORR, WE (h(0),y(0))= 
(h, Y) Elali) хое), A), YUD Æ Wel ж):  — ЖЖ 
Him 

x2(0) =x2( x1(0);h, Ysy VE) RCO) = 

h(x (Osh,y, pve), 

7(0) =Y(x1(0);h,y, u VE) 

即 轨 线 从 纤维 的 基点 (有 ,y) 开 始 , 且 
| Clt) Alt), (2) -ixr + 

Мећ (2), y) y) R), YC)] 1< Ce” 

Yt>0, 菜 常数 C.A >0, A), YOE 4% 
换言之 ,从 稳定 纤维 出 发 的 轨 线 渐 近 于 .去 中 的 轨 线 , 它 从 这 


ЖА 
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(5) 纤维 族 形成 一 个 不 变 族 :在 时 间 流 的 映照 下 ,纤维 映照 为 
纤维 。 解析 地 看 ,车 设 (x1(1) охот) ВСР) УСО 
x2(0) = xal x(O); h, ysu VE) ` 
Һ(0) = hl (0); h, ysu Ve), 
y(0) = У(х100):%,7, не) 
则 
x(t) ха (ао ВС (0) pe) 
бе) = Васо ВС) Со) pe) 
yG) = y(n АС) 00) а) 
(6) єє -0 时 ,未 扰动 纤维 对 应 于 未 扰动 异 宿 轨道 ,因此 扰 
动 与 未 扰动 纤维 是 С 的 且 E 通 近 。 
证 ;直接 来 自 Femichel MARION, 
附注 1: 可 得 到 对 于 央 (. 砍 ) 纤 维 的 同样 的 结果 。 
附注 2: 解 是 纤维 的 拟 线性 偏 微分 方程 能 被 得 到 ,这 些 方程 是 
类 似 于 定理 4.2.1 中 给 定 的 方程 。 
命题 4.2.5 Wulp) A С.е 接近 于 Wiel po)。 
证 :这 个 结果 来 自 通常 的 不 稳定 流 形 定理 的 一 般 化 ,因为 po 
不 是 双 曲 的 ,通常 的 结论 需要 做 一 些 改进 "*。 


4.3 连接 p, 的 同 宿 轨道 的 存在 性 


我 们 将 用 几何 结构 发 展 起 来 的 方法 证 明 我 们 的 主要 结果 : 相 
连 于 共振 域内 不 动 点 р, 的 同 宿 轨 道 的 存在 性 。 这 个 证 明 分 两 步 ， 
第 一 步 证 明 , W Cp) c W (4) 粗略 地 讲 , 在 Wp) PERRA 
环 é, 的 一 个 邻 域 离 开 又 回 到 这 个 环 面 上 。 第 二 步 我 们 证 明 这 条 
雪线 实际 上 在 1o ВЕР р, 第 一 步 涉 及 一 个 逼近 , 它 类 似 
于 高 维 Melnikov 理论 。 第 二 步 涉 及 瑟 (. 去 ) 的 纤维 并 要 求 从 第 一 
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步 推出 在 (р, ЧАНЫЯ Еи, 中 的 罗 线 ,这 条 雪线 不 必 在 
р, 的 吸引 域内 。 

4.3.1 0 (р,)} СИ (. Z,) :高 维 Melnikov 理论 

我 们 的 目的 是 考察 W (p EEA WOZO ME. 

第 一 步 ,对 于 未 扰动 系统 ,发 展 一 单 参数 的 未 扰动 同窗 轨道 ， 
再 四“ 同 宿 华 标 "的 运动 系 在 同 宿 流 形 上 。 

未 扰动 异 窒 轨 着 在 w'(. 2) N MOA) 中 的 参数 化 已 在 前 面 
4.1.2 节 中 给 出 .固定 1 = Г. = | DAG, Т), Dds + 


Yel po) ЖЕТ yC- %,F,yo) = 为 (po)。 余 下 来 的 坐标 在 И“ (ру) 
参数 化 中 为 to,to 沿 配 (po) 运动 。 

e=0 时 ,一 维 W (POETE 号 (. 罗 ) 中 。 我 们 将 决定 在 什 
么 条 件 下 ,对 于 扰动 问题 ,这 种 情况 仍然 成 立 。 我 们 利用 发 展 起 来 
的 相应 扰动 流 形 之 间距 离 的 扰动 测度 方法 来 做 这 件 事 。 趾 离 测 度 
利用 了 作为 可 积 结构 基础 的 整体 几何 学 。 特 别 地 ,让 р = (a (to, 
F), F, YC- to F, Y DRR (ро) (о). ЖЕТЕ 
P 点 的 三 维 超 平面 五 , 它 是 由 向 量 n(p)= (D.H(p), DIH(p) - D, 
(zo( 下) ,了 ),0) ,1 了 和 Y 所 张 成 ,这 里 了 和 7 分 别 表示 7 和 7y 方向 的 
单位 向 量 ， n(p) 表 示 丁 在 P 点 的 法 向 量 。 变 化 € R 使 之 在 超 
平面 上 运动 到 本 (po) 丰 PFARA A. (ро) 6—4 ЕУ 
超 平面 相交 , 横 截 相交 于 一 点 上 , WV'(. 为 ) 横 截 相交 于 超 平面 于 
维 曲面 上 的 每 一 点 ( 见 图 4.3.1)。 我 们 研究 W (POR 号 (. 云 ) 在 
ACH, 之 间 的 距离 测度 。 

第 二 步 , Wp) 号 (. 冯 ) 的 不 变性 ,以 及 这 些 流 形 和 П, Ж 
截 相 交 的 不 变性 。 

对 充分 小 , 配 (po) 和 W'(. Z) ASE, W Cpe), W (.Z,)tB ë 
持 。 进 一 步 , Wiel po), Wl. (4) С ВАР е ЗЕ (р) Ж] 
Miel Z.) 利用 简单 的 Gronwall 估计 ， 易 知 在 .为 的 邻 域 之 外 ， 
本 (po) 中 的 轨 线 е 逼近 于 W (jp. ) 的 轨 线 (有 限时 间 间 隔 )。 进 一 
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“(руп Iy 


图 4.3.1 未 扰动 系统 中 的 同 宿 坐 标 


步 , 由 横 截 相交 的 不 变性 ,在 .为 的 邻 域 之 外 ,在 每 点 p = (х*(- 
l F), F,y( + to F, y| )) G (ро) П 1" (.4), WW(p) 横 截 相 交 
+, 的 点。 号 (从 ) 在 一 个 二 维 曲 面 上 与 U, RALAR 


4.3.2)。 
WOOT 


图 4.3.2 扰动 系统 中 流 形 的 分 裂 测度 


第 三 步 ,得 到 Melnikov 函数 和 几何 解释 。 


已 知 WOM W(t) 之 间 在 点 p(x*( 一 to, 了 ?了 ),T,Y(- to 


г,70)) ЄП, 的 距离 为 


dlto, F, Yeo) HoE) = 


eM( to, 1, У. (но) зно) 


Г а(р) | 


+ 0(е2) 
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其 中 
M(to, Р, У. Спо) зно) =| (пне) + (рн) g')) > 


(golt — tos T ,Ye(p0)) ,p00)dt ~ 


(DH(xo( 7T), 7)): 


[Г еса = tos F, У. (0) p0,0)dt 


golt = tos F, У. (но) = (але -= to, F), Р, y(t to, Г, Уо) = 


[E DHG, 7), Pas + эо) 
(4.3.1) 

这 是 用 标准 的 Melnikov 技巧 得 到 的 。 关 于 Melnikov 函数 的 如 下 特 
征 值得 注意 : 

(1) 若 在 式 (4.3.1) 中 ,一 :+ io; 则 to 不 再 出 现 于 Melnikov в 
数 。 

(2) 如 果 一 维 Wp O 9 号 (.x) 相 交 于 一 个 点 上 ,由 解 
的 惟一 性 定理 , 它们 必须 相连 在 一 维 轨道 上 。 因 W ERE 
的 ,这 就 推出 WO ORERE FUB 

定理 4.3.1 设 在 y= но 上 式 (4.2.14) 成 立 , 且 

(1) M(T ,y.(go),#0o) = 0, 

(2) EMU у; бды), о) Ri Ë 1, 
则 WC cP) 

4.3.2 W“(p,) OW (p,) : p, 的 一 条 同 宿 轨道 

设 (р) с 0.4.) „ДІН 4.2.5 可 知 存在 点 

be = IU N Wiel pe), Во = 90 П Wil po) 


使 得 
| fe - ña |= O(/e) 
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如 图 4.3.3 所 示 。 因 WCW ЛЕ =0ЕЖЙ А, 的 轨 
线 将 回 到 LE( 在 某 些 有 限 飞 行 时 间 之 后 )。 标记 此 点 为 

р = д1Ў N #“(р,) 


| 


W (р) OIUA 


m nL A 


1 
an < 
图 4.3.3 离开 .从 的 -个 邻 域 的 轨 线 (离开 点 为 5 Mpo) 


对 于 未 扰动 问题 必 有 

р$ = 3V n W” (po) 
因为 从 9 1 到 9 5 的 飞行 时 间 是 有 限 的 ， 易 由 简单 的 Gronwall 型 
估计 得 到 


Ipi- pi = Oe) 


如 图 4.3.4 所 示 。 


图 4.3.4 返回 .A 的 一 个 邻 域 的 轨 线 ( 回 到 点 рг Apo) 
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我 们 已 经 证 明了 存在 一 条 轨道 , 它 离开 . 的 邻 域 ,然后 又 回 
到 .A 的 邻 域 ,其 中 利用 了 法 向 双 曲 不 变 流 形 的 扰动 理论 和 广义 
Melnikov 型 分 析 。 下 面 要 证 明 这 条 轨 线 当 1 一 % 时 渐 近 于 po 为 
此 ,我 们 必须 利用 纤维 。 从 定理 4.2.4 和 定理 4.3.1, 知 p 和 p? 
在 纤维 上 上, 分别 标 记 这 些 纤 维 的 基点 为 pf 和 p>。 由 定理 4.3.1 
p -p |= ОС) 
进一步 ,在 po 的 h-y 坐标 上 ,有 

po = (0,у°(и0)) = (0, Y.C zo) + Ay) 

其 中 Ay 为 式 (4.1.8) 所 给 定 。 现 在 在 .次 P, p 的 吸引 域 为 相连 
F до 的 Hamilton 水 平 集 所 近似 ( 引 理 4.2.3)。 进 一 步 ,在 h-y 坐 
标 下 ,由 Hamilton 的 水 平 集 所 围 成 的 面积 为 0(1)。 因 此 ,从 定理 
4.2.4, 对 e 充分 小 ,如 果 PF 被 包含 在 相连 qo 的 闭 同 宿 轨道 之 内 
(go 与 闭 同 宿 轨道 的 距离 为 0(1)),p? Е: o BEBRIR BT pe 
则 从 定理 4.3.1 知 ,通过 р! 的 轨 线 渐 近 允 近 于 p.(1->% ), 如 图 
4.3.5 所 示 。 

这 种 情况 可 直接 进行 验证 ,从 前 面 可 知 ,相连 qo 的 同 宿 轨道 
为 


Ah, Y, p) - HO, Y (uo) мо) = 0 
这 条 曲线 所 界 区 域 像 一 条 “* 鱼 "。 角 度 值 y ,这 条 鱼 的 尾巴 在 y = 
У,(по) E BRATT y = у, (ло) ЖР 加 (Apo) 为 方程 
(0, Y, po) -HOY (p0),p0) = 0 
的 解 。 在 图 4.3.6 中 ,我 们 解释 四 种 最 一 般 的 可 能 性 (a) ~ (d). 
定理 4.3.2 BE p= po 时 假设 3 和 式 (4.2.14) 成 立 , 且 
(1) MÈT ,y.( o), мо) =0 


(2) EMO, у, Сн), BAT l. 
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图 4.3.5 E.Z 邻 域内 -- 条 轨 线 的 返 , 它 回 宿 到 pela) 


扰动 和 未 扰动 纤维 (65) 

Pce 

Li 

h = 

U (a) (e) 
бее" 
700 бушу е 09 2 шә оа 
Г+сє'? 

Куут, 

ey 

И К | 四 í ga 
DERS KU ИП R ДҮ 


图 4.3.6 在 .的 上 与 m 连接 的 未 挑动 同 宿 执 道 的 可 能 几何 结 й 
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(а) Yal o) < Y” (ро) < У, (ро) 

(b) O< y (ро) < YC HOR Valo) < Y” (по) 20 

(c) У. (по) < Z° (ро) < У, p0) 

(d) Os Y” (ро) < У, (ро) 9 У, (но) < y“ (ро) <2п 
则 (0.1) 具 有 “简单 的 "相连 于 р, 的 同 宿 轨道 。 进 一 步 ,如 (1) 不 成 
立 , 则 不 存在 相连 于 p, 的 同 宿 轨 道 。 如 (1) 和 (2) 中 适当 的 (a) ~ 
(d) 角 不 等 式 不 成 立 , 则 不 存在 “简单 的 "相连 于 p 的 同 宿 轨道 。 


4.4 ”混沌 :Siljnikovy 定理 


同 宿 轨道 的 扰动 是 产生 混沌 ( 依 Smale 马蹄 意义 下 ) 的 一 般 机 
制 。 相 连 于 不 动 点 的 同 宿 轨道 在 自治 常 微分 方程 中 能 或 不 能 产生 
混沌 动力 学 ,对 于 不 动 点 的 稳定 性 附加 条 件 是 必要 的 (特别 ,有 关 
稳定 和 不 稳定 流 形 的 维 数 ) 以 及 稳定 不 稳定 流 形 相交 的 几何 性 质 
(相交 面 的 维 数 ) 有 关 。 
定理 4.4.1 考虑 四 维 自治 C(rz>3) 常 微分 方程 ,具有 双 曲 
不 动 点 相连 于 同 宿 轨道 , 设 在 不 动 点 线性 化 的 矩阵 具有 形式 
-ẹ -w 0 0 
w -ẹ 0 0 
0 0 -à 0 
0 0 0 x 
其 中 pà >0,w#0, y >0,v >p, à зис MM|— 4 = #Ë Poincare 映照 
《 它 为 充分 接近 于 同 宿 轨道 所 确定 ) 具 有 不 变 Cantor 集 ,在 其 上 拓 
扑 共 示 于 符号 可 数 集 的 平移 。 
关于 这 个 定理 的 几 点 评注 : 
(1) 从 定理 假设 中 ,可 看 出 不 动 点 具有 一 个 三 维稳 定 流 形 和 
一 维 不 稳定 流 形 。 
(2) 在 我 们 的 问题 中 , — o + iw 表示 向 量 场 的 特征 值 ,限制 在 
A Eo HETA, - p 和 w 为 0(e) 特 征 值 。- À 和 v 表示 横 截 
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于 .x 的 线性 增长 率 , 同 时 -是 0(1) 的 ,进而 有 vy>p>0。 我 们 
仅 需 验证 A 关 v ,而 这 也 是 清楚 的 。 

(3) 如 系统 稍微 扰动 一 下 , 同 宿 轨道 破裂 , 则 Poincaré 映照 具 
有 一 个 不 变 Cantor 集 ,在 其 上 拓扑 共 轿 于 有 限 数 符号 的 整个 平移 。 
这 种 混沌 在 扰动 下 是 稳定 的 。 

(4) 如 入 >v, 则 在 Poincaré 映照 的 不 动 Cantor 集 上 的 轨道 具 
有 一 个 正 的 Lyapunov 指数 和 两 个 负 的 Lyapunov 指数 。 如 和 <，, 则 
轨 线 具有 两 个 正 的 Lyapunov 指数 和 一 个 负 的 Lyapunov 指数 。 

(5) 存在 其 他 可 能 的 产生 混沌 的 机 制 。 例如 相连 于 q, 的 同 
宿 轨道 ( 它 具 有 二 维稳 定 与 不 稳定 流 形 ) 如 同 含有 р. 和 g 的 异 宿 
圈 。 


4.5 在 具 外 力 .阻尼 项 非 线 性 Schrödinger 
方程 中 的 应 用 
考虑 二 模 近 似 具 阻尼 、 外 力 项 的 非 线 性 Schridinger 方程 
+ (ева твр) ез 


Leeb’ +c'b)b = ас + ЕГ 
(4.5.1а) 
а [алеге fi-a D]e 
ica + c*b)e = ieBb 
在 式 (4.5.1a) 中 让 < =0 得 到 未 扰动 方程 组 


re 0 sebb = 0 


ш [Pie тве оь + 


Тт + се = 0 (4.5.10) 
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直接 验证 知 , 未 扰动 方程 组 具有 如 下 两 个 守恒 积分 


1 
Н = 1с 16е 


3 1 
lb - 501+ P) lb 1 - 
КШ g р Ep 2 
2 8 с + b “e (4.5.2) 
1 
I=yx(1 cel +1 b) (4.5.3) 


未 扰动 系统 具有 下 面 的 Hamilton 形式 


аи уа ф=-2 E (4.5.4) 
显然 ,在 如 下 坐标 变换 下 
(с,В) = (- c,b),(c,b)— (с, – Ь),(с,Ь)-= (с, В)ей 
(4.5.5) 


未 扰动 方程 组 是 不 变 的 ,其 中 X 为 任意 实数 。 
方程 组 (4.5.1) 不 具有 (0.1) 形 式 ,在 (0.1) 形 式 下 我 们 的 理论 
可 以 应 用 。 因 此 ,引入 如 下 坐标 变换 
c=lele?, b = (x+ iy)e? (4.5.6) 
在 这 些 坐 标 之 下 ,未 扰动 方程 组 变 为 


о 32, 13_ Во 
# = - ky srra ду 
е р 23.32. Н 
ў ( 2) х + 4 + ху == y 
4.5.7 
iao 2 о 
=0= 37 
ZE 2 2 Ho 
y=l-l-x =- 73} 


L...“ 
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守恒 积分 为 这 里 КЕ 
S / ЕЕЕ 
н = 1-00 ру) + уру + GA КААК А O 
| 4.5.1 未 扰动 可 积 结构 
(.-20)2- ву 我 们 要 证 明 式 (4.5.7a) 具有 不 变 流 形 结构 , 为 此 考虑 式 
HL (4.5.7a) 的 x-y 分 量 , 可 与 为 
扰动 方程 组 为 З Ea 
i=- Еу – 1 Y+ ДУ 
4 = - Ву - арау + ау + (4.5.9) 
у= (0-21) х + + + эу? 
£ Ap p Sul 一 а] 
“л. 注意 到 式 (4.5.9) 对 一 切 / 的 值 有 一 个 不 动 点 (x,y) = (0,0) ,这 
рота 12 y 3, Т 是 对 称 性 的 结果 ,由 式 (4.5.5) 给 出 。 简 单 的 线性 分 析 表 明 (x， 
у) = (0,0) 对 于 T> 如 /2 是 鞍点 。 进 一 步 对 Hamilton 水 平 集 进行 
[r sn А a] (4.5.7b) 考察 , 它 含有 原点 , 旦 由 Н(х, y, D- Н(0,0, 7) =0 给 出 。 它 表 
Мг? 2 明 在 此 范围 里 对 于 每 一 个 1, 原点 具有 一 对 对 称 同 宿 轨 道 。 因 
ї=- г/г 0 - у?сову + Е 
(8 - a)(< + у?) + 291] Ф = [ауу г) lss0 1 > г} (4.5.10) 
акеге g] sny 和 
F3 2 
ОбС PANPA = 
具有 一般 形式 
~ ән, ӘН, k х,у. У) Н(х,у,) - 
x< = Ea S €; 
ду ду H(0,0,1) = 0! (4.5.11) 
‚_ gH ӘН! 
peere eax SBY 由 式 (4.5.5) 的 对 称 性 表明 ,从 一 条 间 宿 轨道 推出 一 对 同 宿 轨道 。 
ЖУ ИЧ ОТ ЩЫ. 在 图 4.5.1 中 ,我 们 注意 到 式 (4.5.9) 在 相 平面 中 的 像 是 ! 的 函 
a Ерте) ала УГ) 数 ,同时 在 г дд 处 ,个 和 相连 于 原点 的 同 宿 轨道 相关 的 整体 
_ 9H o ӘН | 分 又 产生 了 。 在 图 4.5.2 中 ,仅仅 表明 了 不 变 流 形 结构 对 我 们 是 
7 17 81 重要 的 。 
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图 4.5.2 不 变 流 形 结构 
4.5.11 同 宿 轨 道 的 分 析 表 示 
在 计算 Melnikov 函数 时 ,重要 的 是 要 有 同 宿 轨 道 的 分 析 表 达 
式 , 它 和 原点 相连 且 作 为 了 的 函数 。 令 
x + iy = V2Be2 (4.5.12) 
在 这 些 坐 标 下 ,未 扰动 方程 (4.5.7a) 变 成 
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В =-2В(1- B)sin20 
Ü = 02 — I(l + cos 20) + в( 3 + 2020) 
2 (4.5.13) 
1-0 
y = 1- 1- B(1 + соѕ20) 
Hamilton Ж H; 变换 为 
B= 1-1-5. (IO Ю)В + 
~= 4 
B(I - B)eos20 (4.5.14) 


由 连续 性 , Hamilton 在 同 宿 轨道 ( 同 宿 于 О 的 值 是 同 于 这 个 
Hamilton ЖЕ. Z LAENG P- 1, 令 式 (4.5.14) 等 于 这 个 值 ， 
并 消去 公共 因子 B, 可 得 

4k -1 
T 3 + 4cos20 
将 式 (4.5.15) 代 入 式 (4.5.13) 中 0 的 分 量 ,给 出 0 在 同 宿 轨道 上 
的 方程 


В = 1 


(4.5.15) 


0 = КІ + сов20) - k? (4.5.16) 
其 次 , 令 
= y+0 (4.5.17) 
再 加 上 式 (4.5.16) 和 式 (4.5.13) 中 y 的 分 量 可 得 少 在 同 宿 轨 道上 
的 如 下 方程 


ó=1-1- +B (4.5.18) 


方程 式 (4.5.15) . 式 (4.5.16) 和 式 (4.5.18) 提 供 我 们 必要 (充分 简 
单 ) 的 求解 同 宿 轨道 的 关系 。 方程 (4.5.16) 能 直接 积分 得 到 在 同 
宿 轨道 上 的 9(41)。 利 用 这 个 结果 能 从 式 (4.5.15) 得 到 BO), HE 
《4.5.12) 可 得 到 x(1),y(1) ,由 式 (4.5.18) 直 接 积 分 能 得 到 在 同 宿 
轨道 上 的 y(4), 从 式 (4.5.17) 能 得 到 y(1)。 在 计算 这 些 积分 时 ， 


0. .. 2 
192 193 
分 两 种 情况 讨论 :1 > 42 ГА, p- ®) = ан | 28) + Ф (4.5.26) 
1> 4 如 ,有 具 初 始 条 件 9(1=0) = ут, 00:0) = go, 此 时 有 | | 
І 7 
nO ф(®) =- Larth + go (4.5.27) 
B- (4.5.19) б 2-0 
(1 - Ak2)cosh(2k / 2 а) + 1+ 3 
š k 
cosg = кта Tke) (4.5.20) A areco 万 = a Б) 
1 TIR k 
ф == Бан, zy pbv 21 - Фа) |+ ale) = (2) (4.5.29) 
(1 -Dr+ ф (4.5.21) 利用 式 (4.5.17) 得 
Те‹ I<4 甩 , 具 初始 条 件 6(! =0) =0, y(t=0) = 如 ,此 时 7(- æ) =o - dr + areco 2) + 
РА 
1 1? 
ОУ Lanal / | (4.5.30) 
В = - 一 一 一 (4.5.22) 7 2 Ë 
(4k? — I)eosh(2k V 2 - К) + 1+ 32 ý ` 
- Пы k 
tang = Уз amh k 2. Ра) (4.5.23) мел ú sl z= ë) I 
1 702 
p =- arl 28а VaT E) |+ a) CRR 
因此 有 
(1- Di + фо (4.5.24) Ay =y(+ ®)-у(- ®) = 
4.5.1.2 ЕАР) 5: == 
从 式 (4.5.7a) 和 式 (4.5.10) 可 知 未 扰动 方程 限制 在 上 为 er =) ü 
j=0, у=1-1 (4.5.25) А Ta 
天 此. 式 (4.5.25) 具 有 一 个 共振 1 = 1。 前 面 已 讨论 过 ,这 个 共振 作 Ban a) а 


Жон LEHTIA 圆 ,是 清楚 的 ,我 们 想 用 同 宿 轨 道 的 表达 式 去 Н 
算 位 相差 Ay; 
O< k < 二 ,从 式 (4.5.20) . 式 (4.5.21) 取 1= 1 得 


在 图 4.5.3 中 ,我 们 画 Ay 作为 的 函数 (对 应 


F 这 种 情况 )。 从 图 


中 可 以 看 出 ,Ay 是 单调 函数 , 当 ЕУ ОН] Ay 一 0; 当 1/2 时 ， 


Ay—- œ, 
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ол 02 03 04 05, 
-0.5 
-1.0 
` 
S5 
-20 
Р 01/2 


图 4.5.3 Ay 作为 上 的 函数 图 形 ,0< Е < Е 


工人 < 全 ,此 时 ,利用 式 (4.5.23). 式 (4.5.24) 取 7= 1 给 出 


2 
p-a) = = (三 (4.5.33) 
yla) = - Бап \/& (4.5.34) 


0(- ж) =- aretan( x = À (4.5.35) 
0(%) = arctanl 22 и) (4.5.36) 


利用 式 (4.5.17) 得 


лт), 
k 


y(- є) = У + arctan( 


| j (4.5.37) 
КИ) Tk? 


У2- в). 
k 


y( ©) = Yu: = aretan| 


PE | (4.5.38) 
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因此 有 
Ay =y(+ =®©)-у(—- %) = 


_ 2aretan| к) э 


Barel Be (4.5.39) 


在 图 4.5.4 中 , 画 出 了 Ду 作为 的 函数 (对 应 这 种 情况 )。 由 图 中 
可 以 看 出 ду 为 单调 函数 , 当 4 一 证 时 , ду - = kB, Ду 


一 0, 且 函数 永远 是 负 的 。 
06 


0.8 1.2 


1/2<k< 2 


АУ 


图 4.5.4 ду fE39 k ВОВЕ 1-0 


4.5.2 在 .办 上 靠近 共振 的 动力 学 
我 们 考虑 扰动 向 量 场 限 制 在 .< 上 靠近 7 = 1 的 动力 学 。 对 
于 这 个 例子 ,因为 x = y = 0 在 扰动 下 是 不 变 的 , 则 扰动 法 向 双 曲 
不 变 流 形 和 未 扰动 流 形 正好 一 致 。 因 此 ,在 4.2 节 中 的 一 般 性 理 
论 可 以 简化 。 考 虑 扰动 向 量 场 式 (4.5.7b) 限 制 在 .x 上 为 


1=-e(r V Э1созу + 2al) 


z (4.5.40) 
у= 1-1+ Ja 
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我 们 关心 式 (4.5.40) 靠 近 1 = 1 的 动力 学 , 即 环 面 在 中 心 为 了 = 1 
的 柱 面 上 (关于 Г-у 坐标 ), 引入 变换 7= + eh, c= et, 在 
Ve =0 处 依 /e 作 Taylor 展开 , 则 方程 (4.5.40) 变 为 


h = -VIPeosy – 2a – 


/[2в + eos7)s + O(e) 


(4.5.41) 
y =- h +e Г пу + 0(е) 
{2 
Ker" URA т 的 微分 。 
令 se 一 0, 式 (4.5.41) 变 为 
h =-Ү2Гсозу-2а, Y =-h (4.5.42) 


方程 (4.5.42) 正 好 是 一 个 有 一 个 常数 转 矩 的 摆 的 方程 。 对 应 的 
Hamilton 函数 为 


H= ум —Ү2Гзїпу - 20у (4.5.43) 
简单 分 析 表 明 , 式 (4.5.42) 具 有 两 个 不 动 点 , 它 的 坐标 必须 满足 
h=0, созу = -Z7 (4.5.44) 
ВО, ЕА, RRR Аа у 


ро = (0.5 — arccos V2 z) » 
(4.5.45) 
qo = (oz + агесоз/2 g) 


其 中 po 为 中 心 , go 为 鞍点 ,这 两 个 不 动 点 在 a = ГЛОК 
一 结 点 分 又 。 进 一 步 , 鞍 点 有 同 宿 轨 道 相连 自己 。 图 4.5.5 为 式 
(4.5.42) 的 相 图 。 图 4.5.6 为 方程 (4.5.41) 的 相 图 。 
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r 
+П-агссоз/? (0/7) П-агссов/7 (a/r ) П+агссов/2(а/ГУ 


~m- 


图 4.5.5 方程 组 (4.5.42) 的 相 图 


4 
-П-агссоѕ(а/7 ) П+агссоѕ (47/7) 
— m 一 一 

加 原点 的 吸引 域 
P: 的 吸引 域 
图 4.5.6 方程 组 (4.5.41) 的 相 图 


4.5.3 Melnikov 函数 的 计算 
由 式 (4.3.1) ,Melnikov 函数 的 积分 为 


aHo oH, ƏHo9H, (28 


2 Ho 2 
Jr (yd) -57 0,0,1) 


ay 


Әх ду © ду Jx + 


p(x 2E p y Pe) _ (2a 


Pio: 
У ду әт y.) 97 (00.0) 
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[2а/ + (8 - a)(x2 + у2)] (4.5.46) 
简单 计算 给 出 


НӘН, Ho 9Hi _ dH ӘН, ӘН (4 5 47) 
дх ду -ay ax dt ay 21 


其 中 已 用 到 = 0, 于 是 Melnikov 函数 简化 为 


ӘН, 
ду 


ан, 22 
О 


- Blay = ўн) - 


aH, AH, 
(Peyn - "Ноо, p): 


[2al + (B-a)? + y2)] (4.5.48) 
其 中 ,我 们 用 到 了 


a 9% 
ў =- 


í = Dy FP 


让 了 = „Жр (0.0, 衣 =0, 式 (4.5.48) 变 为 


dH ° 
- + POY - yt) +2аў + 


(8 - a)(x2 + YY (4.5.49) 
其 中 用 到 了 
ў = 
现 积分 式 (4.5.49) ,围绕 着 未 扰动 异 宿 轨 道 ( 在 1= 1, 且 轨道 
E>- w 时 渐 近 于 po)。 我 们 分 别 考察 式 (4.5.49) 中 的 每 一 项 。 
式 (4.5.49) 的 第 一 项 能 被 直接 积分 


af Mia -Jar[siny(+ %) - 


siny(- ®)] (4.5.50) 
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H ду=у(+®)-у(- =), Н2(4.5.50) т 


di dt ={2Г[эїпу(—- %)(cosAy - 1) + 


cosy(- %@%)sinAy] (4.5.51) 
从 式 (4.5.44) 和 式 (4.5.45) 有 


siny(- œ) - (1 02) 


cosy(- е) --2 


(4.5.52) 


代 人 式 (4.5.51) 得 


| Sia -Arly 1-2( Gy (созду - 1) - 


ҮЗ Esinay] (4.5.53) 


容易 看 到 式 (4.5.49) 中 第 三 项 能 直接 积分 为 


2af ydt = 2aAy (4.5.54) 


现 考察 式 (4.5.49) 的 第 二 项 和 第 四 项 。 式 (4.5.12) 对 时 间 微 
分 , 易 得 


xy _ yx k= 2B (4.5.55) 
取 式 (4.5.12) 的 模 得 
х + уг = 2В (4.5.56) 
由 这 两 个 关系 式 和 式 (4.5.17) 得 
ё=ф-ў= 20 (4.5.57) 
х + у 
或 者 
у= ф- 0—0 (4.5.58) 
х + У 
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将 式 (4.5.58) 代 入 式 (4.5.49) 第 四 项 ,联合 式 (4.5.49) 第 二 项 的 结 
果 有 


B(xy — yz) + (8 - а)(х + y)Y = 
a(xy - ye) + (8 -aX + у')ф (4.5.59) 
我 们 积分 式 (4.5.59) 中 的 其 他 两 项 ( 沿 着 异 宿 轨道 )。 式 
(4.5.59) 的 第 一 项 积分 为 


Го = y)dy = 2|` вва (4.5.60) 


利用 式 (4.5.15), 在 1=1 上 有 


1 же: 
3 + 4cos0 


B = 1- (42 — 1) 
将 它 代 人 式 (4.5.60) 得 


| (df =248 - 2(4P - 1) À 


+=) 
| 90 (4.5.61) 


o-a) З + 4с050 


Ц дб=д( + ®)-0(- æ), HE O< k < ВЕ (4.5.28) sÉ 


(4.5.29) 得 到 ,在 二 < 人 < 时 能 从 式 (4.5.35) . 式 (4.5.36) 得 到 . 
积分 式 (4.5.61) 最 后 一 项 可 得 


су _ yè)di = 240 – 20402 -DAN (4.5.62) 


这 里 Ay = (+ о) - @( - æ), A (4.5.26) . 式 (4.5.27) MR 
(4.5.34) 有 


2 ЖЕТУ 1 
а ‚ “Ос ЕС 
Аф ЕШ 本 _ PË <k <> 


201 


Z 
дф =- Бал и ‚ ф<к<2 (45.6) 


最 后 ,积分 式 (4.5.59) 最 后 一 项 ,首先 由 式 (4.5.56) . 式 (4.5.18) 可 
得 


[ga = -本 | Bu (4.5.64) 


利用 8(1) 的 表达 式 (4.5.19)(0 < <1/2) 和 式 (4.5.22)(1/2<k 
<Y2) 得 


- 1[7 ва = 3I км2 2 + (1 +3)ду1 
(4.5.65) 
其 中 Ay 已 为 式 (4.5.63) 给 定 。 
利用 式 (4.5.53) . 式 (4.5.54) . 式 (4.5.59) . 式 (4.5.62) 、 式 
(4.5.64) 和 式 (4.5.65) , Melnikov 函数 变 成 
M(a,b,k) =[v 1 — a2(cosAy -1) - asinAy] + 
дар + (b-a) Š ` 


[м2 P +(1+3)д] (4.5.66) 
-H2 p- Ë 
这 里 a „3 ,Ь V20 


4.5.4 AEF p, 的 同 宿 轨 道 的 存在 性 

为 了 证 明 同 宿 于 p, 的 辐 宿 轨 道 的 存在 性 ,必须 证 明 Melnikov 
函数 具有 简单 零点 。 这 个 条 件 对 于 证 明 同 宿 轨道 的 存在 性 是 充分 
的 ,这 条 轨 线 当 1 - %w 时 渐 近 于 р, ,而 当 1-> + о Р. 4, 
上 的 一 条 轨 线 。 为 了 验证 这 条 轨 线 是 渐 近 于 Z, 的 一 条 轨 线 
ЖЕ + © ЗЕТ p, ,需要 证 明 未 扰动 异 宿 轨道 当 上 -> - © 
EF po, 而 当 > + w 时 在 一 个 у 值 上 同 到 不 动 点 贺 上 。 为 了 简 
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化 计算 , 取 上 大 = 上 ,利用 式 (4.5.39) 式 (4.5.63) 和 式 (4.5.66) ,条 件 
M(a,b,1) =0 给 出 
b=-11.20V1- a -1.14a (4.5.67) 
由 此 可 知 ,对 于 a€ (0,1), 存 在 6 值 (永远 是 负 的 ) ,使 得 Melnikov 
函数 为 0, 进一步 ,容易 验证 这 个 零点 是 简单 的 。 
其 次 ,我 们 证 明 p 的 不 稳定 流 形 在 适当 的 位 置 上 回 到 . Z, 
由 式 (4.5.39) ,大 = 1, 有 
Ay =- 1.87 
鱼 的 鼻子 的 位 置 由 求解 以 下 方程 ( 见 式 (4.2.13)) 得 到 
(0, Ya) - X0, r + arccosa) = sin(x + arccosa) — 
siny, + а(т + arccosa — Yn) = 0 (4.5.69) 
其 中 .六 为 式 (4.5.43) 所 给 定 ,a =/2а/Гь 易 知 式 (4.5.69) 精 确 
地 有 两 个 解 ,其 一 表示 为 yw ,这 个 方程 能 用 Newton 方法 求解 。 在 
图 4.5.7 中 , 当 a€(0, 了 DD 时, 我们 标 出 了 ,74 和 y, + AY( 注 意 : 
加 是 po 的 y 坐标 )。 


6 


(4.5.68) 


图 4.5.7 Ya Ya Yp + Ay MEH a = (а/г И 


Лу 仅 依赖 于 ,特别 地 , 它 不 依赖 于 а Rb, у, 和 y, DRH 
于 а ,这 些 事实 允许 我 们 简单 地 用 图 4.5.7 表示 出 来 ,对 于 aC (0. 
0.19) 有 
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Ya < Yp AY < 7, 
定理 4.5.1 对 s 充分 小 a/r < 0.13, B/T = -7.92 
VT-2(a/T) -1.14a/T, p 具 一 个 同 宿 轨 道 。 
图 4.5.8 给 出 了 到 p, 的 同 宿 轨道 存在 的 参数 曲线 。 
一 7.88 
БГ аг 
-792 ; 
一 7.94 
- 7.96 


图 4.5.8 在 BA 了 -ax 了 平面 上 , 同 宿 到 p, 
的 轨道 的 参数 值 ,a/T <0.13 


4.5.5 ”在 物理 空间 中 混沌 的 几何 解释 

定理 4.4.1 推出 靠近 同 宿 轨道 的 轨 线 结构 是 混沌 的 ,是 指 一 
个 定义 在 靠近 同 宿 轨道 的 三 维 Poincare 上 映照 具有 一 个 不 变 Cantor 
集 , 在 其 上 动力 系统 是 拓扑 共 印 于 作用 于 符号 的 可 数 集 上 的 位 移 
映照 。 这 个 结果 没 能 清楚 地 解释 这 个 混沌 在 动力 系统 的 物理 空间 
中 是 如 何 运动 的 。 为 此 ,我 们 必须 叙述 一 些 有 关 Poincaré 映照 在 
同 宿 轨道 附近 的 构造 ,从 而 我 们 在 符号 动力 学 意义 下 几何 地 解释 
混沌 运动 。 这 里 ,我 们 考虑 Poincaré 映照 的 几何 结构 和 相应 的 
Smale 马蹄 ,以 及 符号 动力 学 。 

引入 p, 的 局 部 坐标 如 下 : 
£ =- рх - шу + Е(х,у.2,№) 
Ў = ох-ру+ Ё(х,у,г,ш) 

: (4.5.70) 

ż =- Ат + F(x,y,z,w) 


í = yw + Fe(xz,y,z,u) 


这 里 参数 和 e 为 固定 ,在 这 些 适当 值 上 的 同 宿 轨 道 是 存在 的 。 
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> 


坐标 (x,y) 可 以 想象 为 .x 上 的 坐标 。 式 (4.5.71) 在 坐标 变换 (x， 
yoziw) >(x, y,- z,- w) EREN. 
在 同 宿 轨道 附近 分 析 轨 线 的 结构 的 方法 是 标准 的 ,定义 

Ié =|(х,у,г,ю) | óe 26% с х<ёбд,у = 


0,0 < u < 2, - ó < z < 2! 


< 


0 = ((х,у,2,0) | де < x д, y 
0, - Š < w < 0, - д < z < 8! 


If = {(x,y,z,w) | w = 81 
(4.5.71) 

Ir = ((х,у,2,0) | w =- ó| 
Ш 4.5.9 所 示 。 引 人 简单 的 符号 Io = l Uo Poincaré 映照: 
По По. По 将 由 两 个 映照 组 成 ,一 个 映照 P; I 一 区 , 另 一 个 
为 Pç :HU > ,对 6 充分 小 , 它 实质 上 是 由 线性 化 向 量 场所 形成 
的 流 所 给 定 。Pr :I ->Il ,Pr :IIr —Hç ,对 于 人 充分 小 ,它们 实 
质 上 为 环绕 不 动 点 的 邻 域 之 外 的 同 宿 轨 道 所 给 定 ,是 一 个 仿 射 变 
换 。 


4.5.9 ” 横 截面 D9 ,D5 H: 和 IT 
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Poincaré 映照 P :Ih—>Ih, P= P? ° Pš U Pr ° Pç ,如 图 4.5.10 
所 示 。 : 


图 4.5.10 ВЯ Р, Ру, Ре 和 Py 


现 将 表明 如 何 用 这 个 映照 构造 smale 马蹄 ,考虑 区 域 


Ri =|(х,у,г,ш) | дее g 
x < Ó, - Ó < z < ó, 
Beko 二 ow < eee 
А (4.5.72) 
R; = |(х,у, 2,0) | де g 


x< Š, - ó < z < ó, 


< 


_ ge k+ y/o а! 


> w >- де 


ШИ 4.5.11 所 示 , 其 中 固定 且 充分 大 。 在 映照 P 下 ,RE 的 像 


图 4.5.11 К А; MR; 
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相交 Ri (ЛХ 4.5.12). 类似 地 ,对 于 RE ЕР 下 的 像 相交 RE (HI 
对 称 性 )。 最 重要 的 , PRE) Rg, RE 都 相交 ,对 于 P( RE ) 有 
类 似 结果 。 因 此 ,我 们 能 够 找到 R 和 R 中 的 小 区 域 ,分 别 用 
H+ .有 -表示 ,它们 伸张 ,压缩 并 映照 成 它们 自 己 , 如 图 5.13 PTR- 
不 变 的 Cantor 集 是 H* , HT 的 向 前 向 后 迁 代 的 交 , 在 符号 动力 学 
中 符号 取 + 和- ,因此 ,在 相 平面 上 运动 ，+ "在 符号 序列 中 对 应 
于 运动 接近 于 同 宿 轨 道具 有 正 的 z fl w 坐标 ,而 - "在 符号 序列 
中 对 应 于 运动 接近 于 同 宿 轨道 具有 负 的 z #0 АК. PIA, ENE 
是 清楚 的 , 它 随机 跳跃 于 两 个 同 宿 轨 道 之 中 。 


РК) 


图 4.5.13 ”三维 马 中 


第 五 章 АЈА: Е Schrödinger 
方程 同 宿 轨 道 的 不 变性 


5.1 前 


ui 


考虑 扰动 非 线性 Schrödinger 方程 
iq = qa +2(g9 -wi)g+ie(bq-T) (5.1.1) 


这 里 g(x, 4) 是 关于 x 的 2x 周期 偶 函 数 ,D 是 一 个 有 界 耗 散 算 子 ， 
它 被 假定 具有 形式 


Dq = ~ aq + В Bq (5.1.2) 
其 中 B 是 二 阶 算 子 9 的 一 个 Fourier 截断 , 即 有 
Bcoskx = r кыы; ai sK (5.1.3) 
0, # k > К 
EE (证 ,1 ,a.8\T 为 参数 ,s >0 是 一 个 充分 小 的 耗 散 扰动 参数 ， 
-ep 表示 一 种 传动 力 , - saq 为 阻尼 项 ,eB8g,, 为 扩散 项 。 

对 于 方程 (5.1.1) 的 初 值 问题 ,容易 得 到 Sobolev 空间 Н. „БЕ 
KEETE H. ERRI 2л 周期 函数 构成 ,这 些 函数 及 其 一 阶 导数 
平方 可 积 。 具 体 地 ,我 们 有 

定理 5.1.1 对 于 所 有 EH MAAE- о, + о), H 
程 (5.1.1) 存 在 惟一 解 g(1,qo,e) 关 于 1 连续 且 取 值 在 有 ,里 使 得 
ales = go ME дб," ЕНИКИ до е, 

定理 证 明 是 能 量 方法 的 标准 应 用 -%- , 流 F goss) = q(t, доз 
e) 能 被 看 作 Hs 土 的 一 个 光滑 动力 系统 。 


208 


在 e=0 时 ,没有 扰动 的 方程 具有 周期 解 (空间 无 关 解 ), 其 相 
图 是 一 组 圆圈 套 ,其 中 所 有 不 动 点 构成 不 动 点 圆 S,。 ТЇ B 2 [| 
圈 存 在 同 宿 轨道 (实际 上 是 异 宿 轨道 )。 

当 @ >0 时 ,原来 的 不 动 点 圆 S. 被 打破 ,而 在 它 附近 产生 一 个 
鞍点 0 和 一 个 收 点 ,我 们 将 证 明 关于 鞍点 Q 的 同 宿 轨 道 的 存在 
性 。 

证 明 步 又 主要 包括 : 

(1) 空间 无 关 解 分 析 。 

(2) 在 S, 的 一 个 邻 域 里 ,构造 So 的 中 心 稳定 流 形 .中 心 不 稳 
定 流 形 和 它们 的 稳定 与 不 稳定 叶 层 结构 (纤维 表示 ) ,以 及 鞍点 Q 
的 稳定 与 不 稳定 流 形 。 

(3) 利用 Melnikov 方法 去 研究 从 Q 的 不 稳定 流 形 出 发 并 进入 
到 s. 的 扰动 中 心 稳定 流 形 的 轨道 的 存在 性 。 

(4) 运用 5, 的 中 心 稳定 流 形 的 叶 层 结构 和 无 扰动 同 宿 轨道 
的 相 移 ,证 明 前 面 提 到 的 轨道 进入 了 Q 内 稳定 流 形 。 


5.2 ”空间 无 关 解 分 析 和 在 不 变 平面 上 的 运动 


5.2.1 在 不 变 平 面 上 的 运动 
对 于 方程 
iq = qa + 2198 – œ lq + 109 - 11 (5.2.1) 
引入 一 个 常 值 平面 U, 
П. = lg(x,t) 134(x,t) = 0! 
这 个 平面 关于 扰动 和 无 扰动 流 都 是 不 变 的 ,并 且 在 П, 上 ,方程 
(5.2.1) 变 为 


iq, = 2[ qq - w° lq — ie(ag + 1) (5.2.2) 
其 中 耗 散 算 子 D 作 用 在 п. 上 时 有 


Dq =- aq 
这 里 a 为 正常 数 。 对 式 (5.2.2) 作 极 坐标 变换 
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q =V lexpl i0] 
得 到 方程 (5.2.2) 的 等 价 形式 
1, =- 2e[ al + /1соз@1 
9, =-2(1- а?) + Ê sind Gam 


JI 


当 e=0 时 ,在 工 .上 的 未 扰动 轨道 是 相互 套 人 的 圆圈 , 5, 为 
由 了 = w? 所 给 出 的 不 动 点 圆 。 而 对 于 є > 0, 在 H. 上 的 扰动 轨道 
与 未 扰动 轨道 极 不 相同 ( 见 图 5.2.1)。 首 先 , 仅 有 三 个 不 动 点 : 0， 


图 5.2.1 常 微 分 方程 相 平 面 图 
它 是 原点 的 变形 ; 0 ,一 个 鞍点 一 一 它 是 不 动 点 贺 % 的 变形 ; Р, 
一 个 螺 线 极点 , 它 也 是 不 动 点 圆 5, 的 变形 。 这 些 不 动 点 和 它们 
对 应 的 增长 率 由 下 面 的 式 子 给 出 


h = |] + 0(е*) 


бо = - 2 – є 303 + 0(e?) 


part VU 25 6 000) 
(5.2.4) 
aw? 


1 – 
0, = – arctan р -п+ 0(е) 
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h=% -3 E VU = aw) + Ole?) 


ту qa me: 
0, = aaan =a% _ r+ 0(е) 
аш 


со = £ í — ва + Ole’) 


в =+2iVewll - ао] – ea + OEL (5.2.5) 


б = + 211 — aw ]"* — ва + 0(е22) 
虽然 ,在 s > 0 时 ,未 扰动 问题 的 不 动 点 圆 5。 不 能 保持 下 来 . 
但 对 于 小 的 。, So 附近 的 运动 仍然 很 慢 。 引入 变量 J 
Ј= 1-0? 
方程 组 (5.2.3) 变 为 


J, =- 2elalj +02) + УЛ] + а?созё} 
(5.2.6) 


——sin0 
2 


=-—2J + 
А 


5.2.2 ЖП, 上 关于 的 稳定 流 形 
为 了 描述 接近 Q 的 稳定 流 形 的 流 ， 我 们 重新 标 度 坐标 
т= ий, Ј= у (5.2.7) 
这 里 v=Ve。 这 种 重新 标 度 是 受到 式 (5.2.5) 中 增长 率 的 启示 ,在 
这 种 标 度 之 下 ,方程 组 (5.2.3) 变 为 
| je =- Да(а + vj) + (а2 + ы)! ?соз@] 


(5.2.8) 
0, =- 2j + vla? + vj) Tsin 
式 (5.2.8) 可 以 写成 矩阵 形式 
у, = Y(y;v) (5.2.9) 
RE ysG," Y= (Yi, Y2)" Н 式 (5.2.8) 所 确定 。 利 用 这 些 变 
量 ,点 Q 有 坐标 为 = (л. ) 
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СҮР УЫ: 
g = arctan( VI- аг) -z+ O( 2) 


aw 
关于 平衡 点 改线 性 化 式 (5.2.8) 并 设 了 =yY- 3, 则 有 
ў = ҮЧ(унъ)ў + 0097) 
其 中 PCmiy) 为 式 (5.2.8) 的 线性 化 方程 组 的 系数 矩阵 , 它 的 表 
值 为 
| [2а + («2 + y) сонд, 2007 + vje) sin0, 


TE 
= 2: = Fe +) sinb, уба? + vja) об, 


简单 计算 可 得 (yv AEE 
| А 2-24 (1 - а202)'* – ya + 002) 
(5.2.10) 

н = 2401 ауе юе + о?) 


它们 有 特征 向 量 el(y) 和 ex(y) ,这 些 特征 向 量 光 滑 地 依赖 于 
,并 且 


这 里 ,go =2Vw(l -a ww) 
由 正则 扰动 理论 和 稳定 流 形 定理 知 :对 于 е 充分 小 ,存在 一 个 
不 依赖 于 е 的 Q 的 开 邻 域 UV, 使 得 在 U E, Q 的 稳定 流 形 是 v 的 
光滑 函数 '%;。 因 此 ,0 的 局 部 稳定 流 形 的 一 部 分 能 被 参数 化 
ys y. (850), 5 = ехр[Ат] (5.2.11) 
ХФ оз <s. = ехр[Ат, l, sx 很 小 且 与 е 无 关 。 同时 ,系统 式 
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(5.2.8) 是 如 下 保守 系统 的 一 个 0(v) 扰 动 
je =- аю? + weos0 
|, =-2) 

这 个 保守 系统 有 鞍点 Ообо, бо) 


jo=0 
/ э? 
B = aretan| L= а) -x 


аш 


0 也 是 06 的 一 个 OORD. 这 个 保 宝 系统 有 能 量 


E(j,0) = tp — o (sin0 + aw) (5.2.12) 


于 是 曲线 E(j,9)= E(jo, 90) 是 保守 系统 的 稳定 流 形 ,我 们 用 G: 
yolr) = (ja(r),0o(r)) 来 表示 它 。 对 于 固定 的 ro, 任 意 z€ zo. 
с], Q 的 稳定 流 形 由 下 式 给 出 
у = убт) + 000) 
因此 ,假若 我 们 用 С: 表示 Q 的 稳定 流 形 对 应 于 rE [| то, ® ) 部 分 ， 
则 С: 能 被 : 参数 化 (*E [0.s 1) 
y: = y. (siv) ‚5 = ехр[ Ас] 

这 里 y, 是 s 1, 的 光滑 函数 。 当 = > ro 时 ,曲线 y, E: 0(v) 接 近 
yo 的 ,并 满足 方程 


(As)y,, = Y, 
Жр Y. = Y(y. зу) О 5.2.2), 


J Wq ) =W'(q) ) 


图 5.2.2 在 (j,9) 坐 标 系 下 的 相 平 面 图 
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AŽ Iyo EARR HI yol >0, 所 以 有 


m(s;y) =l у, (sy) |> mo. 032302 
其 中 mo 是 不 依赖 s 的 正常 数 ,曲线 C: 的 单位 切 向 量 为 
КОЕ И 
Геб (5.2.13) 


为 了 刻画 С: 附近 的 流 ,进一步 引入 坐标 (r,s), 这 里 r 是 曲线 
C 在 法 线 方向 的 距离 测度 。 设 


y= у, (530) + гп(зфь) (5.2.14) 


这 里 n(s;v) 是 曲线 y.(s;v) 的 单位 法 向 量 。n(s;v) 与 单位 切 向 
量 之 间 有 关系 : 


п, = kx(s,v)t 


其 中 ec(s,y) 是 光滑 函数 。 由 式 (5.2.14) 有 
yr =ysr(siy) + r,n + rn, = 
ya (s;v)s, + ren + rns, = 
(mt + ret)s, + ron = 


(m + кт), + nr, 


上 式 两 端 分 别 与 4 和 4 作 内 积 ,得 


把 上 式 右 端 关于 + 展开 
Y-n = Ynl,ot[Y.n),l,o:r+ O(r) 
这 里 
Y: nl,.o =Y(y;v) ° n i, o= 


Ү(у.;у) n = 


Y. `n = (As)mt ° n = 0 


214 


[у-и], =Y n = [Y (y;v)y, ] ° n = 
[Y (узу) n) ° n 
[уа], lo =[ (уз) n] n = 


(Y, тп) n 
即 Y.n = Ку. n) n]r+ 007) 
同样 地 
Y-t Y, ` t (Y, n) к\Ү,.\ 3 
me m | т Б т? ] + оо) 
注意 到 
Y. +1 = (hs)m 
于 是 , 式 (5.2.9) 可 重 写 为 关于 (r,*) 的 方程 组 : 
г. = a(s;v)r + olr) 
| А (5.2.15) 
з, = Аз + blssv)r + OC) 


这 里 а,Ь 是 (s,v) 的 光滑 函数 ,0 < s < зу 在 (r,s) 坐 标 之 下 ,C: 
对 应 于 r=0,H C; 上 的 流 由 s. = Аз 给 出 。 
进一步 ,因为 e 是 在 Q 点 的 特征 值 对 应 的 特征 向 量 , 从 市 
在 0 点 处 ei 与 CG: 相 切 ,由 于 在 0 点 处 六 对 应 的 特征 向 量 为 e>， 
则 el .es 标准 正 交 化 后 正好 是 x 和 +, 简 单 计算 可 得 
а(0,ь) = (Y Cyg»)? n) n = џи 
BRO, э) ЖИҢЕЛ БЕ (5.2.8) W Б, {НЕЗ ЕЙ 
жс 附近 流 的 最 好 形式 。 这 是 因为 在 s 方程 中 出 现 了 耦合 的 
线性 项 , 即 b(s;v)ro 为 了 了 解 这 一 项 对 于 r=0 与 rz0 是 怎样 
剧烈 影响 s 流 的 ,我 们 取 a= р Mb 为 常数 ,从 r=0 到 rz0,s 流 
就 从 以 A 指数 率 台 减 变 为 以 人 指数 率 增长 。 鉴 于 这 种 原因 ,我 们 
引入 一 个 新 的 变量 B, 它 的 线性 流 在 rt->% 时 将 不 受 7 方程 的 影 
响 。 当 ;相当 小 ,我 们 令 
s= В + (ho + hiB)r (5.2.16) 
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这 里 常数 ho 和 hi 被 选择 为 


bo 
A 
Pe 
р 


ДЖЕ а=р+азѕ+ 0(s2),b = bo + bis + 0(0s)。 关 于 (r,8) 坐 
标 , 方 程 组 为 


гг22 а(В;у)г + 0( 2) 
B- = АВ + с(8;у)г + Olr?) 
这 里 ,在 C: 上 有 1!e(8:v)1<co1812, 即 0<8< soc 
注 :为 了 得 到 满足 相关 要 求 的 方程 组 (5.2.17) ,我 们 作 变 量 代 
换 式 (5.2.16) ,把 式 (5.2.16) 先 代入 式 (5.2.15) 中 的 第 一 个 方程 得 
r, = a(B+ (hot+ А.В) тз) 007) 
H а(8+(һу+ hhB)r;v) 在 r=0 展 开 为 а(8;>) + 0(7), 从 而 有 
r = a(B;v)r + Olr) 
由 式 ($.2.16),s = 8. + (ho + һ.В) т. + һе 代入 式 (5.2.15) 中 
第 二 个 方程 ,得 
B-C + hir) =ALB + (ho + hiB)r] - Cho + hiB)re + 


(5.2.17) 


p(B+ (ho + hiB)riv)r + OC?) = 
ABC + hir) + [Aho — a(B;v)(ho + hi) + 


b(0;v)]r + 0( 2) 
即 


[àho = a(B;v)(ho + hif) + b(B;v)]r 0072) 
l+ hr ЕУ: 


АВ + e(8;u)r + Оо?) 


В. = АВ 
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这 里 c(B;v) = Xho- аб 8:0) (А+ hib) + (250) 我 们 选取 
bo е bı = hoa; 
-à 17 p 
HoP alpiv)= p+ ов + OCR), bC Biv) = bo + bif + о(8). 从 
而 有 1e(B;v) |< eo l 812. 
在 方程 组 (5.2.17) 之 下 , C: ИЙ АЛУ Р г =0,#. = Де 
我 们 在 C 上 对 式 (5.2.17) 线 性 化 ,其 线性 化 方程 组 为 
ór, = а. ôr 
98. = АВ + c. ór 
RE дк=т-0,80=8- 8, 方程 组 (5.2.17) 有 这 样 的 好 处 :上 面 
的 线性 化 方程 组 与 关于 Q 的 线性 化 方程 组 有 相似 的 增长 和 收缩 


ho = 


5.3 ”在 不 动 点 圆 邻 域 里 的 方程 组 


5.3.1 基本 方程 组 

为 了 研究 在 不 动 点 圆 So 的 一 个 邻 域 里 非 线性 问题 解 的 动力 
学 行为 ,我 们 把 式 (5.2.1) 用 坐标 (J,9, 了 ) 表 示 , J ,6 AFE L |. 
引入 的 极 坐 标 变量 ,f 属于 П, 的 正 交 补 ,这 些 坐 标 用 如 下 的 方式 
所 确定 。 

首先 , 设 


q = [p(i) + f(x. t)]expli0(t)1 (5.3.1) 
这 里 o 和 0 是 平面 U. 上 的 极 坐 标 ,JE IL 且 有 空间 均值 零 。 即 


е 
元 к = 0 


我 们 用 《7) 记 上 式 的 左 端 。 
其 次 ,对 于 未 扰动 流 , 12 范 是 一 个 常 值 运动 ( constant of mo- 
tion)。 因 此 ,我 们 用 q 的 范 来 代替 o, П 


fe L" aa = (о + Po + f)dx = 


е + Р (5.3.2) 


由 于 我 们 是 在 不 动 点 一 个 邻 域 里 讨论 问题 ,而 S. 对 
应 于 了 = «2. АЗА ЛЕШ J 是 方便 的 
J = 1- o? (5.3.3) 
利用 (J ,6 ,六 变量 , 式 (5.2.1) 变 形 为 


J. = 2е[а(Ј + @?) + рсов@ ) + eQ, (f) 


0, =-2J + 6910 + 0 +560 (5.3.4) 


if, = Zf + W. f + 0030р) + СЪР + TOPS 
这 里 p=V J+w -P 
Z f = fa + ie Df + 2@2( f + f) 


Wf = 2I D) + Шу 


Q1(f) = 2(/(D + o)f5 

05) =- (+ f)?> 

GAH = 4(ff - SM + 2(/2 – (f°)) 

С) =- (fff + Р) 

С) = 2(fff - GED- (2 + f + 6/f)f - 20Р 
在 以 上 式 子 中 ,(.》 表 示 一 个 周期 上 的 空间 平均 值 。 

注 :关于 方程 组 (5.3.4) 的 推导 ,叙述 如 下 。 

方程 (5.2.1) 两 端 同 乘 以 ЕС 运算 得 
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Tid (qa) +20600 - ®))- 
іка( 4) + 4900 + a)q) - ie (q) 
上 式 取 虚 部 有 
H a еа((р+ Pp + Р) + eD + а)/) = peost 
即 


J=- 2elalw? + J) + рсоѕ0) + eQ) 
这 里 p=V J+- F 00) =2\/(® +а) о (5.3.1) 
q = (о + fade” + ilp + Рве? 
代入 方程 (5.2.1) 得 
100. + f.) — (p + f)09, = 
fa + 2[(o + (o +f) - ое + f) + 
ie D(f + p) - е 
对 上 式 作 4 运算 
io- 00, =2Jo + 2(ff > + 200? + f f) = 


iecosĝ — ssing 


0 =- 2] + КЕШ + 000) + 160 


其 中 о - (+70). 007 = - + ЛУ ВС 
了 以 下 关系 式 


f £= f 
n 


XED = GDID +U- DIP 
2p(P + ff) = fY + eN- 
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进一步 ,我 们 有 
-SO = fa + 200 – o + P (f +f) + ffl(o + f) - 
2 Jp -SFP - 2602 + ff) + ie Df 
把 p, 移 到 右 端 ,并 代入 0, 得 
if, = fa + ie Df + 262(f + f) +2J(f + f) + singf + 


AGSF- (f) UP- (ЭУ + FOS + 
SFE- SIM -LF ВРУ - РУ 


即 iE Z.f+ W.fx 00307) + ANGS 
这 样 , 便 得 到 方程 组 (5.3.4)。 

对 于 J 充分 小 用 在 零 的 固定 邻 域 里 取 值 , 则 式 (5.3.4) 可 视 
为 式 (5.2.6) 的 一 个 扰动 ,进而 有 

J 2e[ we(J + а?) + М] + wzeosb] + EJ,0,f;e) 

0 =-2J + e(J +w) sinh + 6,0, fie) 

i, = Lef + Wf + 0,0) + 03.0.5) 


(5.3.5) 
RE W. f=2J(f+ f) + езп J +? ЖН Z£(k =1,2,3)® 0 
的 2х 周期 函数 ,有 阶 为 
AJ, 8, fie) = Olf?) 
407,0.) = 007) (5.3.6) 
&(J.0.f;e) = ОС? + f°) 
5.3.2 规范 形式 
对 于 方程 组 (5.3.4), Q 是 一 个 临界 点 。 在 构造 一 条 到 Q 的 
同 宿 轨道 的 过 程 中 ,我 们 需要 估计 Q 的 局 部 稳定 流 形 的 大 小 。 变 
量 (J,9) 的 大 小 由 曲线 С: 确定 (G: = W'( Q) DB). 为 了 估计 
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的 大 小 ,必须 使 用 方程 组 (5.3.5) 中 的 方程 ,而 它 里 面 有 一 个 麻 
烦 的 二 次 项 Q, (f) ,不 过 ,这 一 项 是 非 共振 的 且 能 使 用 规范 形式 变 
换 将 它 消 掉 。 
1. 二 次 共振 
为 了 消去 二 次 项 0507) ,我 们 必须 分 析 线 性 方程 
if, = fa +2 (f + f) (5.3.7) 
的 二 次 共振 性 。 方 程 (5.3.7) 对 应 于 * =0 时 方程 组 (5.3.4) 中 三方 
程 的 线性 部 分 。 
简单 计算 可 得 到 方程 (5.3.7) 的 色散 关系 
k = ЕУ ~ 462, k = 1,2,3, 
从 而 ,方程 (5.3.7) 是 二 次 共振 便 意味 着 存在 非 零 整数 ,ko, k 
使 得 


ki + ka = ks, Аж А = ж Аз 
同时 成 立 , 这 里 石 = 入 (= 1,2,3)ь 
我 们 验证 是 否 满足 上 面 的 共振 条 件 。 
对 方程 两 端 平方 ,并 代入 k= k+ 得 
о + ЗЫ + 2k) - 4а? = £ V kà — 4а у k; - 40? 
上 式 两 端 再 平方 有 
КЄ Æ kY + k + l _ бш? ]( k, + ы)? = 0 


由 于 »Є({-.1), ЕЖА ЕК + = 局 =0 时 成 立 ,而 ЛЄП, 
则 后 关 0, 因 此 ,线性 方程 (5.3.7) 在 空间 ПЕ 中 不 具有 二 次 共振 
性 。 

2. 规范 形式 变换 

为 了 给 出 规范 形式 变换 ,我 们 对 了 作 Fourier 展开 


f(x) = D few 
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二 次 项 Q,( f) H ЛИ 
уба) - (2) = У ADAD ++ 
Ia) 2 (If = D ДЮ PO- Бе + 
现在 ,我 们 给 出 一 个 关于 х 平移 不 变 的 二 次 近似 恒 等 映 射 
zg = f+ КОР 
K(f,h) = Ku(f,h) + Kalf h) + (5.3.8) 


kulh) + Kú (Z,h) 
这 里 天 是 хп 到 II: 的 有 界 双 线性 映射 。 


Ku(f.h) = | Ki(x ~ yix 一 yD fn) ВС у»)Чуду» 


Ku(f.h) = | Kii(x = ух уз)/бу)ВОу»)дуду» 


Ki 和 天 ii1 有 类 似 的 表达 式 。 利 用 Fourier 展开 ,这 些 双 线 性 映射 
能 被 写作 


Kafsh) = Уу Кб, ОДОЮВ(П)е е 0" 


140 


Кис) = D (Е, ЛЮ Ё (- Dett 


+1 е0 


Ku(f,h) = >) Каб, 0) FO БАС ек0 


+140 


Kah) = X Rul, D С W) A С Desr 


注 : 如 果 二 次 项 GOEN п/? + nf f + P IRT K(f, 
由 可 直接 设 为 gf + у] + do BEREN 0, /)Ж ЖШ m(f - 
(Ру) п (ff) + рО СУЭК, ЖЖ Founier 
展开 式 把 这 样 的 项 L- SI- YDP- (yi КВН 


222 


我 们 借助 于 К.Е КОР, a, bEl Tl) 
命题 5.3.1 存在 一 个 近似 恒 等 二 次 映射 式 (5.3.8) ,把 方程 


19,7 = fa + 29707 + f) + oQ) 
变 为 含有 一 个 立方 非 线性 项 的 方程 
{дүш = gu + 20705 + g) + О(?) 
证 明 : 记 
Sg = 10,6 - Èg -2w lg + g) 
这 里 g 由 式 (5.3.8) 给 出 ,进而 有 
Sg = 57 + SKYSS) 
我 们 集中 精力 讨论 SK,- 注意 到 
SK(f,f) =i9, K(f,f) - 9; K(f, f) - 
21 K(f,f) + KEP) = 
19, K(f f) + [(k + IP - 22] K( f, f) — 
2%°К(/,/) 


KP = КСР + Kaf) + 
Ku(f.f) + Kii(f,f) = 


kı (= К) Ў(- руй 十 


М M 


Кы ГС ЮЙ Бе" + 


M 


Ra Кю) fF ( ено + 


М 


Ka AWAD ei 


RR. КС, А) Kuh), 也 有 相应 的 Founier 展 式 ,于 是 ， 
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这 里 ,我 们 假设 Ks( - 大, 0 = Ka(k.D. 又 由 于 
id, КОРР) = id, Ku (ff) + io Ku (f, f) + 

id, Kalff) + id, Ki (f, f) 


而 
ið, K (f. f) = | Ku(x = yi x — у) 
LAODO) + f(yi)6(y2)]dyidy; 
if, = fa + 29007 + f) + 000) 

于 是 


DJ = | Kula = за = 0, ODS + 
уз) + 29200) + FODS Oa) + 
2a fya) + fOD) dydy + Cu(f) = 
[- (2 + Ê) +4e2]Ku(f.f) + 
22У б= ЮЙДЕ КО» 


24? У) Ku ДЕЛ - ЭШЕ + Єл) 


这 里 C  (/) X: уз y. [ЖШ] i9, Ky (7,7) 19, Кү 
GDA га, Kii(7, 户 的 类 似 表达 式 ,从 而 


SK(f,f) = УГОЫ + 202) -2w Rui - 
2a? Ri, - 2а? Ку) еко" + 
У [а +2(Ё + kl- o)Ra 202 a - 


20? Kulik) у б= Гре 二 
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Уа = 202 Ку +202 + Ы – w) Ri - 
2a? knl Å O DADE + 

Ур 2w? Ё + 2w? Кут + 262 Ku + 

UAR +P- 3w?) Kiil: 

Зе J De CO) = 

Уя. AOA et + 

S Anf k) р Реб: + 

Уйа FO EF De + 


DHFR) ЙС Det + СО? 


Б 
8 


Au =20Ы + о) - 2% Ki - 
2w Ri - 2а? Kii 
fa 22% Kn + 202 + 号 一 e?) Ku Е 
2È 2w? Ri 
н тоз (5.3.9) 
Hi =2wk - 2%? у + 
UE + kl- a?) Ku - 22 Kit 


Aii =- 2%? К + 202 Куу + 2w? Күү + 


200 +l- За?) 
CCP) 为 了 的 立方 项 。 因 此 
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Sg = Sf + SK(f,f) = 
S+ Haff) + Half Р) + 
Hia N + Hú (f.f) + СС) 
其 中 ,Hs 表示 与 Ka 完全 类 似 的 Fourier 5400, b€ 11,11). 
为 了 消去 GO ,或 者 为 了 使 得 
wQ) + Hu(lf,f) + н) + 
НА.) + Hu (f.f) = 0 
我 们 选取 
Ё =- 2w, hit = - 20, =- 2w, йү; = 0 
对 所 有 k,l (050,150, 6+ 10) 
方程 组 (5.3.9) 可 写作 
й=\)К (5.3.10) 
这 里 ,外 = (К.К „Kin Rii)', f= (- 20, –- 20, – 20,0)", H 
于 Hs = Ha ,我 们 能 够 推出 Ks = Као ATERI КО, Р) ,我 们 必 
须 解 线性 方程 组 (5.3.10)。 注 意 到 没有 二 次 共振 , 则 deU x0, H 
方程 组 有 惟一 解 


Ќи.) =- 2 


Ы 
ае) 
Ki(k,1) =- rH 


Ku(k.1) = 0 
由 于 我 们 是 在 空间 I 中 讨论 问题 , 则 k0, 140, k+ 140, 
Э (Е, 012 < œ 


МКО, Є 12057 х 51). ЖЖ KUDE 上 的 一 个 双 线 
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性 映射 , 旦 对 于 所 有 fE. 
кс, l < Cl fli 
最 后 , 若 /在 零点 的 邻 域 里 ,我 们 能 够 反 解 方程 
z = f+ КО 
从 而 得 到 
f= к + Kg) 
这 里 K(g) 的 阶 为 0(g*), 因 此 ， C( 由 是 关于 g 的 立方 项 。 
5.3.3 ”局 部 方程 组 
为 了 消去 式 (5.3.5) 中 的 ÜQ, (f) ,我 们 应 用 变换 g = f+ K( f. 
让。 这 个 过 程 在 消去 aQ (Y 的 同时 ,又 产生 了 新 的 二 次 项 。 比 
如 ,由 于 方程 中 有 项 e Df, 则 由 DK(f, 有) 就 会 产生 新 的 二 次 项 . 
不 过 ,这 种 二 次 项 均 有 。 系数 。 
在 S。 的 邻 域 里 ,利用 (J ,6,g) 作 为 坐标 ,方程 组 (5.3.5) 变 为 


1 =- 2ela(J + a?) + V J + асов] + 
Ni(J,0,g:e) 
0, = -2J + (J + а?) sinb + (5.3.11) 
Ns(J,0,g;e) 
iz, = g + Wg + Na(J,0,83e) 
RE J, g 在 0 点 的 邻 域内 , 且 有 
Ni(J,0,g;e) = Oleg’) 
Ns(J,0,g;e) = Оба") 
NJ ,Orgse) = OJE + є? + g) 
因为 我 们 将 在 S. 的 一 个 邻 域内 讨论 实 的 不 变 流 形 ,所 以 引 
入 实 坐 标 系 是 必要 的 。 设 
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и = (Re(g),Im(g))" 
关于 (J,9,z) 坐 标 ,方程 组 (5.3.11) 化 为 
J: S = 2e[ ¿(J Pa yt V J + ойсо] + 
Ni(J,0,u;e) 
0, =—2J + s (J + w)? sinb + (5.3.12) 


Ni(J,0,u;e) 
u, = Lu + Иш + Na(J,0,u;e) 
这 里 № 表示 一 个 二 元 向 量 
L=- TÈ -4w S + £ D 


v, =-4)85+—®%9-т 


Ј + а? 
r= [° y 
-1 Q 


жш 


5.4 不 变 流 形 理论 


其 中 


在 这 一 节 里 ,我 们 证 明 在 5, 的 一 个 邻 域内 LE BJ) fa 
S, 不 变 流 形 的 保持 
性 ,并 且 在 强 收缩 或 扩张 方向 上 纤维 化 这 些 不 变 流 形 。 我 们 也 利 
оо Q 的 稳定 流 形 的 大 小 。 同 时 
,在 4 方向 ( 即 离开 常 值 平面 的 方向 ) 上 ,0 的 定 流 形 
п е) Ы ж = У 2 
О (е) (и < 1). . А 
5.41 局 部 不 变 流 形 的 存在 性 
1. 线性 方程 组 分 析 
在 5, 的 一 个 邻 域内 ,方程 组 (5 E 被 看 作 性 
она $ 程 组 (5.3.12) 能 被 看 作 是 如 下 线性 系 
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Ј= 0 
0, =- 2] 
ш = Lu 


(5.4.1) 


为 了 研究 非 线性 方程 组 (5.3.12) 的 局 部 行为 ,我 们 必须 分 析 


算 子 1, 的 谱 。 因 此 ,我们 考虑 特征 值 问 题 
Le = Ае 


这 里 1e(x),X| 为 L 的 特征 偶 。 利 用 Fourier 展开 ,能 够 得 到 特征 


值 À 的 二 次 表达 式 


(A -edj + 05-4) = 0, j= 12 


这 里 De(x) = - d(j)e( x) ,其 中 
| а+ўВ, j<K 
d(j) = | К а 
为 某 个 正 整 数 。 由 于 оЄ(21) ,对 于 j=1, 有 


É = Фо – &@(1) 


1 1 
cosx, € = 0 


г? 
这 里 
с Мда 1 
对 于 22, ЕЁ ЖОН f ЗЯ ЖАШ, A 
àj = ij -~ ed(j) 
这 里 


0; = j Á - 4а? > 0 
HARER, HAFA и 被 写作 


u(x) = ue,(x) + пе, (х) + тобх) 


其 中 v, Жо, 是 实 的 标 度 ,so(z)E [span Me, е, е, ]1- 


(5.4.2) 


(5.4.3) 


(5.4.4) 


(5.4.5) 
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关于 这 组 变量 ,线性 方程 组 (5.4.1) 分 解 为 
Ј = 0 
8 =-2] 
baa = Gb. (5.4.6) 
bua = 00, 
vo = Levo 


因此 ,在 s=0 时 ,这 个 线性 方程 组 有 一 个 不 稳定 方向 (ev ) ,一 个 稳 
定 方向 (e,) 和 无 穷 多 个 中 心 方向 (J ,9,wo)。 把 中 心 变量 合并 起 来 
记 为 v. = (7,0, 00), У (5.4.6) 20 


Ф. = 0, 
т. = абр, (5.4.7) 
а = Ав, 


这 里 4 由 方程 组 (5.4.6) 所 定义 。 

在 不 动 点 网 S. 的 一 个 6 邻 域 里 , 非 线性 方程 组 (5.3.12) 能 被 
看 作 线性 系统 式 (5.4.1) 的 一 个 扰动 。 在 这 个 线性 方程 组 的 流 之 
下 ,对 于 e =0, S, 有 一 维稳 定 的 各 不 稳定 流 形 ,以 及 余 维 数 为 2 的 
中 心 流 形 。 我 们 集中 注意 力 于 中 心 流 形 所 (5,), 中 心 稳定 流 形 
Be(S.) 和 中 心 不 稳 定 流 形 玉 *(S) 上 ,有 


Е“( $„) = spanie,|t 


E™(S,) = 5рап| es! ! 
ES(S,) = зрап|е„,е,| = 


线性 方程 组 (5.4.6) 的 一 个 重要 特征 是 :在 不 变 流 形 上 的 增长 
率 被 一 个 宽 的 间隙 分 开 ,为 理解 这 一 点 ,我 们 注意 到 ,对 于 е = 0， 
算 子 的 谱 有 实 部 + 上 о 和 0。 因此 ,对 任何 整数 n 和 e < cj4n ,有 


| exp[ At] 1 < nCexp| == !] 
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并 且 不 变 流 形 E”, E Tü E 能 够 被 相应 的 解 所 描述 。 这 些 解 的 增 
长 率 分 别 地 在 :>0 时 以 exp[ ot/nj] 为 界 。 在 1<0 时 以 expl - at / 
n] 为 界 ,而 对 所 有 则 以 exp[o1t1/n] 为 界 。 属于 稳定 流 形 span 
е 和 不 稳定 流 形 span! e, BJA о 阶 的 增长 率 。 


2. 局 部 化 方程 组 Е 
我 们 国定 一 个 足够 大 的 整数 no 和 局 部 化 参数 8 = a/ni, 这 里 


а k СЛТ e 的 常数 , 它 将 在 后 面 被 具体 化 。 我 们 引入 一 


个 局 部 化 函数 W; 
Vs:R— R, (s) = (5/8) 


其 中 更 是 C* 函 数 旦 满足 
1, Isis! 
09 =}, і 22 


利用 局 部 化 函数 可 以 局 部 化 方程 组 (5.3.12) 为 
Jess 2е[ (5 + 02) +V Б + wcos0] + 


N (J .9.us;ie) 


0, =-2J + elJa + w) sinf] + (5.4.8) 


Ns( J3,0,us;e) 


ш = Lu + Vetta + Na( J3,0, us;e) 


这 里 ,对 于 任何 变量 ;, 有 
ss = sW(s/ó) 

我 们 没有 切断 变量 98( 因 为 在 式 (5.3.12) 右 端 含有 6 的 项 前 
ШЖ е). Ў NO, 中 在 相 点 位 于 圆 s. 的 一 个 6 BR Ua 
外 面 时 ,对 方程 组 的 右 端 有 切断 效果 。 而 式 (5.4.8) 的 所 有 非 线性 
项 或 者 有 系数 。 ,或 者 关于 (由 ， 4) 至 少 是 二 次 的 且 在 0 点 的 一 个 6 
邻 域 里 被 局 部 化 。 这 意味 着 方程 组 (5.4.8) 有 一 个 阶 为 Ole + 8) 
的 整体 Lipschitz 常数 。 
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这 种 局 部 化 ,在 变 非 线性 方程 组 (5.3.12) 为 一 个 线性 常 系数 
系统 的 整体 扰动 时 ,能够 保持 流 在 S. 的 一 个 $ 邻 域 里 不 变 。 使 用 
к= lte tot) 作为 变量 , 算 子 4 由 方程 组 (5.4.6) 所 定义 ,我 们 
能 够 把 方程 组 (5.4.8) 写 作 


ши = ба, + Ri(e;e) 


ж, = v, + (взе) (5.4.9) 
® = Ар, + Ri(v;e) 
这 里 请 (zie) 和 它 的 一 阶 导 数 是 O(e + 58) 阶 的 。 

我 们 将 证 明 这 个 局 部 化 方程 组 有 C 不 变 流 形 , 它 们 是 E, 
Еч Е 的 光滑 变形 。 反 过 来 ,对 于 原 米 的 方程 组 ,这 些 流 形 将 在 
S, 的 一 个 6 邻 域 里 局 部 不 变 。 

3. 保持 性 定理 的 陈述 与 证 明 

首先 ,定义 局 部 不 变 。 

定义 5.4.1 给 定 一 个 开 集 0 ,在 0 里 的 一 个 流 形 M 被 称 为 
在 流 FF 下 是 局 部 不 变 的 。 如 果 有 一 个 时 间 区 间 六 ,使 得 (д) с 
0 且 对 菜 个 1， E17, 所 《gqg)€ 用 , 则 对 任意 1€1, 有 F'(4)€ M. 

现在 ,我们 叙述 保持 性 定理 。 

定理 $.4.2 存在 S, 的 -个 3 邻 域 U;, 一 个 (9) >0 和 一 
个 整数 ! > 3, 使 得 任意 e€ [0,so] ,方程 组 (5.3.12) 有 一 个 余 维 数 
为 1 的 局 部 不 变 流 形 (在 U; 里 ) 

We = je € H | n, = (mvacie)j (5.4.10) 
这 里 „ЄС! 且 关 于 8 是 2x 周期 的 。 进 -- 步 , 当 e=0 时 ,是 沿 
5, 的 切线 和 EIE 
类 似 地 ,有 一 个 由 下 式 给 出 的 局 部 不 变 流 形 
W = je € Но, = h (взе)! (5.4.11) 
这 里 函数 h EC HAFO 是 2x 周期 的 。 进一步, 在 e Он, Wa 
沿 5, КИЛ} К°З. 
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然后 ,一 个 余 维 数 为 2 的 “ 慢 流 形 " М, 的 存在 性 由 推论 给 出 。 
推论 5.4.3 ik M, 表示 WE ЖИ" 的 交集 ,有 
М, = WQ We 
ЯА, М, 是 Us 里 的 局 部 不 变 流 形 , 它 的 余 维 数 为 2。 
M, = і Є Но, = (охе), = Взе) 
(5.4.12) 
н к € RATO 是 2x 周期 的 。 进 Ж, е =08, М йт 


着 S。 IRH E 相交 。 
注 : 在 上 的 流 由 下 面 的 方程 组 给 出 


J =- 2e|a(J; + w) +V J; + ш?созб] + 


К\( 5,0. vosie) 
0, =- 2J + е3 + о 
№05, 6, сове) 
vo, = Levo + Vevos + Na( Js,0, v0;e) 
这 里 ,和 前 面 一 样 ,对 任何 变量 s, Ж ss Р (5/0), Ñ É N 在 


M, 上 的 限制 。 
定理 $.4.2 的 证 明 ;一旦 建立 了 积分 方程 组 ,定理 的 证 明 使 是 
不 动 点 理论 的 一 个 标准 应 用 。 首先 ,我 们 化 微分 方程 组 (5.4.9) 为 


积分 方程 形式 
а) = epl Al Jo) + | eR se)ds 


2)-1⁄2sin0 + (5.4.13) 


v(t) = exploi(t ~ 5)]s,(t,) + | 869; (ws) e)ds 


s. (t) = expl At] v. (0) s[e AG- RË(o(s);e)ds 


因为 增长 率 存在 一 个 间隔 ,我 们 特征 化 不 变 流 形 We 和 We , 即 
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w = [r€ msop(exp 5] 180 a) < =} 
(5.4.14) 

w = [s€ наре] 1 зе) у) < =] 
(5.4.15) 


这 里 严 (5;e ) 是 方程 组 (5.4.9) 的 流 ,5 是 初 值 。 
我 们 主要 讨论 We 的 存在 性 ,在 WW 上 ,我 们 引入 范 数 


lol, = sup [ехь{- E} v(t) | m] 


ДЕР 
F o ДЕз\\ (5.4.9), o 的 初 值 s 属于 出 中 任意 一 个 半径 为 p 的 
IÈ B, 由 We 的 定义 知 , 对 于 oE ШЖ 
expl - ofta] | vu (tu) 1—0, 4 „= Еў, RI, Е W 上 的 
解 ,应 满足 如 下 积分 方程 组 : 


s (t) = | ap olt — s)]Ri(u(s);e)ds 


v(t) = ехр[ о“ ]0,(0) + [e [400-2] Ri(v(s);e)ds 


v(t) = expl Mt Jv.(0) s fie ааа RÈ(ols);e)ds 


(5.4.16) 
为 了 证 明 We 的 存在 性 ,我 们 采用 Newton 迭代 ,构造 序列 | 内 | 
并 让 0-0,6 


(е) = f лл 
№0.) = е“ ЕА Ena е 190-3): Ri(v(s );e)ds (5.4.17) 


(0) = dal, s[e Аас КӘ (s);e)ds 
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这 里 w = 0,00), 0. = 2.00). 为 Т ЖНД. (5.4.17): — 9А 
数 序列 ,我们 利用 数学 归纳 法 证 明 } tl ATF | e | ,的 有 界 性 。 
事实 上 ,车 | tl. < C.M 


аот <nmCep[ El Mela Пон) + 
е 50 = »)] (оз) ;е) | pds + 
е F6- 9] 1 ROG иф + 


[nocog ag = ске) Пие 


这 里 ,我 们 利用 了 下 列 关系 和 不 等 式 


Mapa = M a a A a Пя 


(| ехр[ At] \ = Сер 2] ， t20 
t 

| expl At] | < noCexp[ FA ‚ t20 

exploit] < noCexp[ т] 120 


expl oi (i — s)] < expl - sa - э] ‚ t-s>0 
我 们 选取 e 充分 小 , 则 有 


é = o - 601) > 5 


从 而 ,在 1-s<0 ера: -leel 2 (: - Б а 


我 们 注意 到 局 (w:e) 是 光滑 函数 ,它们 的 项 或 者 有 系数 。, 或 
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老 是 非 线性 项 目 在 5, 的 6 邻 域 里 被 局 部 化 。 因 此 ,车 让 RRR 
F 的 导数 , 则 有 估计 式 


П (юзе) lr ПА |н +є (5.4.18) 


这 里 , ПА | E R' 的 值 的 上 确 界 , 在 局 部 化 以 后 , 它 等 于 С(є + 
86)。 上 式 中 的 。 是 需要 的 ,因为 在 式 (5.4.8) 中 有 epsin 这 样 的 
项 。 于 是 


k+l ` сі 
Пос ы <noCexp[ 2 | | Па е Таже) + 


КЕКЕТЕ ds + 


rt 
[eol z£ G аас + 8) |) уф 


利用 o A,B 
exp[ - a] lD < Nil, < C 


便 有 


Пао) ССС, у + |н + e)no + 


аф(є + 8) а 1, Јер 7] 


这 里 ,C 与 no,e 和 8 无 关 。 现 在 ,我 们 固定 = a/n a = дь, 
则 对 所 有 e< a/n F 


йз lia < Clo) + + lalia, (5.4.19) 


因此 , 上"' | AR ,并 由 递 推 关系 式 (5.4.19) 能 得 到 ‖ o || „ < 
2C(o)。 于 是 ,1 是 有 定义 的 。 
因为 所 有 非 线性 项 是 光滑 的 ,我 们 有 关于 差 的 类 似 的 估计 
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+ РЕА (5.4.20) 而 
\ 1 * \ п < 2 | v v l no | R (at) Do ЕА R (a7?) Dit! | pa 
+ç $ I] n 
这 意味 着 oo ghi MERER АЗЕ s aT НН йк GENDA DA) $ DAER GH Со а 


lola &<2С(є+ о иж ÜM Д) 

我 们 注意 到 在 方程 组 (5.4.16) 中 ,所 有 的 项 都 是 光滑 的 ,这 塌 
RÉI ETF vove Me 是 可 微 的 ,从 而 得 到 ， 关于 w,w Me 的 
光滑 性 。 

导数 р 满足 不 等 式 


| (о) рдо) | p + DEUR (йу - RD] a < 


| Cle + 8) || ро | + |р! | н. C ó|; 
则 

| Datt) | ҥ <6| ep S00 - »” JI | R (Do) || + 
Про la < ceal 2] + ef е5 - о | ре z Ia а Јаз + 
| R'Do || ds + cl ep， cj nolz = s)| CI R (р) | к + 
| Dott Il a | ó | „145 (5.4.21) 


上 式 中 的 二 次 项 导致 了 一 个 增长 率 的 增加 ,有 


50 = 5)] | R' Dot || pds 


通过 使 用 RR | R | = С(є+ 5) ,我 们 得 到 


| дй | н! | Dv:-! La 2, 


1 po < 2С 
为 了 估计 序列 | Di 中 两 项 之 差 , 我 们 利用 中 值 定理 得 到 pet Nat lale D lele 
ERGE) = ROD Jw < Cl ао epf E] | aa pA 


这 里 常数 СЕ КЕЛН. WE a =o- ot A 
g j 这 种 增长 率 的 增加 , 限制 了 一 阶 导数 差 的 估计 。 我 们 取 范 数 


ОРОКЕ | 是 对 一 阶 导数 的 差 进 行人 计 得 
I R Cat) Dot Е (01) D | дз + рен plastir Ana 
cf melan asil 3 | De р! aa 
I RO) De = R Сри N ds 事实 上 ,对 式 (5.4.21) 右 并 各 项 进行 信 计 有 
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ef elge о аз < 
cj [22 | г Der sexp[ FC - Ю]Ф% 
D >= 


Cexpl Z] hala, o> 4 
同 理 
c| newl э ч - s)| рр Ia lads < 
0 n. 


Сек 22] 1 8: 1, 
x 
Cj поехь] э, 一 s)] W R' (Dèt) || pds < 


caole + D| Dë ех 5% u - ®]ее[ ы, 5] ds < 


сибе + 3)exp[ жт] 1 par 
同 理 
Се. 0) 1R D наз < 
Собе + depl] 1 pat lg no>4 


按照 前 面相 同 的 方式 选取 a, а Me WEM FAE NKEA 
ЕИ 


| рду"! Е < Cue + 1 || Рё || Е 


239 


这 里 Co= С Ilo H „, REIHE 1 Do i B: Cauchy 序列 。 因 此 ,序列 
jo kiež |l | 名 是 С! 收敛 的 (no > 4). 重复 这 种 程序 可 得 到 


序列 | Dit i fci || - | ъй, 其 中 Fi > 2， 取 极 限 得 v€ Ct， 


Ta 
利用 上 面 的 估计 式 ,我 们 定义 
Һ. (0,036) = mw(0) = |: expl — oats ]R (e(s);e)ds 
(5.4.22) 
它 是 一 个 с ËH | D. | < Ai 
WE = {v C H';:u, = hi(v, ,ve)} 

R— СО. 它 的 不 变性 由 h, 的 定义 和 时 间 变 换 之 下 方程 的 
不 变性 得 到 。 

要 使 Wu 关于 方程 (5.2.1) 是 局 部 木 变 的 ,函数 h, 必须 是 变 
量 9 的 2x 周期 消 数 ,这 是 明显 的 ,因为 积分 方程 组 类 于 8 是 2r 周 
期 的 且 对 每 个 9€ R 有 惟一 解 。 最 后 ,注意 到 se = 0, К Fu. J 
对 所 有 6E [0,2r] 至 少 是 二 次 的 , 便 得 到 : И} 与 S. ҖИЛ. 

完全 相同 的 证 明 ,， 可 以 得 到 , 存在 一 个 C! в А, 使 得 


| Dh. | ЕРЕ (5.2.1)0—1 个 C! 局 部 不 变 流 形 


wt = {vE Н.е = h, (vus vE) } 


推论 5.4.3 的 证 明 : We AWE 的 交集 能 够 通过 下 列 方程 组 的 
解 来 描述 


= h,(v,, ve) 


s = №, (0.0.56) 
注意 到 


£ 1 
1, laal < 


| Dh, < 2 
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HAERE EEA: 上 面 的 系统 有 惟一 解 
|. = һб) 


о, = hs(se;e) 
这 里 hi EC 函数 , 且 
M. = {r€ Н.о, = halte) e, = h (e.;8)) 
注 :关于 不 变 流 形 的 保持 性 定理 和 纤维 定理 的 证 明 , 不 需要 标 
准 形式 变换 
5.4.2 不 变 流 形 的 纤维 化 
由 于 线性 化 问题 有 小 的 增长 率 , 则 对 5 (一 = , + ® ) , 回 宿 
轨道 的 整体 结构 是 一 个 奇异 扰动 问题 。 在 这 里 ,我 们 所 讨论 的 问 
题 具 有 如 下 的 模型 结构 : 
у= 1-1+ 20(.0)17 


(5.4.23) 
о = elv + 807,0)) 
жш оао + оО S EOP + ARK, q Mlo 充分 
小 。 注 意 到 :对 于 方程 组 (5.4.23),M = ро) А 
流 形 。 ЖОМ E.B o= ео + 500,2) JAM, TAE M 上 的 运动 
是 慢 的 。 这 种 慢 的 运动 在 e=0 和 e>0 时 是 极 不 一- 样 的 ,这 种 不 
同 便 是 产生 奇异 特征 的 根源 。 如 果 系 统 能 被 完全 地 解 看 ,那么 初 
值 问题 的 长 时 间 行 为 将 通过 v 方程 的 解 被 完全 地 描述 。 而 对 于 
耦合 系统 ,情况 则 是 不 清楚 的 。 
虽然 _ 个 完全 解 硬是 理想 的 ,但 是 这 很 困难 ,我 们 不 企 求 这 
样 。 不 过 , 解 看 较 慢 的 运动 是 充分 的 ,也 是 可 行 的 。 

所 谓 解 看 慢 的 流 形 , 即 是 ,寻求 一 个 光滑 的 变量 替换 
(mu) > (Ph) = Утте) SO nie) = Tk 
mak N BERR ERS ji, EER (5.4.23) EA F WI 

形式 : 


= [1+ 0000) 
| она з С. (5.4.24) 


he = elhe + 50%)] 
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而 对 于 式 (5.4.24) ,有 性 质 : 当 г ооф 
(0025 0) ,六 (0)) > (0, р (5 о) 
АЯН (epl -DKA K E mo = ( p 
А = (7(0), 3. (0)), 7o = (0, 
如 (0)) 分 别 为 两 条 轨 线 的 初 值 ,于 是 , 轨 线 经 过 任意 点 ( я (0)) 
的 长 时 间 行 为 能 够 通过 慢 流 形 上 过 点 (0, р, (0) ) 的 运动 所 跟踪 
根据 Fenichel 的 思想 -+ ,为 描述 这 种 部 分 解 耦 ,我 们 引 I 
5 ， H , 门 引入 一 
曲线 ( 它 以 慢 流 形 M 为 指标 集 ) ; : 
FZ,:[-1,1]—> (М), үоєЄ M 
它 满足 7,00) = v。 这 族 曲线 关于 (w,v;e) 是 C 的 且 有 如 下 的 刻 
181: 
一 个 点 (7,5) 位 于 曲线 Z: 上 < 
(1,05) – F(0,v;e) || — 0 
在 :一 汪 时 以 一 个 快 的 速度 收敛 ,这 里 F 是 系统 的 流 。 曲 线 Z; 
称 为 通过 基点 wE M 的 一 条 Fenichel 稳定 纤维 。 j 
ВИН, ТЕЙРИ НАН ЛЕК ЖР, Z, 由 下 式 给 出 


R Ш 


F, = {OD = f(m,u;e),o € M, € [- 1,11} 


这 里 f(y,v;e) 是 坐标 变换 。 我 们 称 部 分 解 看 的 坐标 ' 
维 坐标 ,日 有 „г 


KOD = UF 
可 以 完全 类 似 地 引入 不 稳定 纤维 Z o 

定理 5.4.4( 纤 维 定理 ) 对 于 所 有 e€10, eol1, C' 不 变 流 形 
W 有 一 个 C1- 坐标 系 


Vu = ты, Me E L- то, т] 
и. = (0.73), т Є Е 
ааа М, IREF р, =0, 并 且 在 W АОН ТАЗЕ, 
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ha = 16 + Гб т) 1% 
|, = Ар + 50956) 

这 里 ,Fe S 和 它们 的 导数 是 O(s + 9) 阶 的 。 一 个 类 似 的 陈述 对 
于 WS 也 成 立 。 | 

关于 р, КИ M. 是 它 的 一 个 余 维 数 为 1 的 子 流 形 。 这 意味 
着 局 部 不 变 流 形 W; 能 够 被 看 做 积 M. x ( — 20.20) , 它 的 局 部 坐标 
(ua. n) ,这 里 v ЕМ, 上 的 坐标 , q 是 区 间 ( - zo, 20) Ын = 
标 。 为 了 证 明 整 个 慢 流 形 M. 上 We 的 纤维 表示 的 存在 性 ,我 们 从 
利用 局 部 坐标 写 出 W 上 的 流 所 满足 的 方程 组 开始 讨论 。 

流 形 We 可 视 为 (v,,v。) 上 的 一 个 图 被 给 出 ,有 

u, = (0,5016) 

而 且 在 W 上 ,通过 限制 方程 组 (5.4.9) 到 这 个 图 上 得 到 we Ей 
的 表示 


у, = o° SÈ (0.0.5) 
Ж ар, + 5.00, (5.4.25) 
U 


) = Aue + ÈC vus vE) 
这 里 S (0,0,8) = Rš (uo h (Vasu E) vee) Ж R ,在 图 上 
的 限制 。 А 

类 似 地 ,使 用 (v,,v) 作 为 W 上 的 局 部 坐标 , 则 子 流 形 M. 作 
为 关于 v 的 图 被 给 出 ,有 


va = hovese) 


而 且 在 М, 上 的 流 满足 
b, = Avo + Se(vese) (5.4.26) 
ж (ие) = Suae) ше) S 在 图 上 的 限制 。 
因为 M. Ж“ 的 不 变 子 流 形 , 我 们 引入 坐标 (v.， т) ,这 里 s, 
是 M. 上 的 坐标 ,而 
Wh = Va — hol vese) (5.4.27) 
利用 这 个 坐标 , 子 流 形 М, 由 加 =0 给 出 。 
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Ж TEREPE o pZ T Wu 上 流 的 方程 组 ,我们 必须 沿 
着 式 (5.4.25) 的 解 。 对 n, 微分 (关于 (OR E, H v,, u, 是 式 
(5.4.25) 的 解 ), 这 会 出 现 一 个 技术 困难 : 式 (5.4.25) 的 解 关 于 时 
间 + 仅仅 是 连续 的 ,在 Н! 中 取 值 ,而 不 是 С! 的 (在 广义 函数 意义 
下 是 CH) 不 过 ,假若 我 们 让 初 值 取 在 到 中 , 则 解 关于 1 是 必 
的 且 取 值 在 Н! 中 。 同 时 ,也 能 够 得 到 式 (5.4.25) 的 解 在 空间 Н! 
中 对 初 值 的 连续 依赖 性 。 因 此 ,我 们 先 假定 初 值 在 Н 里 ,这 样 使 
能 够 得 到 在 ЖЮ 上 流 的 方程 组 ,然后 利用 对 初 值 的 连续 依赖 性 推 
导出 这 个 方程 组 在 广义 函数 意义 下 对 于 初 值 取 在 Н! 里 也 成 立 : 
对 式 (5.4.27) 关 于 t ЖЕМЕ 
De = D, = Рао зе). 
Dh; 表示 hi Ро. 的 导数 。 利 用 方程 组 (5.4.25) ,我们 能 把 上 i 


е 
的 方程 写作 

ф = ао, + 59 – Dhil Av, + S) (5.4.28) 

为 了 简化 这 个 方程 ,我 们 使 用 hi 的 一 个 恒等式 ,这 个 恒等式 


来 源 于 M. 作为 We* 的 子 流 形 的 不 变性 。 我 们 知道 ,在 M. 上 的 流 
能 够 通过 (hv.(7)),v.(1)) 给 出 。 关 于 1 求 导 , 并 利用 式 (5.4.25) 
有 


РАО = b, = һу + (А, ve) 
D = Ар, + Shiv) 
这 意味 着 hi 满足 
Dhil Av, + So(y.3e)) = о + Cue) (5.4.29) 
这 里 (ue) = Shiv), Suee) = Suhi, vese) E AEN 


注 明 。 利 用 这 个 恒等式 ,我 们 可 以 简化 式 (5.4.28) ,并 得 到 用 坐标 
(оо) We 上 流 的 方程 组 


加 = ал + Nul as Vei) 
l (5.4.30) 
D, = Ай, + Qel hus veie) 
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Q, = (р + hirvee) - Se - 
Dhil- 5? + Sn + hisvese)] 
Q. = Èu + hs, vese) 
是 CERA hi C 的 , 则 Phi 是 C7! 的 )。 注意 到 
| N, O, vee) = 0 


z (5.4.31) 
A(O, vee) = Sec(ucis) 


同时 ,0, ,的 所 有 项 和 它们 的 -- 阶 导数 或 者 有 e 系数 ,或 者 因 局 部 
化 是 0(5) 阶 的 。 那么 , 式 (5.4.30) 能 写 为 


| p = [9 + (тосе) 1 


(5.4.32) 
D, = Ао, + Q. (1.0.56) 
хе A, A. 以 及 Q, 的 一 阶 导 数 是 O(s + 9) 阶 的 。 

以 上 工作 是 为 了 把 刻 丙 We 上 流 的 方程 组 化 为 运用 奇异 扰动 
理论 的 标准 模型 。 方程 组 (5.4.32) 将 被 用 于 证 明 Wi 在 整个 М, 
上 的 纤维 化 ,而 这 又 等 价 于 寻求 另外 的 坐标 系 (7, с), ШЙ sÇ 
(5.4.32) 能 部 分 解 看 为 下 面 的 形式 

И = [& + ГО зе) 1 


(5.4.33) 
De = Ар + OQ. (me) 

这 里 r=, 在 新 坐标 下 的 值 ,0.(7n.;e) = Q. (0,74 e) MEER- 
个 坐标 变换 
Ra s Ve) — hus Ne) 
PEISTE ER Opa o т) Ж ЛЕН rh 19 BJ 26 ШЇ ЙЕ ЖЕ ЖЕНА Ст. 方程 中 
ЛЗ р) 

假若 上 面 的 变量 代 换 存 在 ,那么 在 - w 时 g) iR 


的 速度 (至 少 是 exp DELF 0。 这 意味 着 关于 o, 的 方程 指数 快 
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地 接近 关于 六 的 方程 。 因 此 ,我 们 设 y =v, -p HA 


A OG/ A 0.00, з.) 
对 上 式 从 - =], 积分 得 


vO) =| ека Oy + зе) - 


0,00, geze) 185 
从 而 ,坐标 变换 通过 о (0): 
f 


(00), 3.(0);е) = 3,00) + [И expl — As]( 2. - f,)ds 


(5.4.34) 

上 式 右 端 隐 含 着 /*( 即 vu.(0))。 因 为 积分 号 下 的 项 是 О(є +8) 
的 ,我 们 能 够 求 出 , 它 是 上 面 方程 的 不 动 点 旦 有 性 质 

F Qus mas) = he + Sf Gas hei) (5.4.35) 
这 里 产 是 -个 C- ?函数 , 它 的 一 阶 导 数 是 0(8 + e) 阶 的 旦 了 (0， 
7.56) =0。 这 就 是 纤维 定理 证 明 的 基本 思路 。 
注 : 纤 维 变换 由 下 面 的 式 子 给 出 

Vu E Mu > Ve = f’ hus eze) 
了 
程 组 


= 


И = (k + „з. Ye + езе) ] д, 
Ye = Ау, + AK Ras Ye + тзв) — OLO, те) 
的 解 的 存在 性 。 


EE 5.4.4 ШШЕН: M. 上 的 一 条 轨道 元 ,考虑 下 面 的 系 


|: = [& + 0,0,7. + тезе), 
Ye 


Ау, + Q. (р.у + рле) – 0.00, nse) 


246 


Др yave- те аСт) = 0,00, 7, ;e), 则 上 面 的 方程 组 能 


写 为 
Iig ; Plnus Yes зе) 1% 
Í La, + або) + Уо}, Yo (5.4.36) 
у. = Ау, + ФО, qe) 
这 里 АР (зр. Yeo NiE) = 0, (mh Ye + nae) - Q, (0, ЕЕ 
(0,0, mis) =0› 同样 地 ,DP(0,0, 认 ;5) =0,ЙЇН. а. MOD М 


Ole + H 
接 下 来 的 证 明 过 程 同 定理 5.4.2 的 一 样 。 我 们 定义 取 值 在 


H! 中 的 连续 函数 8 = (ту) 
Leia = зрее - 2 1800 10 „\ 
化 式 (5.4.36) 为 积分 方程 组 


тыб!) = 6(.0)т\90) „реа, Mes Yes т) 1 ds 
y.(t) = f expl A( t ~ SB 7..3) 


这 里 G(r,s) = Б + adr] N HAARE: >- ee tit 


yt) 70. 建立 Newton 迭代 


i 
Жа) = 601,0) 00) + Peo woh rinso ds 


у) = | expl A(t — s)] Bm, Yi nse) ds 


序列 в = (zx 天 ) 的 收敛 性 和 光滑 性 同 定理 5.4.2 EH 


样 , 简 要 叙述 如 下 : 
(1) HFI pO’, 1841 是 有 定义 的 序列 - 假设 对 某 个 : 


ЖЕЙ r RAYS IA L. < CP KE ma= 77 04 


Е 


在于; со | nw 在 :<0 时 可 能 以 速度 epl - z] SMEH a, 
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Ие и 2 gs 
7 下 < + eexp[30 з) + 2 I 


1 mds + Сёехр| ° ] 
{ЧЇ ce rd) mep E(t- з) + 28]. 
-= no m 


0 


і 
ll mds < СГ mono ll һе 22] 
于 是 
+ o o 1. | 
Па" 1 m < Сдехр[ ( 2 RA +5 Cle + 8)mono Í Æ | „ 


у x 1 
选取 s<so<6,6= ©? C 是 一 个 足够 大 的 常数 。 则 有 


ME + leh, 


这 表明 ! 8 是 一 个 有 界 序列 。 

(2) 序列 所 19. ФУ Д СГ, Ж Нн 
的 所 有 项 或 者 在 一 个 大 小 为 6 HEARREN REH M e 
系数 。 因 此 ,上 耐 的 论证 暗示 了 以 下 事实 ; 


Па в 8-1, 


这 便 给 出 了 КОЕ, 1—6, 8 关于 1 连续 且 取 值 在 局 里 , 同 
时 | АП ms o У 


(3) 8300), р, (0) те 是 光滑 的 。 这 个 结论 的 证 明 困难 


Ф, е ИЗ (u). BE g: DC ORT WE 


93 t г 
Ta) = 0) GU, 0) f adr + 
J0 М 


К Е BEZZE + 
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Pun ал au 
n л 
这 里 "表示 不 同 的 导数 。 
上 面 的 方程 组 不 能 用 || | 。 范 进行 估计 ,这 是 因为 入 


在 !<0 时 以 速度 exp[ - 至 ] 增长。 不 过 ,我 们 能 够 用 Ie Ilam Ë 
告 计 上 面 的 方程 组 ,关于 | lQ E U18380 sess E 


ПОО. < Сер [ = =) :| + 
af exp[ 5 (r - )] Á, 
lalla onj 
ol. epli „е z DJE 
lell 一 s] + 18% (s) l „| 


一 步 ,由 于 2mo< по, M mo>2 时 有 


1 PG) |н < Caexp[ э JE + nomo \ В* lI 2m] 


AAKA 18" 1 2, AR ЛИЕ 8 关于 п. 00) ЭЕ. В x 
+ n. (0) 8 £ 的 光滑 性 类 似 可 得 。 
同样 地 ,我 们 能 够 用 i * „ЖИ @ 的 j -1 阶 导 数 ,并 且 所 
有 积分 在 jmo < no 时 均 收 敛 。 由 于 方程 组 (5.4. 36) 中 的 所 有 项 都 
是 0-! 的 ,这 个 过 程 能 够 继续 而 得 到 I 系统 的 С-З 8. 
注 :(1) 由 mol = no 知 , 只 要 j < 1, 便 有 jmo < пос 可 见 j 能 取 


到 1-1, 进 而 可 估计 及 的 1-2 阶 导数 。 
(2) 在 式 (5.4.36) 的 非 线性 项 中 ,有 Dh 这 样 的 项 , 它 是 C-1 
Hjo ХЮ РЕНЕ | p+- Br 时 .要 涉及 р? ) 
导数 只 能 进行 到 1 -2。 . ш 
现在 ,我 们 能 够 定义 不 变 流 形 We 的 纤维 ， 


f CICO), qa (0);e) = 2.00) + 7,(0) = 


9. (0) + | epl- As]: 


[0(%,.7. жузе) - ACO, qes 
也 即 是 me (0, зе) 145 
0.00) =f*(n.(0), 8,00) ;е) = 


0 
7.00) +| ар А] 00,7. + тезе) - 


A(O, 7.;є) )4 


利用 产 的 定义 ,并 重新 标 度 时 间 =: + z , HJ “在 
кэ + Tt, 可 得 到 函数 产 在 流 
velt) = Рр) р (0) зе) 
тасы 了 (0) 足 够 小 ,上 式 是 有 定义 的 。 这 种 不 变性 意味 着 : 如 

Ж Со, з) fE 8 e ba ЖК Ж (о, q), ЖЛ 882 88 # # sË 
(5.4.33) 变 为 下 面 的 形式 (在 We 上) 

| Pe = [as + TW езе) 1 
he = Аз, + Q. (зе) 


(р ,水 ) 即 所 谓 纤维 坐标 ,同时 ,纤维 变换 被 给 出 。 进 而 ,有 不 


稳定 纤维 
21“ = È (Parve): ve = РО.) 
АЕ м, Пв нон, 
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注 :由 于 在 纤维 定义 中 ,要 求 纤 维 是 cz 的 , 即 产 是 C 的 。 人 在 
这 里 ,可 以 证 明 f" £ Ct-: 的 ,从 而 有 条 件 1> ЗС 124): 
5.4.3 在 M, Ë Q 的 稳定 流 形 


对 于 a < 上 ,点 @ 作为 在 流 式 (5.2.1) 下 的 定常 解 ， 10.6. 
坐标 为 
Ј = - F М ао? + 062) 
0, = ача (21-27 А -x+ 0(е) 
ао 


= 0 


шщ 


关于 0 线性 化 方程 组 (5.4.8)， 我 们 得 到 0 是 鞍点 . 它 有 一 个 一 
维 的 不 稳定 流 形 W 0 ) 和 一 个 余 维 数 为 2 的 稳定 流 形 W'( Q) 
ре 0) 与 常 值 平面 工 沿 着 曲线 С: 相交 ,与 we 沿 着 -- 条 与 0。 J 
RRHH. 0 的 局 部 稳定 流 形 与 п, 沿 着 曲线 С 相交 、 
并 旦 在 - -个 余 维 数 为 1 的 子 流 形 里 与 M, 相交 。 

事实 上 ,在 点 @ 线性 化 方程 组 (5.4.8) ,容易 得 到 线性 化 方程 
组 的 系数 矩阵 ,这 个 矩阵 有 特征 什 


с, = & 2 7 eoll - aw) _ ва + 0(е?2) 

буш =й ed(1) 

À, =+ ihj- ed(j), J 2 2 

这 里 5.0 分别 由 式 (5.4.3) 和 式 (5.4.4) 给 出 。 由 此 可 网 ,点 @ 的 

线性 化 佐 阵 有 两 个 特征 什 具 有 正 实 部 ,其 余 的 全 部 具有 负 实 部 
在 这 一 节 里 .我 们 的 兴趣 集中 在 估计 W = (0) пм. 的 大 

小 。 特 别 地 ,我 们 将 表明 :局 部 的 多 能 被 看 做 一 个 阶 为 1 的 C; HW 

与 一 个 阶 为 0(ea4) 的 mm 方向 上 的 片 的 乘积 。 为 了 得 到 这 些 估 

计 ,我 们 运用 第 5.2 节 中 的 (r,B) 坐 标 和 第 5.3 节 中 的 标准 形式 


25] 
注意 到 ,在 平面 E Q 的 稳定 流 形 能 被 参数 化 
С = іу = (ў.0):у = y. (s;u)i 
З у= Уе, з = ехр[Ат], В. у. 
Jea = Y (J srs) 
0... = (7..0. у) 
оа 坐标 (j,9,v0) 的 流 可 利用 方程 组 (5.4.13) 并 代 J = 
k = vO) + Ni(j,0,vo;r) 
0, = vY-(j.0;v) + N.(j,0.uoiu) (5.4.37) 


vor = Lo + Улу + Ni3(j,0,v0;v) 


为 了 估计 W 的 大 小 ,我 们 使 用 (r,8) 坐 标 (在 UL, 上 由 式 


(5.2.14) 和 式 (5.2.16) 所 定义 )- 关于 这 组 变量 ,在 C: 的 一 个 邻 
RE, М. 上 的 流 由 如 下 方程 组 给 出 | | 


r = va(B;v)r + О(ш? +) 


Ê = AB + ve(B;u)r + Оби? + uQ) (5.4.38) 


vo = Lao + Vvo + O(vroo + we + vg) 
a 和 c 是 关于 (8,v) 的 光滑 函数 。 
注意 到 :在 空间 中 , С: 上 流 为 
r=0 


В = В. (152) = Boexp[ Ам] 
оо = 0 


这 
这 里 0< p< so,z>0。 为 了 构造 一 个 包含 C 的 0 的 局 部 稳定 流 


形 ,我 们 沿 着 c: 上 的 流 线 件 化 系统 式 (5.4.38) ,并 
B-B., v) 


F 引 入 变量 y= 
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r = va, (1, Вог + Naalt, r, yooiy) 
y = AY + ve, (t.v,Bo)r + Nea(tsrs Y, uoy) 


бо = Lao + Va(t,v, Во) Yvo + Naalt, r Y, vosy) 
(5.4.39) 


2sin(0, (s;v)) 
V. - ыз НТ 


КЕКЕ? 
N. = Or + уу? + 05) 

Му) = Olor? + vy? + 08) 

N. = 0(v + уу? + we + 50) 


,我 门 对 式 (5.4.39) 的 线性 流 进行 估计 。 方程 组 
нак AREMA RAM-A RIH 
程 ,它们 的 系数 与 时 间 t 有 关 。 

常 微分 方程 组 的 基本 解 由 一 个 2x2 甜 阵 给 出 
As (2,5: Во-у) 0 | 
| Г(ї,в$ р, v) exp[ A (t — s)] 


这 里 
А, = ор а. а.) 


г = оер - «016.004. Ca зз, >)! 


我 们 注意 到 , 若 设 a = а(В..>)-— a(0,y) ,那么 


a. = н+а 


而 且 
läis СВоехр wi] = Csoexp[ vàt] 


ZE py 由 式 (5.2.10) 给 出 。 于 是 ,对 于 г.з, НР 4 的 如 下 
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估计 
Ciexp[ vz ( = s)] < А, < Caexp[ v (а т ©] 


这 里 C1, C, 是 不 依赖 于 e 的 常数 。 
为 了 得 到 Г 的 界 ,我 们 注意 到 


le, |< СТВ, 12 < Cexpl2ràt] 
这 表明 ,对 于 г, 50 


Iris оов = а"). (а). 


= 


А. (а, з: 8,2) 14а 


e [ebat = a') + 20да" + vula — s) ]da' 


因为 
à +u =-—2av + 0(,?) < 0 
则 对 于 (20.8 
Elg 1-81 expl vÀ (t ~ s)] 

这 里 C 不 依赖 于 e。 

为 了 估计 偏 微分 方程 基本 解 的 增长 率 , 我 们 用 线性 算 子 L + 
V. (2,2, 80) 9 Fourier 系数 (上 ) 来 表示 这 个 线性 算 子 。 作 Fouri- 
er 展开 , 则 L 对 应 的 系数 为 


ко 02. | 
k? - 402 — ed(k) 
这 里 有 =2,3,…,d(k)>a 是 D 的 符号 ,具体 地 ,有 
аю = м k < К 
а, Е К 


ШУ, 对 应 的 系数 为 
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0 „?вїп@‚ (55У) 
Ма? + uj. (530) 
Др) у2зіпб a (53у) 0 
40), (830) - 一 一 一 一 一 一 一 
i Vol + j. (850) 
我 们 设 
а = к з н az = 4j. (siv) 
Vw? + иј. (83у) 
于 是 
— ed(k) а) 
(Е) = 
k? _ 4а? — вау — va2 = ed( k) 


这 里 aiaz Ж exp[ mt] 和 v ЖШ РАЖ, k =2,3, AT ZO) 
的 特征 值 》 满足 
| А +ed(k) k? — ea 


— k? + Да? — уаз -sal | 


即 
Аз = = ed(k) + iD(k) 


D(k) = У (k - sa) (2 — 4w? — ea; — уаз) 
于 是 ， wl) 能 被 对 角 化 ,中 存在 


1 1 
op -| ip(k) (к » | 


< 
= 2 + вар Ё -ea 


à 0 
U-`S(k)U = À = 


注意 到 UET 5 Ej [ span i IL, , eu» eH БЕНЯ. 内 此 、 


假若 我 们 作 vo 到 ww 的 变量 替换 满足 
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vo = U(k)ae(k) 
则 有 
wk) = Лш(Е) – UUw(k) 
这 里 UU ННН Е 


010 і С еер] 


即 U-!'U 的 每 个 元 素 有 界 ИС еер], 


pá 4с М -1 

4 1 ў | 

жш u= Ом! С). 进而 
民生 M -M 
Ж = zyl | 


-M M 
ЖЕМ Жйлм 059. ШЕ 


il-ea' (k? -4w – ват vas)+(k ea)(ea'1+ va'2)] 


M = 
2D(k)(k? — о) 


iD(k)ea' | 
2( k? — ға}? 


А dal de ds de 
ai= gr = ds РАМ) 


Ма 1 < Cvexp[ Ам 1. ЖШ 


la'a |< Cvexp[ Àwt Í 
于 是 


= 


„С 
Mgl а" 1+1а3 1] < 
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Ce | 其 中 ,8E[0,s0], 1 voll Є[0,?®]. ТН, (8,0) =0,1rls 
ы wt] G. 
这 样 便 得 到 10-! 必 1 的 估计 式 ,其 中 C 不 依赖 于 s Mk 这 表明 ， 证 明 : 利 用 线性 估计 和 标准 形式 变换 ,定理 的 证 明 是 标准 化 


车 把 到 (看 ) 方 程 化 为 积分 方程 的 。 利 用 式 (5.4.39) ,我 们 对 20 建立 积分 方程 组 


rt Е Г о ， 
(k) = F(r,s;k)üo(k) +| FG sk) UT Ua kds r = | A.G). ds 


这 里 F(t,s;k) = epf [ГАС] 。 则 对 于 ї>з>0,Н у = Гер — s) Nsa + Gr, s)N. ]ds 


(k sxp[ — ed(k)(t = s)] | olk | 
| (k) |< Сехр[— sd(k)(t s)] | 00А) + vo = UG0)oo+ | UC, Neads 


cl Sex = ed(k — s'))exp[ vas’] | (А) 1 ds 
| бер - ede = s))ep[ as ] j 利用 4。, AU 的 线性 估计 ,以 及 Х.Й, RITE 


因为 X*<0, 则 在 1 宕 s 宇 0 时 有 


О О ОЕ ПИЕ эз 
expl- 40) - 5') + As] < 1 < | ехр[ уи (е = в) 12 + уу? + | voll 1145 
于 是 ， | 
c ы 一 ` 
1 (k) 1 Сехр - ed(k)(t = s)] | olk) i+ ЕЗ Герд s)][1 + M(t s)] 
се ею ias Lor? + 2 + |i vo 13285 
利用 Gronwall 不 等 式 得 | vol mm < cj ep[- ealt- ғ) 15002 + ||) + 


| Wk) \< Сехр[— ed(k)(t —5)] 1 оС) 1 
最 后 ,如 果 我 们 用 U(1,s) 表 示 PDE 的 基本 解 , 则 有 估计 式 
| U(r.s)uo || < Cexpl- salt ғ) По 


l| vo ll jp ]ds + exp ( — eat) Il vio || gp 


对 (7,Y,v0) 作 Ye 的 尺度 变换 ,产生 解 的 OV ) 先 验 估计 。 因 


为 我 们 仅 需 0(e*) 估 计 (p <1). WBE 1 vio ll н G3⁄4 E 
这 里 ,由 于 4(&) еа, ДТ (> s >0,48 { 出 i с и 
) 


expl- ed(k)(t — з ] < exp[ — za (t — s)] 


I r |< бєехр[— cat 
下 面 ,我 们 讨论 更 的 大 小 。 


| У1< Ceexp[ — cat 
定理 5.4.5 点 Q fE M, 里 有 -- 个 C! 局 部 稳定 流 形 , 它 能 够 


道 过 (8,vio) 参 数 化 | voll nm < бєЎ#ехр[- ваг) 
ne ОЕТ, 这 里 :>0。 这 个 先 验 估计 允许 我 们 应 用 Newton 迭代 到 积分 方程 
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组 ,从 而 表明 它们 有 惟一 解 ,有 旦 满足 相同 的 估计 式 。 Е 


(Bono) = | A (0) Neds (5.4.40) 


这 里 了 对 于 8 的 依赖 性 隐 含 于 4 ,和 М.Ш. 函数 了 的 可 微 性 由 
A. fl 六 ,的 可 微 性 得 到 。 


5.5 整体 可 积 理论 


5.5.1 Lax 对 
未 扰动 NLS 方程 (es = 0) 是 函数 空间 Н Ей) Hamilton 系统 


-iq = ус 9.921 
и = ŠH ( ) 
其 Hamilton 量 为 
H = |р qa, = (97? + 29241 dx 
0 
众所周知 ,这 是 一 个 完全 可 积 系统 ,有 Lax 对 
,= 0920 
É (5.5.2) 
grs ү 
这 里 
0 q 
ШО) = озу + |. | 
q 0 
0 219 + qr 


V = 12А - (qq - w?) ]03 + к 28 Š 
式 中 а, 表示 第 三 Pauli 矩阵 , 即 оз = diag( 1, - 1)。 这 个 超 定 方程 
组 是 相 容 的 (0,p, = up,) , 当 且 仅 当 系 数 4 满足 NLS 方程 。 因 此 ， 
我 们 能 用 散射 反 演 方法 求解 NLS 方程 的 解 q(x ,1)。 

5.5.2 ”Zakharov-Shabat 谱 问 题 

现在 .我 们 讨论 式 (5.5.2) 的 “空间 流 "。NLS 方程 的 积分 通过 
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微分 算 子 的 谱 理论 而 得 到 。 考 虑 微分 算 子 L=L(9) ,有 
а 0 4 
-| x 
BEF ABU H 的 空间 LR) EKAT LK oL) E 
满足 特征 值 问题 
Ly = Аф (5.5.3) 
的 所 有 复 À 值 的 集合 的 闭 包 , 其 中 特征 函数 y(x) 对 于 x€(-%， 
om ) 是 有 界 的 。 因 为 9 是 x 的 周期 函数 ,Floquet 理论 能 被 用 于 分 析 
算 子 的 谱 。 
设 M= W(xzih34,5) 是 线性 问题 式 (5.5.3) 满 足 初 值 条 件 的 
基本 和 矩阵 解 , 即 有 


LM = àM 
М(0;4;9,9) = 1 
我 们 应 用 M 定义 转换 矩阵 了 了 如下: 
T(À;q,q) = М(2х;А;д.4) 
那么 , 谱 c(L) 为 矩阵 T 在 单位 圆 上 有 特征 值 的 一 切 的 集合 - 因 
为 detT = 1, 我 们 利用 Floquet 判别 式 来 刻画 谱 , 而 Floquet 判 别 式 
АЗ 
A:Cx Hl, x Н, „> С, А(Азд,д) = tr[T(À;q,q)] 
利用 A, 则 谱 =(L) 由 下 式 给 出 
o(L(g)) = iÀ € C:A(A;q.4) ЖНА -2<А < 21 
命题 5.5.1 
(1) Floquet 判别 式 A(4;9,5) 对 于 ,9,5 HEAR 
(H) A 的 一 阶 变 分 有 如 下 表示 : 


64(X;g,9) = f ааа удах) | ах 


其 中 
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i 0 1 
„б. ; ¿Tu ы ЖУО 2 | 
5020390) = и wl Эмс х) 


алд; д) „ичо ме + 22) 
(к) 09 “72 io 
(5.5.4) 
这 里 М(х) = МОх:Аз д, q) АЖИЕВ, 一 个 类 似 的 表达 式 
适用 于。 
为 证 明 命 题 的 第 ( 1 ) 部 分 ,把 关于 M 的 线性 微分 方程 改写 成 
积分 方程 


М(х) = ехр(ісзАх) + Cepli = у)]: 


| 0 iq( y) 
(у) 0 

利用 选 代 产 生 一 个 标准 的 级 数 表 达 式 , 它 的 每 一 项 由 9 和 1 
的 如 下 形式 的 多 项 式 构成 

401): ya) Faad Оа) 

ataga, В, А 关于 9,5 为 整 函 数 , 对 于 
А 的 解析 性 的 证 明 是 类 似 的 。 

对 于 命题 第 (于 ) 个 结论 中 一 阶 变 分 的 证 明 ,可 昌 FARHA: 

(L-2)M = 0, М0) = Í 


Jua 


0 à 
a-a = | ч ҮР ƏM(0) = 0 
q 


我 们 通过 参数 的 变 分 求解 5M ,连同 定义 
дА = u[óM(1)] 
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注 : 这 个 命题 是 相当 重要 的 。 它 除了 提供 一 阶 变 分 的 显 式 公 
式 外 ,还 表明 Floquet 判别 式 比 Hamilton 量 H 具有 更 好 的 光滑 性 
(关于 q 和 5)。 下 面 的 命题 表明 , Floquet 判别 式 关 于 NLS 方程 4 
成 了 一 族 常 值 运动 (constants of the motion) > 

命题 5.5.2 

(1) Floquet 判别 式 Poisson 可 换 ; 

{4(А4;9,9),А(А';9,9)}= 0, YAA 

其 中 ,Poisson 括号 定义 为 


t 


[өз 


{2х 

к.б) = |, {з-с 

(H) А(А; 4,4) EXT NLS 方程 的 常 值 运动 ,因为 它 与 
Hamilton 量 Н 的 Poisson 括号 为 零 : 

14(4;9,9),Н(9,9)1 = 0, Yà 

因此 ,A(X;g,4) 对 于 4 生成 NLS 方程 的 一 族 常 值 运动 。 

证 明 : 见 文献 [1101。 

关于 i 的 谱 理 论 ,困难 在 于 这 个 算 子 不 是 自 相伴 的 。 不 过 , 谱 
的 某 些 性 质 能 够 得 到 。L 的 谱 产 生 谱 带 ,不 必 是 实 的 ,对 于 周期 或 
反 周 期 特性 值 ,有 АО) = +2. 

现 定义 A 的 临界 点 和 重点 。A 的 临界 点 A(g) 即 是 满足 如 下 
条 件 的 点 


d Е 
GA) е = 0 


而 一 个 重点 ,用 А” 表示 , 它 既 是 临界 点 且 有 

Д(А", 4,9) =+2 
Ar 的 代数 重 数 定义 为 A(A) +2 的 零点 的 阶 数 , 它 通常 为 2, 但 也 
可 超过 2。 当 它 等 于 2 时 ,被 称 为 双重 点 ,用 АЗ Желк. А” 的 几何 
重 数 定义 为 L 关 于 А” 的 特征 子 空间 的 维 数 ,或 者 等 于 1, 或 者 为 2 
(因为 L 是 关于 二 元 向 量 的 一 阶 微分 算 子 )。 
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实 轴 是 L 的 谱 的 子 集 , 即 RCo(L)。 借助 于 与 L 的 非 自 机 伴 
性 直接 相关 的 [的 谱 的 性 质 ， 我 们 考虑 这 样 的 临界 点 六，- 2< 
A) <2。 此 时 的 临界 点 为 谱 的 分 义 点 。 关于 这 方面 谱 理论 的 
详细 讨论 参见 文献 [98]。 

5.5.3 ”基本 例子 

考虑 g(x,1) 与 x ARM 

q(x,t) = cexp{ – i[2( 2 ОЧЫ p: yh 

在 这 种 情况 下 ,Lax 对 的 两 个 线性 无 关 解 为 


р) 
| J { еб) Cx + 2àt)]i + 
фэ* 


сехр! – i[2(c* - в?) - у1/2\ 
и (А) = АЈехрі 12002 - 22): - У)/21 
(5.5.5) 
这 里 
к(А) = МА? + с 
存 这 个 例子 中 , 取 这 样 的 空间 无 关 解 g(x, 4) 是 非常 有 用 的 。 首 
先 ,线性 算 子 [的 谱 容易 从 Floquet 判别 式 出 发 进行 计算 ,这 时 
Aid(0 tc 7)) = 2cos2rx()) = 
2cos[2x(12 + є*)! ] 
由 此 可 得 


кр = $ 


注意 到 1 的 连续 谱 由 实 轴 和 虚 轴 上 的 谱 带 构成 。 所 有 临界 点 
除 原点 外 均 为 双重 点 。 对 于 “= w, 一 个 双重 点 在 谱 带 上 位 于 二 半 


平面 , 它 的 其 罗 也 是 一 个 双重 点 。 所 有 其 他 的 双重 点 (可 数 个 ) 在 
实 轴 上 。 


最 后 ,让 q 表示 一 个 小 的 扰动 


40.1) = cexpi- 112002 wi)t y]! 
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利用 正则 扰动 理论 ,我 们 能 够 得 到 关于 谱 s[ L(g)1 的 以 下 结论 : 


(1) 一 般 地 ,在 每 一 个 实 双 重点 ,会 出 现 一 个 复 的 谱 的 小 带 。 


(2) 在 两 个 复 的 双重 点 ,出 现 一 个 分 义 。 特别 地 ,在 谱 带 里 ， 


或 出 现 一 个 间隔 ,或 出 现 一 个 叉 - 


在 整体 可 积 理论 的 研究 中 ,人 们 通常 对 于 特 解 g( x,t) 的 时 间 
稳定 或 不 稳定 性 极 感 兴 趣 。 而 非 线性 Schrödinger 方程 的 完全 可 积 
性 允许 我 们 讨论 这 一 问题 。 但 是 ,我们 仅 需要 在 g(x,1) 为 空间 尤 


关 解 这 一 特殊 情况 下 的 一 些 结果 。 
5.5.4 同 宿 轨 道 和 "胡须 环 "( Whikered Tori) 


利用 Bäckland( Darboux) 变换 ,我 们 能 够 指数 化 线性 化 解 ,从 而 


得 到 非 线 性 Schridinger 方 程 的 整体 解 ( 同 宿 轨道 )。 固 定 
性 Schridinger 方 程 的 周期 解 9 , 它 关 于 时 间 是 拟 周期 的 。 对 于 


一 个 非 线 


q ,线性 算 子 1 有 一 个 儿 何 重 数 为 2 的 复 的 双重 点 vy, 并 有 一 个 非 线 
性 Schrödinger 方程 不 稳定 性 - 用 (多 ,$7 RIR M à = v 时 ,Lax 对 


的 两 个 线性 无 关 解 ,线性 系统 在 (gq,v) 处 的 一 般 解 为 
ф\хцус,с) = cr $° + c, $° 
#)Шфж X — TEREE С 


А-ьъ 0 
G = 6(А;у;ф) = af jao 
А-ў 


$, - $; 
N = = 
sP. 
然后 ,我们 定义 Q(x,t) 和 更 为 


Q(x,t) = g(x,1) + 2(v -5) 


W(x,t;À) = С(А;у;ф) (х, 15А) 


(5.5.6) 


(5.5.7) 


(5.5.8) 


(5.5.9) 


(5.5.10) 
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这 里 w 为 Lax 在 (9,4) 的 解 。 式 (5.5.9) . 式 (5.5.10) 分 别 是 位 势 和 
特征 函数 的 Bicklund 变换 。 

定理 5.5.3 设 g(x,1) 是 NLS 的 一 个 周期 解 , 它 是 线性 不 稳 
定 的 且 有 与 a(L( gq)) 中 一 个 复 双重 点 vy 相关 的 指数 不 稳定 性 , 进 
一 步 假设 这 个 复 双 重点 有 几何 重 数 2, 让 ( 儿 * ,中 - ) 表 示 Lax 对 在 
(g,y) 处 的 一 个 特征 基 , 并 且 通过 式 (5.5.9). 式 (5.5.10) 定 广 
Qx, г) (х. tA) , 则 

[. оох.) NS 方程 的 一 个 解 且 有 空间 变 基 的 2x 周期 ; 

Ш. 6(140))=в(1&4)); 

Ш. QC, DIGRE] дб, г). 4 г о Н Q (x, í) PL 
expl - mi 指数 地 趋 于 qo (x, 1)。 这 里 gs Æq 的 一 个“ 环 变 
换 "( 沿 环 移动 ),o, 是 和 复 双 重点 v 相关 的 非 零增长 率 。 关 于 这 个 
增长 率 和 变换 参数 0 ,的 显 式 表达 式 能 够 得 到 。 

谍 ， 炎 是 线性 系统 式 (5.5.3) 在 (0 ,4) 处 的 解 。 

定理 的 证 明 串 参见 文献 [34] 关 于 Sine-Gordon 模型 的 讨论 . 
具体 地 ,我 们 通过 式 (5.5.10) 定 义 更 ,利用 原来 的 Lax HECA) 
处 计算 0, 更 和 5 更。 然后 表明 , 若 Q 由 式 (5.5.9) 定 义 , 则 于 是 Lax 
对 在 (QO,4) 处 的 解 ,，。 再 利用 Lax 对 的 想 容 性 得 到 Q(x,1) 是 非 线 
性 Schrödinger 方程 的 解 。 关 于 x 的 周期 性 ,可 以 通过 选择 一 个 双 
外 点 vy 作为 变换 参数 而 得 到 。 其 他 的 性 质 可 以 直接 验证 。 

针对 5.3 节 中 的 基本 例子 ,我 们 有 


ып 


А(Азд) = 2соз[2хк(А)],кбА) = МА + с? 
део) = T.M = 5402-1. 进一步, 由 式 (5.4.10) 知 ,9 是 不 
稳定 的 ,日 有 线性 增长 率 
МЕ с еН 


利用 这 些 公式 和 特征 蚂 数 式 (5.5.5), 并 具体 化 关于 同 宿 轨 道 
Q(x ,1) 的 一 般 公式 得 
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qË = — = шр + sinpsechrcosx h 
F sinpsechrcosx 
(5.5.11) 
其 中 
r= o(t+i), e = ] 


事实 上 ,在 这 里 ,Lax 对 的 两 个 线性 无 关 解 为 


1800) 
$ ce 
1 
я у-н 
ы ө 1 мы іс ы: 
yi то EN 
- (r) 
i ce 
2 Е -fiagi 
=e f 
ёз 2 Lt at 


其 中 ó(:) = (02-02). 5, а= ce?” 
令 Lax 对 的 一 般 角 


B | фт 
$: о Фф? ы yr 


这 里 с.с 为 复数 ,e 为 非 零 实数 , 则 


$ip = (cetie “ + созе" + ClGae + ете) 


papa = eh ce e + єзєзе” + сузе + субе”) + 


асі an + 2) ei 一 aail - 1 - е 
从 而 


Pipi + Фф» = 2c2( cetie” + сабзе" + Cl62e” + ce e") — 


1 ° „г 7 D 
2 сузе“ + субе”) + с сүсзе” — субе”) 
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< 进一步， 
| ; ` ? 1 e est а! с 
ФФ = REGIE + Ber + oeal - t + а) онь 2+ Фа 02) = Jee seal рө 
1ш [120 于 是 
сеч у + 5 | + 62616 3 + )} 
i | ? 1 Ë Е Q(x,t) =- q + faf EC etie” + сезе ) 
2(, -)#\Ў» = 2io$,$, = | 
4c2g( c iG e" + cĉ” + cë ех + субе”) + (сөр +1)- 44 {( сёле” — оссе” ')зїдр] }/ 
= 4cq( 6161 зе сузе сле 
mak E, Е 2! CICIE + субе] + эйпрсозх | 


q[ (1 + iage + (1 — ю)с›ёзе”} 


利用 Darboux 变换 公式 ,有 


再 令 cuel =e a, сёз = es, 并 假设 (i+ to) = r, 则 


ERETT «1602р + + | — isin2planhr] _ 


1+ sinpcosxsechr ә 


Ӯ) 


+ 1 


2(y 


0(х,1) =4+ i$ É 


r 


hh _ 
EA 


| = = іѕіп2 ріапһт ~ Sinpseehreoss | 
i ёзе” 1 + sinpcosxsechr 
A0 + іс) субет a + (1 — іс) сзсзе ] 


(Фф? +1 $, 2 Е: 这 便 是 gi 的 表达 式 。 
i А 在 式 (5.5.11) 中 ,+ 上 表示 一 个 “数字 8 "的 图 形 的 两 叶 。 注 意 到 
-q+ Si citie” + сабзе") a= = cosx = cosl x +r), 这 表明 "+ "的 一 叶 表 示 中 心 在 x =0 处 激发 ， 
” 另 一 叶 “ - "的 表示 中 心 在 x= = 处 激发 。 因 此 , 式 (5.5.11) 提 供 了 
工 i( casen - cë ez) 5] y 一 个 “胡须 环 "的 显 式 表达 式 。 而 从 另外 的 观点 看 , 它 提供 了 不 稳 

i “к 定 流 形 的 显 式 表达 式 。 

Габ Ф112 +1 $; 2} (5) = (5) =U, qh(r;y,to, ce) 
E Ф 
5.5.5 一 个 重要 的 不 变量 

е” = 7-0 cis ca 满足 } 在 这 一 节 里 ,我 们 引入 一 个 重要 的 且 非 常 有 用 的 常 值 运动 。 


ҮЗ 固定 一 个 位 势 q € HA!, 它 有 纯 实 的 或 者 纯 虚 的 临界 点 2“， 
аё = ERE oe = 207 
J4 (A: qo) iz = 0 

l in2p = 5 令 N= NCRZ 由 ,中 加 的 一 个 小 邻 域 ,并 把 临界 点 视 为 这 
dpe gamie вета 个 邻 域 上 的 泛 函 ,he = a° (q): 


则 有 
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д с e 
Ado) йч = 9; A (qa) = À 


利用 纯 实 (或 纯 虚 ) 的 临界 点 ,引入 重要 不 变量 F: Nor R, A 
F: = A(A°(q);q) (5.5.12) 


命题 5.5.4 如 果 对 所 有 4E M SJAA ig) #0, F: № 
R 是 光滑 的 。 
证 明 : 假若 А Са) АТ АРЕ 


ЁЁ I i OA... 
Sg = АО (4) 34) = Д' (А04) 54) ёр * дд T 


дА 
ag D ГЕ: 


而 (9g) 是 光滑 的 , 且 由 A AC): g) =0 9 
re А 55 - 

A"(A'(g);g) By + ба =0 
于 是 ,假若 如 (Me(q);9) 关 0, 我 们 能 得 到 任意 阶 的 连续 微分 - 
Н: Фф ЄН! REALA (gs);gs]=0, 则 gq 是 函数 Fg) 的 
分 支点 ,这 种 分 支 对 整体 理论 产生 挑战 性 的 困难 , 当 我 们 讨论 明 数 
F(g) 时 ,为 回避 分 支点 ,而 加 上 条 件 Д" (4) 5410 是 明智 的 

我 们 称 式 (5.5.5) 所 给 出 的 具 平 面 波形 式 的 特征 函数 为 Bloch 

“Ж Byt (x, AJER Bloch 函数 , 即 Lax 对 在 (g,2) 处 的 解 .这 
此 函数 通过 一 个 周期 上 的 输 运 条 件 所 决定 。 

у(х +2хл,А) = pA) ylx,à) (5.5.13) 
这 里 p(4) 表 示 Floquet 乘 子 , 它 可 用 Floquet 判别 式 表 示 


pa) = до) + VOD (5:519 


(Ауа) WREE E, KE о 和 yw 是 确定 的 , 且 w* (x 
ORREN А 的 两 叶 .Ey 的 值 。 在 分 支点 (简单 周期 和 反 周期 点 ) 


269 


上 ,两 叶 相 交 , t 变 为 线性 相关 。 这 与 在 -- 个 单 特征 值 处 ,特征 
空间 是 一 维 的 这 一 事实 一 致 。 在 实 的 重点 处 ,wy* 仍 线性 无 关 , 而 
在 复 的 重点 处 ,它们 可 线性 无 关 , 而 不 必 相 关 。 在 复 重点 处 的 这 两 
种 可 能 性 对 非 自 伴 谱 问题 而 言 是 一 个 关键 。 

在 任何 情况 下 ,对 于 固定 的 ,这些 Bloch 特征 函数 均 能 够 
EKRE MCA) = {YD(x;X),Y2(x;4)} 的 列 向 量 显 式 表 
示 ， 


wt (х;А) =а* {Ma(1;A)Y P (x;À) + 
[М»(1;А) -= o* (А)]Ү? (х;А)} (5.5.15) 

其 中 a: 表示 规范 化 常数 。 

利用 这 些 Bloch 函数 ,能 得 公 Floquet 判别 式 的 梯度 的 漂亮 表 
达 式 。 

推论 5.5.5 若 1 不 是 分 支点 ( 即 А 不 足 周 期 或 反 周 期 特征 
值 ), 则 
МАТ 4 фё#(хА)фубх;А) 
Wyt, y] 


AA; J= 
5 5959) = 1 < 
q y] = Ф (хд) г (аА) 


(5.5.16) 
这 里 g = (q7) (уб, ут) лк ё* Яй т 的 朗 斯 基 行 列 式 。 
利用 连续 性 ,这 个 表达 式 能 扩展 到 周期 或 反 周 期 特征 值 。 
利用 式 (5.5.16) ,我 们 有 下 面 的 命题 。 
命题 5.5.6 


Ул Осу а PGA y (9349) 
rs Rr 
Wo 27] L pilaa Dgr (ra) 
(5.5.17) 


gradF (gqg,g) 


关于 F 的 临界 点 ,有 如 下 定理 。 
定理 5.5.7 位 势 9 是 函数 的 一 个 临界 点 , 当 匡 仅 当 2° (q) 
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是 一 个 有 几何 重 数 2 的 重点 。 

注 ; 若 x" 是 一 个 实 的 重点 ,都 么 它 的 几何 重 数 总 是 2。 因 此， 
若 (9) 是 一 个 实 二 重点 , 则 位 势 g 是 下 的 一 个 临界 点 。 而 如 果 
he(g) 是 一 个 复 的 二 重点, 它 的 几何 重 数 或 者 为 2, 或 者 为 1 Ж 
么 ,9 可 以 是 ,也 可 以 不 是 下 的 临界 点 。 

为 了 理解 F 的 临界 点 ,我 们 首先 注意 到 ,在 -- 般 情 次 下 , 非 线 
性 Schródinger 水 平 集 是 无 穷 维 环 面 T” = S x S х5 ,这 里 的 第 j 
个 圆 的 半径 为 六 = 1A() 久 二 21。 对 于 9: ‚ШЖ X48(q. ) 是 一 个 重 
AAAF = +2), г = 0. 在 这 种 情况 下 ,组 数 q. 在 奇异 环 面 
上 。 而 关于 这 种 有 r= A(X) 和 2=0 的 奇异 环 面 .在 它 上 面 的 任 
何 q .都 是 下 的 临界 点 。 

临界 环 的 存在 性 能 够 由 道 谱 理论 得 到 ,利用 有 限 亏 格 0 R 
数 , 逆 谱 理 论 能 被 用 于 构造 临界 环 ,文献 [981 通 过 计算 在 g. 处 F 
的 海 赛 矩阵 ( Hessian) 的 显 式 表示 , 进 -- 步 研究 了 这 些 临 界 环 面 
如 果 重 点 At (q. EHU. F 的 海 赛 徐 阵 表明 在 9， 处 下 或 者 是 最 
大 值 或 者 是 最 小 值 。 不 过 , 当 X*(g, ) 为 纯 虚 数 二 重点 时 ,下 有 一 
个 鞍 型 结构 ,此 时 ,假若 Её NLS 方程 的 Hamilton 量 ,那么 ,4 - 6 
一 个 不 稳定 不 动 点 ,然而 ,F 仅 是 NLS 方程 Hamilton B: H 的 对 合 
有 最。 尽管 如 此 , 当 у, 在 奇异 环 面 上 时 , 它 是 不 稳定 的 ( 双 的) : 
我 们 假设 ACO. ) =v 是 复 双 重点 ,而 q. 具有 NLS 不 稳定 性 , 那 
么 ,NIS 流 的 Lax 对 能 被 用 于 建立 Bäcklund 变换 q, > gq; 并 提供 
临界 环 的 “胡须 "(Whiskers) 的 表达 式 , 这 里 4 在 临界 环 上 。 由 此 ， 
我 们 得 到 一 个 重要 的 事实 : 

W=(q.) = W(g.)= tg I F(q) == 21 

这 里 , 上 号 依赖 于 A (q. ) 是 周期 特征 值 还 是 反 周期 点 。 

5.5.6 F'lq,) 

设 q. 在 一 个 不 稳定 临界 坏 上 ,具有 不 稳定 性 和 纯 虚 数 二 重 
点 у, “АЙ”, 的 表达 式 由 Bäcklund 变换 式 (5.5.9) 给 出 ， 这 
里 ,我 们 给 出 -- 个 有 用 的 关于 梯度 Р (q, ) 的 表达 式 。 
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由 式 (5.5.16) 知 
дЕ ры; мд? 4 wi) gi) 
= Шай 
84 0 [РО JC] yoyo (5.5.18) 


这 里 V(x, AEQ, у) Floquet 判别 式 ,利用 Bäcklund 公式 
计算 这 个 极限 可 得 


sr _ Ñ сзсз Со) р) 81 
дд ` фр Ит о 
这 里 常数 C, 为 
C, = i(v - p) У А(ь)А”(») 
注 : 因 为 


ф= cl ү + ca yo 
则 由 式 (5.5.19) 可 得 , 当 c /ey—0 ЖН], 


òE 
84 Гео) 0 
关于 5.3 节 中 的 基本 例子 ,我 们 进一步 有 : 取 q. = cexp| — š 
[2(с2 – а2):- у] = себ, Д 


28 у [ (+ ѕіпрсоѕћт + icospsinh-)cosx +1] i 
q [1 F sinpsechrcosx ]2 “ 
дЕ _ дЕ 
òg 99 


ма (5.5.20) 
= (t t), u =V We 1, a = Prsi 
кош ыс tanp = c, Vide 1, a = 2xsin psech r, H 
F'(q|I(t)) 5 0 
dim '(q,()) > 0 
Ро Со) Сехр — ol IDEF O. ЭИК. q. R 


272 


点 ,而 "胡须 "人 (站 不 是 - 


5.6 同 宿 轨 道 的 不 变性 


我 们 利用 到 目前 为 止 所 得 到 的 局 部 分 析 结果 和 无 扰动 可 积 条 
统 的 整体 信息 ,建立 如 下 扰动 NLS 方程 的 同 宿 到 鞍点 Q 的 轨道 的 
存在 性 


q = iH'(q) + 6609) (5.6.1) 


这 里 H'(q) = - qa – 209 = o2)q, G(q) = -0q -BBg-1, 其 中 B 
是 一 个 有 界 耗 散 算 子 。 
更 具体 地 ,我 们 运用 儿 何 奇 异 扰 动 理论 并 构造 Melnikov PAR, 
МЕВА EJE SUN TETE. ЗЕЕ 7—02 为 "第 
- -测度 "和 “第 二 测度 "。 在 第 一 测 тш ,我 们 构造 - -个 目 离 函数 А 
(这 不 是 可 积 理 论 中 的 Floquet 判别 式 ) , 它 的 零点 对 应 于 这 样 的 轨 
道 , 它 不 在 常 值 平 面 里 ,于 反 况 时 间 (t >- = ) 渐 近 地 趋 于 鞍点 Q. 
而 在 正 向 时 间 ( — =) М, 。 第 二 测度 则 构造 一 个 明 数 d. C 
的 零点 对 应 于 第 -一 测 度 中 得 到 的 轨道 之 一 , 它 同 基点 在 Q 的 稳定 
流 形 里 的 纤维 相交 。 因 此 ,由 纤维 的 定义 ,A 和 d 同时 等 于 零 便 能 
保证 关于 鞍点 的 同 宿 轨道 的 存在 性 。 

5.6.1 第 一 测度 

为 方便 记 , 我 们 首先 明确 在 这 一 章 中 所 涉及 的 不 变 流 形 的 记 
E, 在 e=0 时 ,系统 式 (5.3.12) 的 线性 化 系统 有 

[roren ES (So) 


i 


中 心 不 稳定 流 形 E%( S.) 
中 心 流 形 E (So) 
在 @ =0 时 , 非 线性 系统 式 (5.3.12) 有 
dut ЕЙ Wo 
[aa wo 
中 心 流 形 M 


КЛ 
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当 e>0 时 ,系统 式 (5.3.12) 有 局 部 不 变 流 形 We, wW, UR SW 
J” : M: = WEN т. 

在 常 值 平面 I. 上 ,0(j,,9,) 是 鞍点 , 它 的 稳定 和 不 稳定 流 形 
分 别 用 С.С 表示 。 fr e =0 时 ,有 对 应 的 鞍点 0o(jo,bo) ,以 及 
Qo 的 稳定 与 不 稳定 流 形 O 和 Ca. 而 在 全 空间 中 , OO, 0,， 
w=0) 也 是 鞍点 , 它 有 

W“(Q) 
余 维 数 为 2 的 稳定 流 形 WQ) 
在 М, 里 ,0Q 的 稳定 流 形 记 为 到 = W'( 0) (M. 
注意 到 ,IC мм, НЕП Ш Q 有 一 维 不 稳定 流 形 ( Ce) 


9 = (22 + Меј, (5) ев) 


注 : 运 用 5.2 节 中 对 Q 的 稳定 流 形 相同 的 讨论 知 ,在 常 值 平 
ШП, Е, ХРО, 0), 0 的 不 稳定 流 形 可 以 参数 化 , 旦 


y = ya(s;v) = (j.(s),0,(s)) 


з = expr], zr < O 


于 是 ,利用 (7,9) 坐 标 , 则 Q 的 不 稳定 流 形 为 


I = w ejl), 


0 = 0,(s) 
也 即 是 


9 = V7e2 = (2 + ер, (5) ево 


设 g 是 0 的 一 维 不 稳定 流 形 Ct 上 对 应 于 参数 := s 的 点 , 则 
无 抗 动 流 有 一 条 轨道 在 “= 0 时 通过 g,, 这 条 轨道 为 


pa pabili) 


MEEN, HAA g = (л б) B n 为 半径 的 圆 。 进 而 有 一条 
轨道 w 在 ;> 时 接近 上 上 面 的 轨道 ,有 


AOE ( cos2p — isin2ptanhr + sinpsechreosz 
І — sinpsechreosx 
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туехр! – i[2(ri = а2)1 - 0, + 2р1! 


tanp = у 4135 – 1 
т = (tanp)(t + to) 
теб = (2 + меј, s)) 12 B, (<) 
同时 , 当 :一 w 时 ,有 
00) ryexpt{ – 1205 = 02). — 9, + 4р1} 
这 意味 着 轨道 q (8 + – 4р 的 相 移 
аа" 
ү > 2r; 
选择 to 使 得 在 :=0 时 ,有 
TORATE (5.6.2) 
又 由 于 在 г 1, дь RA 5, (П, 上 过 gs HERA r, 的 无 扰动 
流 的 轨道 ) ,利用 q 的 显 式 表达 式 知 。 对 于 充分 小 的 ,存在 Т. 
(6) 使 得 


dist( ga (t), S.) < д {2 T. 


让 gs 是 长 度 为 6 的 纤维 的 基点 。 在 v= (uus us о) АА 
下 ,gs 的 坐标 为 (0.0,w = 水 ), 这 里 = (Vej,(s.).0,( sy). = 
0)。 于 是 ,过 基点 q 的 扰动 纤维 能 被 参数 化 ,有 
ve = f° (nse) 
D, = зы + hol vese) 
u, = h (0,0356) 


这 里 ,(v,,v,,0.) 为 纤维 上 点 的 坐标 , (0,0, 办 ) 为 纤维 的 基点 .0< 


qu < Š 相当 于 -一 个 参数 。 

由 式 (5.6.2) 知 ,qi(0) 属 于 一 条 无 扰动 纤维 ,在 es =0 时 ,这 条 
无 扰动 纤维 即 是 从 9 点 出 发 的 "胡须 "的 一 段 (实际 上 ,这 里 的 “ 胡 
须 " 是 异 宿 轨 道 )。 而 да (0) 作 为 无 扰动 纤维 (也 以 只 为 基点 ) 上 的 
E, EER vu s Uss ve) = (р + hal vei0) А, (оо 0) (лк, тыз 
0)), 且 对 应 于 э, 002, ERA B ү, = 9, ,得 到 对 应 
一 点 4 (0) = (Ж 5.6.1). 


40) 


4, 
95.61 在 We 4 БЫНА 
因为 函数 ТА 关于 e 是 C 的 , 则 
| ga = 4\0) Соз) — Һ„б;0) |l n + 
А, (оозе) = А, luus v30) | + 
| Ches разе) -fn 940) |н Се 


Í] q, (表示 扰动 方程 以 q, (0) = 4 为 初 值 的 解 (轨道 ) ,从 
5.4.2 节 中 的 纤维 结构 知 :4(D) 在 1->- 加 时 渐 近 地 趋 于 0 ,日 
它 对 初 值 的 连续 依赖 性 得 到 ,对 任何 有 限时 间 T, От ТН 


14.00) -gD ln < C(T)e (5.6.3) 
定义 
| = q (T.) 
q = ge(T,) 


由 于 当 toft, qg >Ш, q € И.Н. 


qo = rsexp{— #12015 - «?)Т. - 0, + 4р1}+ до 
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в а.н. ЕЖЕСИ >T. (9) 时 


dist( б), S.) < 4 


利用 式 (5.6.3) 得 
| qo- q |н < С(ё)є < 8/4 


dist( qr, Se) =< 8/2 

这 里 е 充分 小 。 uns ss 

为 了 证 明 gy€ WS, RINGA W 在 qo 点 的 法 线 方向 去 测度 
df 与 W° 之 间 的 距离 。 这 项 工作 可 按 如 下 方式 进行 。 

流 形 р 可 作为 一 个 图 给 出 

б = hv,, ve;0) 

这 里 函数 h 有 小 的 导数 ,这 意味 着 v 方向 的 向 景 V = (1.0.0) 
Er тс, Y 是 在 式 (5.4.2) 给 出 的 特征 函数 e. (x) = 


(рз усов 而 WQ 也 能 够 用 1gE 由 :PC9)+2=0 来 刘 


2 To 
通 。 内 此 ,e, 的 横 截 性 转化 为 
СЕ (до) еи) #0 (5.6.4) 
上 趟 左 端 为 对 偶 对 的 缩写 、 因 为 h 关于 它 的 变量 是 c. ВА. 
Ж q ждо W е 邻 域 里 的 一 点 , 则 沿 着 e, 方向 且 过 gq 的 直线 相交 
We 的 -- 点 ,这 一 点 与 9 有 0(e) 阶 距离 , 设 q, 是 过 gi 点 的 直线 与 
уо 的 交点 ,于 是 ,我 们 用 

А = (Fl(qo).qi 4) 
来 定义 q 到 g; 的 距离 测度 ( 见 图 5.6.2)。 

为 实际 计算 需要 ,我 们 定义 ,对 于 +<0, 有 轨道 
9,00) = gn(t+ T.) 
ko = g(t + T.) 


而 对 于 120, EX а) ЖАКА ВЕКЕ q ЭРИНИН. 
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у 9 
РА 5.6.2 第 一 测度 的 原理 图 


q.(t)= q (+ T. )— q. (4) 是 以 qo 作为 1=0 时 刻 的 初 值 的 
9138 (020). 注意 到 ,在 i> T. 0, ORTF S 的 5 邻 域 ,所 以 ， 
gx()(1 宕 0) 也 是 切断 流 的 一 个 解 (对 应 于 е =0)。 以 上 所 有 轨道 
在 上 =0 时 的 初 值 m ,9 和 go 相互 间隔 OCONEE. 

对 于 t+< -了 , ,由 前 面 的 讨论 可 知 ,gqg,(1) 和 gq (1) 也 在 S, 的 
8 邻 域 里 ,利用 方程 组 (5.4.8) 和 Gronwall 不 等 式 ,以 及 式 (5.6.3)， 
对 于 :<0, 有 


| gt) до) Np < C(8)e"?e (5.6.5) 


而 在 :=>0 时 ,轨道 9. (1) 和 gq,(1) 都 是 切断 方程 组 的 解 ,再 利用 
Gronwall 不 等 式 得 


14002-00) 1и < Cete (5.6.6) 
这 些 轨 道 允 许 我 们 引入 测度 
Дт (1) = (P'(q.(t)),q,( 0) -g(t)), í< 0 


At (0) = (Е (4. (2)), g(t) - q.(t)), í >0 
从 而 
4=4-(0) -ar(0) 
命题 5.6.1 距离 A 由 下 式 给 出 


A= | Рд. (090,604. 009046 + O(e?) 


证 明 : 注 意 到 qs (1) (х, DERRE, F (д. ) 是 gq; 的 光 
滑 函数 。 由 命题 5.5.4 A, F ME 中 为 1 的 C! RR ЖА 
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Ж a (8 q,( 1) 4E H-! 中 为 1 的 C' 函数 。 由 此 推出 ,A Ж А? 
是 上 的 Cl 函数 。 
我 们 利用 方程 (5.6.1) ,对 A (关于 t 求 导 
À- (0) = (Е04.)4- 54-9) + lF lq) = 4+) = 
(р iH Cq) gaz 4+) + 
(pg i (qa) - iH (g.) + е6) (5.6.7) 
Æ H (E 4 ,处 展开 ,并 利用 在 :<0 时 q 和 4 .是 有 界 的 ,我 们 


有 ) 
Hg) Hlg) = Hq = 9) + R(qa, q. 


ghp a Chla- q. 1 
к и (5.6.8) 


于 是 ,方程 (5.6.7) 化 为 
А-() =GiF'(4.)H'(q.),qa — q.) + 
CEF (qa), iH” Cq )(q, — 4:)) + 
el F' lq) GC(g.)) + (F'(q.).iR(qa, )) 
又 由 于 { F(q),H(q)! = 0, 这 表明 上 式 右 端 前 两 项 和 等 于 0, 从 而 
方程 简化 为 
À (1) = el F(q), G(q.)) + (F'(q.). iR} 
利用 式 (5.5.20) 式 (5.6.5) 和 式 (5.6.8), 对 于 1<0, 得 
\ Flg) ilp Се“ 
la q. Їн Ce 
IREO e = Се2%? 


其 中 28 <o ЕЖЕ eR A (1)>0。 这 表明 


д- (0) = el Ра.) Gde + 0642) 


Е: 
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为 了 得 到 А* 的 一 个 类 似 的 表达 式 ,我 们 重复 上 面相 同 的 1. 
作 。 但 要 注意 9.(1) 是 切断 方程 组 的 一 个 解 ,q , (1) 既 是 切断 方程 
组 的 解 , 也 是 未 切断 方程 组 的 解 。 因 此 ,在 q, 处 展开 切断 方程 
组 ,并 利用 | F(9.),84(9.)| =0 得 


À*= є\Е'(4„),65(д,)) + (F'(q.), iR) 
这 里 , 灵 是 在 9 . ЖЕҢИЛЕ Н", (а) р, 
ЇКЇ < C(ó)| q - 4. у 


Gs(g;) 为 在 q 处 截断 的 扰动 项 。 再 利用 式 (5.5.20) . 式 (5.6.6) 和 
式 (5.6.8) ,对 于 120,8 


ПЕ (а) |l p < Се” 


lg- q. li = Сее 
IRD | p < Cehe? 


因此 


А* (0) =- | CP (42). Gladi + Ole?) = 


- e] (К.б. ))ае + Ole?) (5.6.9) 
进而 有 关于 距离 A 的 表达 式 
A= A (0) - A: (0) = | вд.) 60 Dde + Ole?) 
这 里 | (ғо. ),G(g.))qdr 即 所谓 的 Melnikov AŽ. 
因为 9 . (4) 的 基点 
пе® = («2 + (з)! еб) 
依赖 于 s ,我 们 可 以 利用 基点 为 we% 的 同 宿 轨道 (1) 来 进步 简 


化 4 的 表达 式 。 即 ,因为 g, (1) 距离 9. Суде ОСЕ) ТВО, рТ 
用 ыа. Се) .同时 ,使 用 G 的 具体 表达 式 得 ， 
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推论 5.6.2 距离 A 有 关于 e 的 表达 式 
А = єМ(а, 8,0) + Об?) 


о,8.0,) = F РО), бы )))Ф = 


— [aM, + BM3 + M(6,)] 
(5.6.10) 


и 
hE 


м, = | Са) аа 


му = | Сеа) ва (009 


мөр = | Сеа.) ,Dat 


从 上 面 的 推论 可 知 ,要 找到 a 的 零点 ,转化 为 求 Wta ,8,0) 的 下 

退化 零点 ,并 利 朋 隐 函 数 定理 即 и]. 

M X: 0, 的 依赖 性 能 通过 运用 式 (5.5.20) 进行 计算 而 得 到 ， 

ШИ: 
дЕ 


ôq 


= 2rsin psech ri [0 — sinpcoshz + icospsinhr )cosx + е? 
С sjnpsechrcosx)] ce” 


推算 出 
M(80,) = cos( 0, — 2po)! Y. arf dx 


4rwsinposechr 
sA? 


(sechr — sinpocosx) = Mocos( ĝo — 2po) 


这 里 ро = arctan YES ‚А = 1 — sinposechz cosx с 
假设 M, BR Ms ЧЕ, РА 
- Mla, B, 0) = aM, + ВМ} + Mocos( 0, — 2po) 
(5.6.11) 
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有 非 退 化 零点 。 这 意味 着 ,我们 能 够 选择 参数 使 得 A =0, 即 
gi = q, Є We 

5.6.2 第 二 测度 
利用 这 个 测度 可 以 证 明 ,我 们 能 够 选择 参数 0, 使 得 点 9 位 于 
一 条 纤维 上 ,这 条 纤维 的 基点 (用 gi., 表 示 ) 属 于 Q 的 稳定 流 形 。 

首先 ,我们 知道 ,未 扰动 的 轨道 9; (1) = gy(1+7,), 在 1 一 % 
时 趋 近 于 轨道 

rexp{— #120 - 92) (2+ Т.) ~ 0, + 4p]) 

这 意味 着 go = qi (T. ) 属 于 -- 条 未 扰动 纤维 , 这 条 纤维 的 基点 
qo = техрі - [2015 ~ ш2) Т. – 0, + АПФ 5, 上 。 而 点 
gE WEW q 属于 一 条 扰动 纤维 ,其 基点 q E M. (不 一 定 存 下 
面 上 ), 但 go., 和 gi,, 之 间 有 0(e) 阶 的 距离 ( 见 图 5.6.3)。 


do S Оу <—— 
扰动 
\ 纤维 
未 扰动 纤维 \ >, Tis 


7 
О(є) | 
< оо < 一 
qa, 
图 5.6.3 纤维 的 基点 
事实 上 ,在 U= (Vas Us 0.) E PAS F ,点 qo 的 坐标 为 
Vo,u = №, (00,00,20) 
Vo,s = o, + hi(uo. 30) 
voe = f'( o, 70,20) 
к 9 € [- 2,0], т. = (/е}„(з),2( 1 - ®?) Т. - 0, +4p,0) 
H. HS 上 一 点 ,基点 go 的 坐标 对 应 上 面 表 达 式 中 的 po., = 0, 
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即 为 (0.0, то.) 
而 q 在 v 坐标 系 下 ,有 坐标 


Viu = hal Urso 0.26) 


= Ws + hlor ese) 
= РО. mase) 
所 在 纤维 的 基点 qjz 的 坐标 为 


Оа = „бш 38) 


шщ = МОрц:Е) 


ш. = Me = fm. Ü 0;e) 
因为 MLC Ж С! 函数 且 可 逆 , 而 qo 和 qg 之 问 有 0(s) 阶 距离 , 则 
出 反 卫 数 定理 可 知 :点 q WIRES Op o m) 与 点 qo 的 坐标 参 
数 ( m0.., m0.,) 之 间 的 差 是 0(s) 阶 的 。 从 而 
l qaa — qaa lw = Ole) (5.6.12) 
为 了 构造 一 个 距离 函数 测度 从 q, ,€ M. ЯМ. Q 的 稳定 流 
形 多 的 距离 ,我们 注意 到 С СУЙП. С у = (09) 坐 ЖЖ F. 
ЖЫГА у. (s Ме) Н, sE (0, solc 引信 变量 z,z= (w+ 
Меј) ей, С. 能 被 表示 为 
zals E) = (о + Мејо) eo + ОС) 
这 里 (jo(s),0o(s)) 是 关于 未 扰动 (j,9) 方 程 组 的 平面 同 宿 轨道 
流 形 М, ЖШТШ FARHA H 
| M. = {v € но, = (оозе), о, = hs(vo;e)} 


W = {v E M:r = g(s,v0;e)} 


这 时 5Є [0,so] 且 lI vo | pE [0,є”^] st 是 由 平面 I EA y 到 曲 
线 C 的 网 几 里 德 距离 。 
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对 于 每 一 点 q€ Maq ЫП, 有 一 个 阶 为 O(e ) 的 距离 ,与 S, 


有 阶 为 0(VE ) 的 距离 。 我 们 按 以 下 方式 确定 与 4 相对 应 的 点 #4E 
(ЖЮ 5.6.4). 


5.6.4 从 4 到 了 7 的 映射 
(1) q 能 够 表示 为 (z, ,ww o) ,这 里 


z = (2 + Vej) еб 
(2) 在 y=(j,0) 坐 标 之 下 , 设 y, (s )€ C: 是 这 样 一 点 一 一 
它 确定 yy = (j, ,0,) 到 С: 的 距离 。 由 隐 函 数 定理 可 知 ,假若 
OE Со 的 一 个 固定 邻 域 里 , 则 点 y. (5,) 存 在 惟一 -。 
(3) 在 连接 у, Бу, (s ) 的 直线 上 ， “м %, E y. (sy) 
一 个 距离 ;= g( s ое). 在 平面 I. 上 ,这 一 点 的 坐标 为 


(ko 


24 = (ш? + Veji) её 
(4) 定义 JEW ERF z, v o BI 
为 了 测度 q 到 5 的 距离 ,我们 引入 函数 
409) = Е(у,) - E(y;) 


这 里 是 由 式 (5.2.12) 给 出 的 无 扰动 常 微分 方程 组 的 Hamilton 
E, 


E(y,0) = >P — wlsing + оо) 


命题 5.6.3 Бо *# 有 -个 不 动 点 当 且 仅 当 d(4) = 0, 而 
且 4(g) 有 展开 式 
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d(q) = E(j,,0,) - Eo + Ое) 
其 中 Eo = Е(Јо, бо) - 
证 明 : 竖 证 明 d 9 ) 的 零点 对 应 于 4 一 5 的 不 动 点 ,我 们 注意 
到 :在 Съ 的 邻 域内 ,EE 的 水 平 集 与 С: 的 法 线 仅 相交 于 一 点 。 因 
此 ,y Br GOWER G 的 法 线 。 于 是 ,我 们 能 够 使 用 E 作 
为 距离 测度 ,而且 EO) = E(%) 意 味 着 y, = 为 或 者 za = др: 由 
前 面 的 定义 ,9 和 5 的 vo 坐标 是 相同 的 , 则 d( q) = EC ya) - E( x) 
的 零点 对 应 于 qg 的 不 动 点 。 
为 展开 d( q) ,我 们 注意 到 
[у = у Gpl = [n] = 0l) 
其 中 1m1= 0(e) 由 式 (5.4.40) 得 到 ,而 y. (so) 与 未 扰动 稳定 流 形 
су 之 间 有 阶 O(Vs ) 的 距离 ,因此 ,有 
Ely) = Е(у. (5,)) + Ole) = Е + осе) 
命题 获 证 。 
我 们 用 函数 d 测量 % .到 多 的 距离 。 由 式 (5.6.12) 得 
d(q.,) = 4(4.ь) + О(є) 


而 基点 дов 
е! ®г*) = (2 06) ЕС 

于 是 ,我 们 有 以 下 推论 : 

推论 5.6.4 quoal W KERN 

dg = wl2sin2pocos( 0, – 2po) + 4awpo] + Oe) 

证 明 : 由 d 的 定义 得 

4(доь) = E(j,(s,),0, - 4p) - Eo 
由 于 qo. € C C E С] OVORA, REDEE 
E(j,(s),0;) - Eo = Oe) 

这 一 事实 表明 
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d(qo,b) = E(j,(so).0, — Ар) - E(j.(s).0,) + OGE) = 
— eo [sin( 0, — 4р) ~ sinl, + 4awp] + oe) = 


e [2sin2pceos( 0, — 2p) + 4awp] + Oe) 
最 后 ,利用 


Р = arctan(4r} — 1)! = arctan Vade -1+ ОСЕ) = 


ро + Oe) 


可 得 到 推论 。 
我 们 定义 
d(0,,a) = 2sin2pocos( 0, — 2ро) + 4awpo 
并 假设 а 有 非 退 化 零点 ,都 么 ,我 们 能 够 选择 参数 使 d 等 于 零 。 


5.6.3” 同 宿 轨 道 的 存在 性 
固定 aE (0,1/0), M а 可 视 为 9, 和 8 的 函数 ， 
M(a,B,0,) = aM, + BM, + Mocos( 0, – 2po) 
d(0,,a) = 2sin2pocos( Ө, — 2ро) + 4awpo 
为 了 证 明 同 宿 到 Q 的 轨道 的 存在 性 ,需要 证 明 M 和 d 对 于 
HE g> O F OE (9%i,,00) 以 非 退 化 的 方式 等 于 0, 这 里 


П ада? 
ĝo = aretan! Уз eee) -x7 
ош 


sin(0,,,) + amin = singo + ошбу, Omin < Во 
为 了 让 4 =0,a 的 取 值 范围 必须 限制 到 区 间 


(бәет) (0,1) n [° spo) (5.6.13) 


” 2wpo 


进而 ,假若 M0, 那 么 ,由 d=0 和 对 =0 得 


2 
cos( 0, — 2p0) =- ыл (5.6.14) 
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2wpo 


В = «|м, м.м, (5.6.15) 


7 sin2po 
利用 隐 范 数 定理 可 知 ,对 于 е 充分 小 ,我 们 能 够 在 由 式 (5.6.14) 和 
式 (5.6.15) 所 确定 的 9 ,8 的 一 个 小 的 邻 域内 求解 L= Д = 0. 

定理 5.6.5 [йж оЄ(1.1) 00,0. ), 0 8, Жа ht 
(5.6.14) . 式 (5.6.15) 给 出 且 满 足 9,E (бш. б).8>0,Я 2 ,Х%[Я: 
є 充分 小 ,方程 (5.6.1) 具 有 同 宿 轨道 的 对 称 偶 。 

证 明 :利用 隐 冰 数 定理 ,能 够 在 由 式 (5.6.14) . 式 (5.6.15 ) 给 
定 的 (9,,8) 的 一 个 小 的 邻 域内 求解 方程 组 L=A=0- H A =0. 
这 表明 q € Ие, ЕШ d =0 知 ,点 9 位 于 一 条 基点 为 qi.s€ W fJ 
纤维 上 ,从 而 在 ;>0 时 ,轨道 qg ODRE So 的 一 个 小 的 邻 域 下 
于 是 ,轨道 


400. <0 
qit) = | 
q (t), 120 


是 -- 条 间 宿 到 0 的 轨道 。 因 为 无 扰动 系统 有 两 条 同 宿 轨道 ,这 样 
便 得 到 了 扰动 系统 同 宿 轨道 对 称 侦 的 存在 性 。 

注 :(1) 利用 式 (5.6.14) . 式 (5.6.15) 所 得 到 的 d 和 A 的 联 立 
有 零点 提供 了 所 讨论 系统 的 本 质 信息 。 其 中 第 一 个 方程 提供 了 起 发 
角度 ө, 的 近似 表示 , 它 是 系统 参数 的 函数 ;第 二 个 式 子 则 给 出 工 
参数 所 满足 条 件 的 近似 表达 式 , 这 是 为 了 保证 同 宿 轨 道 的 存在 : 

(2) 容易 看 出 , 若 8=0,a >0, 则 函数 q MA 的 联 立 零点 不 企 
在 ,这 表明 引入 一 些 系统 的 参数 是 必要 的 ,比如 引入 附加 的 耗 散 项 
В Bgo 

耗 散 算 子 B 可 以 是 离散 Laplace 算 子 : 

Bq = g(x + h) - 2q(z) + g(x — h) (5.6.16) 

жш h > 0 固定 。 也 可 以 是 由 它 的 特征 bk) ЕТЖ: ЖН) UY 
Laplace 算 子 
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É , k<K 
КЎ. = | Ё (5.6.17) 
0, дк 


其 中 天 是 一 个 大 的 正 整数 。 我 们 详细 讨论 后 者 ,对 于 离散 Laplace 
算 子 ,可 类 似 讨论 。 
利用 式 (5.6.17) ,可 以 得 到 Melnikov 积分 中 耗 散 项 的 显 式 公 


式 


Z: м p AASE. 

Е 和， 4rw-sin posechr 

M, = | dekode S em 
-æ Jo аА 


= : 2 2 2 
| ѕесһт + sinpotanh°rcosz — sin Posechr(2 + соз^х) + 
25іп? роѕесћ2 тсоѕх ] 


зы. 8 
Апаз posechr 


Мз -| аа 745 


[5іпроѕесћтсоѕх — sin? роѕес т (1 + sin2x)] ， 
p p 


z 2 2 
[2зесһт - ѕіпроѕес reosx — 2sin2zposechr + 
ро Ро 


2sin°posech тсоѕх ] + О(ѕівё ро) 


这 里 po = arctan Vaai Asi sinposecht cosx , О (віп 2 po) Ж 
在 我 们 的 计算 中 用 - 05 代替 B 而 产生 的 项 。 
利用 这 些 公 式 ,我 们 能 够 写 式 (5.6.15) 为 
В = x(w)a 


其 中 


2 ! 
к(а) === [| м, = <o m| | Ma 


sin2 po 


对 x(w) 进 行 数值 计算 ( 见 图 5.6.5) 表 明 ,c(w) > 0。 可见 ,对 于 式 
(5.6.17) 所 确定 耗 散 算 子 B, 同 宿 到 鞍点 Q 的 轨道 的 对 称 偶 存在， 
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第 六 章 ”离散 扰动 非 线 性 Schrödinger 
方程 的 同 宿 轨道 和 混沌 


6.1 可 积 情况 


在 这 一 章 , 我 们 将 人 研究 如 下 扰动 М5 方程 
= qa +2[ l gl- «219 + l- aq + Вр + Г] 
4(х +1) = glx), 40-х) = (х), m < @ < 2л 


(6.1.1) 


的 有 限 差分 离散 化 ,其 中 sE(0,si),a>0,8>0, 了 >0 为 常数 。 
当 e=0 时 ,离散 扰动 NLS 方程 (6.1.1) 具 有 如 下 Hamilton 系统 


1 
iĝan = yal 4+ -2ga + qail +1 q, (qaa + 1) — 202, 


9л+№ = qn 


Gr-N = qn 
(6.1.2) 


其 中 2<N< о , 式 (6.1.2) 为 20M+1) 维 系统 。 


=) (N 为 偶数 ); M=% (N 为 奇数 ) 
к=, Мап у <  < Мап Y> N>3 


Зап 2 << о, N=3, 


对 应 于 NLS 方程 (6.1.1) 的 离散 形式 为 


иј, = Bl gas - 24 + qail +1 qa РСФ + Gn-1) — 


2а?д„ + ief- aga + B аг] 


(6.1.3) 
式 (6.1.2) 能 写成 Hamilton 形式 


н > __ ӘН 
a= бер, 9. = бды 


其 中 pr=1+ 14,12 


RSEN S [ata + 41) — 
+ 
2 232 2 2 
TETE 14.19] 


a, Sa gai + 9 HEAR (6.1.2) в а 8 


а= 


这 个 不 变性 ,连同 н Н X inp, 也 是 运动 常数 . 因此 ， 


р? = lI Pa (6.1.4) 


也 是 运动 常数 。 系 统 式 (6.1.2) 是 Hamilton 系统 ,具有 (+1l) 个 
运动 常数 , 它 的 可 积 性 可 由 离散 的 Lax 对 得 到 证 明 


Paal = Lie, (6.1.5) 
ih qu 
中 LP = 
ги А фы TZ 


і 


Pr = Ві, (6.1.6) 


RIE 


(-йойв-Кырл е -a gal E Ni gaai 
21 


> 
B? = 


-hh Jag Sh 


29] 


这 里 ¿=exp( АА). 由 超 定 方程 组 (6.1.5) . 式 (6.1.6) 相 容 性 决定 
Lax 表示 
L, = B,.L, - LB, 
6.1.1 L, 的 谱 理 论 
对 于 离散 空间 流 式 (6.1.5) , 令 YO 、Y2 表 示 式 (6.1.5) 的 基 


本 解 , 即 具 初 值 
1 0 
TE 
0 1 
的 解 , Floqnet 判别 式 
A:CxS— С (6.1.7) 
定义 为 
A(z;q) = u(M(N:z;q)) (6.1.8) 


其 中 s 为 相 空 间 , 定 义 如 下 : 


= (1) |, =-9,9 = 0 


Qa Í y = Ҹа 9а-х = Ча 


M(n;z;q)=#J[ YW ,YY 为 式 (6.1.5) 的 基本 解 矩 阵 , 在 s 中 能 
定义 任意 两 个 点 4 和 5p 的 内 积 为 


à=! 
(q.p) = ReX) фр, 


4 的 模 定义 为 | q li? = 64.9). 

附注 :A(z;gq) 为 可 积 系 统 式 (6.1.2) 的 运动 常数 ,对 VzEC。 
В д(:; 4) 52 00+, – МИА, Floqnet 判别 式 A(z;9) 
AFO +1) 个 生成 函数 为 独立 运动 常数 ,是 方程 组 (6.1.2) 完 
全 可 积 的 关键 . 

这 里 的 Floqnet 理论 不 是 标准 的 ， 从 Wronski 关系 式 来 看 ， 

Фу(ф*,ф7) = D Woalgt, g) 

其 中 D 如 式 (6.1.4) 所 定义 ， 
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LACH g ) = Фр) = ЖАЫ Ун A 
pt 2 O 的 两 个 解 。 事实 上 , W... (¿° 
Ф) = PW ptg) ,由 于 这 个 非 标 准 性 , 谱 量 的 通常 定义 得 到 
修正 -” 


周期 和 反 周 期 点 2 定义 为 
A(z';qg) =+2D 
临界 点 Z 定义 为 
4А 
dz 1.0) 
多 重点 т" BEL sa EER MEB A z 的 代数 重 数 
定义 为 A(:)+2D 的 零点 的 阶 数 。 通 常 它 为 2, 但 能 超过 2; 当 亡 
等 于 2 时 , 称 多 重点 为 双重 点 ,表示 为 le о" 的 几何 重 数 定义 为 
为 (6.1.5) 周 期 (或 反 周期 ) 特 征 空间 的 维 数 ,为 1 或 2。 
运动 常数 一 个 重要 序列 F, 
FaQ c S— C 


= 0 


(6.1.9) 
定义 为 


Ё, (4) = pA(3(4):) 


其 中 Oc S F, HKR, REH F Er 
6.1.2 双 曲 结构 和 同 宿 轨 道 
式 (6.1.2) 的 双 曲 结构 和 同 宿 轨道 能 通过 Backlund-Darbonx 2 
换 来 构造 。 首 先 我 们 建立 Backlund-Darbonx 变换 ,再 来 构造 同 宿 轨 


道 。 


(6.1.10) 


Melnikov 积分 。 


司 定式 (6.1.2) 的 一 个 解 g,(+) ,此 时 线性 算 子 L 具有 几何 重 
数 2 的 重点 z, 它 不 在 单位 圆 上 ,以 ($+ ,$i) 表示 Lax 对 式 
(6.1.5) . 式 (6.1.6) 在 z=z* 上 的 二 个 线性 无 关 解 (Bloch 函数 ). 
于 是 离散 Lax 对 式 (6.1.5) . 式 (6.1.6) 的 一 般 解 在 (gq,(1),z*) 能 表 
示 为 


$ (r Z.) = $t сё; 


Wm 
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这 里 c 是 一 个 复 参 数 , 称 为 Bachlund 参数 ,用 ó, 可 定义 一 个 变换 
EET, 
z+ (1/z)a, b, 
-a Д ~ 1⁄z + zd, 
其 中 
d 
a = (ya бе +141151 é, 12] 
4, = -gal tel +i 121 9, 12] 
Е a s 
b, = | z BA, бею 
o es P 
Case ZA Pai Dna 
Д, = - 111 $, 1212 0219,5 12] 
2 
从 以 上 式 子 有 
й, =-= d,, b, = c, 
再 定义 Q, MY, 为 
Q, = F Onil — G.+1qa (6.1.11) 
(г) = Pal ziz s Pa) (14) (6.1.12) 


其 中 ¿, 为 离散 Lax 对 式 (6.1.5) . 式 (6.1.6) 的 解 。 式 (6.1.11) È 
{6.1.12) 分 别 是 位 势 和 特征 疯 数 的 Backlund-Darboux 21, A E 
理 。 

定理 6.1.1( Backlund-Darboux 4%) 1 y,(1) 为 式 (6.1.2) 
的 解 ,对 于 它 线性 算 子 L, 具有 几何 重 数 为 2 的 重点 2?, 日 不 在 单 
位 贺 上 , 它 是 不 稳定 的 ,以 ($8; ,gz ) 表 示 离 散 Lax XE a 22) E 
的 二 个 线性 无 关 解 。 由 式 (6.1.11) 各 式 (6.1.12) 分 别 定义 Q, (t) 
和 У, (е; 2), WMA 

(1) 0, (1) 也 是 方程 组 (6.1.2) 的 解 (0, 的 偶 性 能 


HERE 
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Backlund 参数 С 在 一 条 曲线 上 确定 ); 

(2) 更 (iiz) 为 离散 Lax 对 式 (6.1.5) . 式 (6.1.6) 在 ( 0„(1), 
z) 上 的 解 ; 

(3) 4A(z:0)=A(zign),VYzELCi 

(4) QODIR F q (t) BI 0,01) е. q C), RA 18 ROR 
ез! жж = RE 9, 为 位 相 ,a 为 在 重点 zx БЕЛЕЖКА, 
并 可 得 到 增长 率 o 和 9 .的 明显 表达 式 。 

由 此 定理 ,可 构造 由 „б 已 开始 的 同 宿 解 。 

现 研究 一 个 最 重要 的 例子 一 一 式 (6.1.2) 均 匀 解 的 Backlund- 
Darboux 变换 , 令 

4 = 9 Vn, q= аехр{- 2il (a? = w° )tl+ iz} 
(6.1.13) 


Дер: Nan Z < а < Man 27, N> 33an ас @ ,N = 3: 


N 3 
推论 6.1.2 如 q, 为 式 (6.1.13) 所 确定 , 则 Q, 为 式 (6.1.11) 
所 定义 具有 明显 表达 式 


0„ = 0,005, w, 7ra, ж) = [2 -1] (вл. 
其 中 


G = 1 + cos2p - isin2ptanhr 
Н„ = 1+ cosgsinpsechreos2n0 


тош 4N? V osin0 У ocos0 SILEF 


pe 
р = arctan уре бле 
V psin0 
DE 191 
б = мр = l+ А? 
当 z— + 1, 0, > ge™ Р, 因此 , Q, 是 问 宿 于 圆 14.1 = a, 异 宿 


于 圆 上 由 位 相 -4P 分 开 的 点 。 
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定义 6.1.3 EXE S 上 的 二 维 平面 I: 
П= {4196 5,4 = ф = = qai} (6.1.15) 
П #24(06.1.3)ӯ FEDEN Е ХЕП КЖ: 


А = [4 14 Є H, Ntan <l qo l< Мап E, y > 3, 


Зав 3 <l qo l< =, = 3} (6.1.16) 
定义 在 4 RRRA 
S = {9419 ЄП, l gl= w} (6.1.17) 


S, 完全 由 不 动 点 组 成 ,是 可 积 流 式 (6.1.2) 确 定 的 。 以 上 如 图 
6.1.1 所 示 , 在 “数字 86@94" 上 有 奇 性 水 平 集 的 几何 解释 和 谱 的 识 


图 6.1.1 在 "数字 8@4" 里 奇 性 水 平 集 的 几何 解释 和 对 应 的 谱 的 识别 
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IRR. 
推论 6.1.4 在 $ 中 .关于 可 积 流 式 (6.1.2) 下 ,存在 余 维 1 的 
s. 的 * 中 心 不 稳 定 流 形 ”, 表 示 为 W , 则 余 维 1 的 S. 的 "中 心 稳定 
流 形 " ,表示 为 We" 。 也 存在 余 维 2 的 S. 的 中 心 流 形 , 表 不 ЖҮ, 
ТОП A. Ж - 步 
gm = We = “eY 8U GO W' 
“数字 8 GO A = y ON war = 0,0) 


这 里 1, 表示 式 (6.1.3) 中 о 的 限制 区 间 , Q, 给 定 于 推论 6.1.2 


中 。 


6.2 不 变 流 形 的 不 变性 


这 一 节 我 们 将 讨论 s. 的 中 心 稳定 流 形 W, 中 心 不 稳 定 流 
E WW 和 中 心 流 形 W 的 不 变性 。 这 里 “不 变 "的 意思 是 指 , 存储 
1ЕЖ ea >0, 使 得 对 任何 sE(- gz, 82) ,存在 余 维 1 的 局 部 不 变 流 
J we КАЕ 2 的 不 变 流 形 W, H Wës WH, Was W. 
у= Ж. £ S, ПЖ BRI. We, W P W ALI 是 光滑 的 ， 
eE l- erer), RIEA L ЖАЛУ” НЕ Ж. 

6.2.1 不 变 平面 的 不 变性 

容易 看 到 平面 П 在 扰动 流 式 (6.1.3) 下 为 不 变 流 形 , 在 这 个 站 
面 上 运动 对 于 扰动 和 可 积 情况 是 很 不 同 的 ,我 们 采用 相 平 面 分 析 
方法 。 | 

在 不 变 平 面 [上 ,动力 系统 由 以 下 二 维 ОРЕ 给 定 


ig = 211912 - «214 + 1 aq + T (6.2.1) 

采用 振幅 相 角 表示 (9 = Ге, 1140) ,有 如 下 方程 
Ì = el- al + Dsiny) (6.2.2) 
y =- a(P – а) - є(Г/1)зїпу (6.2.3) 
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系统 的 相 平面 图 如 图 6.2.1 所 示 。 
4. 
{= o 
resonance 
circle Su 
E=0 P. 


£ 0 
图 6.2.1 平面 工 上 动力 系统 的 相 平面 图 


EFRI 上 和 在 共振 同 1=w 的 O(ve ) 邻 域 , 令 J=w+veJ， 
r=Vst 可 得 


ES ы 

r Ti > sal (6.2.4) 
д. А 2 Г š 

ўта 2] |ә 3 чау] (6.2.5) 


a 


H” = эз = Tsiny — 2wJ*。 简 单 的 相 平 面 分 析 可 知 : 一 


Br 0(s9) 近 似 , 式 (6.2.4) . 式 (6.2.5) 的 动力 系统 如 图 6.2.2 所 示 
为 鱼 状 分 布 。0(Ye) 阶 近似 , 式 (6.2.4) 、 式 (6.2.5) 的 动力 系统 如 


图 6.2.3 所 示 。 


= у 


图 6.2.2 “ 鱼 "结构 图 6.2.3 打 琶 的 " 鱼 " 结 构 
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在 扰动 下 ,平面 I 上 存在 三 个 不 动 点 : 汇 点 О. ,靠近 原点 ; 汇 
点 pe ,靠近 共振 圆 ;鞍点 4. ,也 靠近 共振 圆 .“ 色 "的 坐标 中 .鞍点 
不 动 点 表示 为 六 FJ, y.) = (0, arccos[ yo) ПЯ а” 
结构 的 条 件 为 


X< (6.2.6) 
而 * 旬 的 鼻子 "位 于 (J , ya) = (0,y,) ,其 中 y, 满足 方程 
XY, — siny, = Хоу, – siny, (6.2.7) 


从 工 面 分 析 吕 知 ,虽然 卫 在 式 (6.1.15) 仍 为 不 变 平面 ,但 在 式 
(6.1.16) 中 定义 的 4 不 是 不 变 的 ,而 由 下 面 6.2.2 节 中 所 给 定 的 
定义 仍 是 局 部 不 变 的 。 

6.2.2 不 变 流 形 的 不 变性 定理 

利用 Fenichel #1 所 建立 的 法 向 双 曲 不 变 流 形 的 不 变性 定理 
以 及 Hadamard223 引 进 的 图 变换 方法 和 几何 奇 性 摄 动 理论 ,我们 
可 建立 局 部 和 整体 不 变 流 形 的 不 变性 。 

定义 6.2.1( 局 部 不 变性 ) ЕУ 上 定义 的 流 ( 解 算 于 )， 
V 为 $ 的 字 流 形 ,具有 边界 DY(Y= уду). 我们 说 了 在 S 中 的 
流 严 下 是 局 部 不 变 的 ,是 指 存在 了 在 $ 中 的 一 个 邻 域 以 ,使 得 
QEV, rz0, U F(Q)CU, РСФ) СУ; W z <0 和 
‚ыс 则 U FOC у. 换言之 , 轨 线 КОЙ. 
0 点 C(QETV) 开 始 向 前 或 向 后 时 间 推 移 , 无 论 如 何 它 离开 {x 
能 通过 它 的 边界 327。 

定义 6.2.2( 最 大 不 变 集 ) BF 为 定义 在 S 上 的 流 ( 解 算 
F), V 为 $ 的 一 个 子 集 ,定义 

(УУ=10ЄЎ СА Е(0) с V) 


А (0) = [0 € V leU aF) c v; 
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КҮ) ={40ЄУ l: u. F(Q) c V) 
Д АСУ) АСУ СУ) V BJ КЕКЕ, a K fn AS 
变 集 和 上 的 最 大 不 变 集 - 
对 方程 组 (6.1.3) ,由 Fenichel4- 可 得 如 下 定理 ; 
定理 6.2.3( 局 部 不 变 流 形 的 不 变性 ) ”在 相 空 间 S 中 存在 S。 
的 一 个 邻 域 ZZ, 在 它 里 面 对 任 何 固定 的 (2< < > ) 存 在 正 数 
єз= Ez( WH, 上 ) ,使 得 对 任何 e€ ( – е, е) 20 (6.1.3) 5006 
下 ,一 个 C* 余 维 1 的 局 部 不 变 流 形 W, C 的 余 维 1 的 局 部 不 变 
流 形 We 和 C* 余 维 2 的 局 部 不 变 流 形 Wi, H Wy = W", WE = 
р, = Ж Hop И", ЯП A S, 的 不 变 流 形 。 如 推论 6.1.4 
所 述 ,进一步 A. =I Zc W: tye Elene), H 
At (2) с Е 
A- (22) c Ж“ 
K2 c W: 
RR At(20,A (ZO (Z) rO ZZ hiba КОЕЛУ, A 
不 变 集 和 最 大 个 变 集 。 
定理 6.2.4( 不 变 流 形 的 整体 不 变性 ) ”整体 不 变 中 心 不 稳定 
流 形 ,中 心 稳定 流 形 和 中 心 流 形 分 别 定义 为 U FW, U FW 和 
U FW 对 于 0< 了 < %, 整 体 不 变 流 形 的 如 下 部 分 : 


шү 2 Ya А 和 Y W. 是 s 的 с ЖН, eE = 
62,62). Же =0, 它 们 分 别 用 于 WY We W° 的 相应 部 分 ， 
6.2.3 不 变 流 形 局 部 不 变性 定理 的 证 明 


考虑 扩大 的 相 空间 ,引入 е 作为 变量 ,有 如 下 扩大 的 方程 组 


1 
zal qnal = 24 + quail +1 q, Ensi + qa-i) — 


йе 
2024, + | - ад, + Аша -24 + 1) + т] 
Є=0 
(6.2.8) 
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相应 的 扩大 的 函数 空间 变 为 $: 
Š = Sx (- 83,83) 
我 们 能 定义 以 e 为 参数 的 不 变 平面 族 让 
f={(g,e)E Š iq € T) (6.2.9) 
容易 看 到 在 流 式 (6.2.8) 下 Й, 是 不 变 的 ,限制 在 平面 上 , 流 式 
(6.2.8) 变 为 


iq = 2114 12 o?]q + &[- од + Г} 


é = 0 
在 扩大 的 函数 空间 里 ,共振 圆 S. 能 定义 为 
5, = 104.0) I (g,0) Є Io, 191= w} 
现 考 虑 不 动 点 圆 $, 的 一 个 邻 域 , 记 
|: = [Cw + ór) + ду, (0) exp[ 1000) ] 


(6.2.10) 
£ = бе’ 


其 中 8 > 0 为 小 参数 ，r 为 实数 , у, 具 空间 平均 值 零 , 即刻 7 = 


定义 6.2.5 定义 $ 的 平均 值 为 鹤 的 子 空间 如 下 : 
So = [q € SI q = 0} 
定义 6.2.6 定义 作为 新 变 元 (r,9,f,,e' ) 的 相 空 间 
E = {r0 fie) 1 (re) € RG € [0.2z] f. € 50} 
EX 6.2.7 定义 相 空间 的 紧 区 域 为 
FE.={(r0 fe E Ellrlisgl,le I< 1, 
Ө Є [0.2z], | f, <1} 


将 式 (6.2.10) 代 人 扩大 的 方程 组 (6.2.8) ,并 定义 在 E. L. ó 
为 新 扰动 参数 ,e 为 变 元 ,有 


1 x 
= Оа Aa + а) + (о + Brasi 


Жа + Fa) + 812(% + ENES -ED + 


(о + ór)(f, + Оа + f.) =- 
(f. +) Ла + f.-.a))] + 


в (Ла + f.) = ОЛО + fa) = 
PRGA ря 
СО + PD Gan + Aaa) - 
[2 - Оа -2/, + £0)])]- 
е -Оў» 


GoPal Sasi + 1))) | 


fa P 2 
Е {去 ° 57)7"9110+ 


(6.2.11) 


Ё = al- є'(2(® + ór) - Feos) ~ 10 + ór): 


(СУ, + ЛС +71)? ë= 
(( + дә + 1)))] - 


2 
t °! Safa faisi + ЖА) 一 
«Аа + 7101 
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ó = - 280020 + бу) - P| т. +2(7,7,)+ 


EKG, + Fana th) + a + f.) ° 


83 
(ш + др) 


(Аза + /0))] 29 
[Offs for + 10) + СЛС + АА) 


6 = 0 
ЖЭН 250. М 8 =0 时 ,我 们 可 得 方程 组 


ў, = KA -2h + Һа) + 


wl fasi +f oh 2/.)] 


(6.2.12) 
ғ= 0 
д= 0 
20 
此 时 可 定义 E. 的 子 集 
А, = 10.0.5.) € E lf = 0 
它 由 不 动 点 组 成 。 在 A。 的 任何 点 , 它 的 稳定 空间 是 一 维 的 ,不 稳 


定 空 间 也 是 一 维 的 , 它 的 中 心 空 间 是 余 维 2 的 。 线 性 增长 (衰减 ) 
率 为 


ПЕЕ L + e] a? - мш? X 


对 于 A, 中 的 任何 点 是 相同 的 ,这 里 ki = 2x/N А, 的 中 心 稳定 ,中 
心 不 稳 定 和 中 心 流 形 分 别 是 相应 的 中 心 稳定 .中心 不 稳定 和 中 心 
线性 子 从 的 嵌入 ,分 别 记 以 L* жиг. LML 为 余 维 L.L 为 
余 维 2, 视 8 为 扰动 参数 , 则 80 方程 组 为 6=0 方程 组 的 扰动 
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我 们 需 研 究 这 些 不 变 流 形 在 д 扰动 下 的 不 变性 。 根据 Fenichel Ж 
论 , 我 们 可 以 断言 :对 于 YE [0,56o] ,不 变 流 形 W8 WE 和 Wf 分 
Желк AJB p? “ЖИ #0 , Н We. = L“, We: о= Ш", Wf o= 
Le。 要 害 的 问题 是 д 与 e 无关。 如 令 8 = 60, 通 过 尺度 变换 式 
(6.2.10) 可 将 E. 变换 为 $ 的 子 域 D.。 可 以 断言 D. уе 无 关 , 当 
#'—0 B} es->0. 了 .为 0(eo) 阶 的 。 

从 上 面 知道 ,在 不 变 平面 上 ,扰动 方程 精确 地 具有 三 个 不 
动 点 :( 0。,ge ,pe), 其 中 О, 为 原点 的 变形 ,而 其 他 两 点 则 来 白 加 
S, 的 两 个 点 .在 平面 工 上 , 0. Mp 为 收 点 ,而 g 为 鞍点 。 在 整 
个 相 空间 S 上 ,线性 稳定 性 分 析 表 明 О, 是 汇 点 ,而 poq 为 鞍点 。 
进一步 , p 的 不 稳定 线性 子 空间 是 一 维 的 , 的 稳定 线性 子 空间 
是 余 维 1 的 , g 的 不 稳定 线性 子 空间 是 二 维 的 ,而 q, 的 稳定 线性 
子 空间 是 余 维 2 的 。 由 不 变 流 形 理论 可 知 W (р, TETE, E tE 
H W pO CEFER ERHI H WOE, ER W Cq) 
存在 具有 余 维 2。 

下 面 我 们 考虑 qe 的 线性 稳定 性 。 考 虑 ¿ 的 调和 扰动 


Qa = q +n 0 < yæl 


Gn = (Aje + B;e® )coskn 


Жр pA B 为 复 常数 。 在 后 处 有 如 下 色散 关系 
0, = О} =- ela +2820 – cosk;)] + 2 / ЕР, 


(6.2.13) 
其 中 


E, = 214 12+ (19 P- w?) (1 со) (1а 1?) 


F; = (1- cosh) $ +141 P) (la É -办 


从 方程 (6.2.4) . 式 (6.2.5) 可 计算 1g.1 = -Ce + Ole?) ,对 基 个 
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下 常数 C ,我 们 有 如 下 的 吸引 或 排斥 率 渐 近 式 
(1) j=0; W, kos 0. Eo=2lq l? + (1412 -wo)>0.,Fo= 
= (1q? - 1) >0;Й| EoFo> 0, 
EoFo = 4eCw’ + Ole?) 
因此 ,QF 共有 渐 近 形式 : 
461202 + Об) 


= 2 


Е > 0, Мап Ç < о < Мап 27, Еу = 


N 
(1 + cosk, )[ = Ntan n + 0le)>0, AJE Ei F > 0, 
ЕЕ = (1 — cos ki) ( 1⁄h2 +в? = Хап 2), Ole) 


因此 ,Qt 具有 渐 近 形式 


QF = * 2,/ EERTECO tan? z) + Ole) 


(3) HEj =2,3, =, МОМ = №2, М В: M= (N- 1)⁄2.N 


为 奇数 ); F > 0, Bl Num ү < ш < Nian 25, E, E; = (1 + cosh) 


(°- Mian IE) + Ole) <0, 因 此 EF <0,07 具有 形式 


N 
QF =- ela + 28h 2(1 = соз] + 24/1 EF; 1 

于 是 我 们 有 .= 个 不 同 的 吸引 排斥 率 : 0(‹°)(у=1), O ( 
(=0) Обе СЖ Г) 7 2 为 最 慢 的 吸引 方向 。 振幅 А, 人 
方程 


[iQ; - (2ki(cosk; -= 1) + k2)l A; = 21 qe 


2B, (6.2.14) 
[而 - (2А, (сов — 1) + k2)} B; = 21 4 А; (6.2.15) 


HP k= h? +1 2 + 82, k= 4l q É 207 – ва: R 
(6.2.14) . 式 (6.2.15) 的 相 容 条 件 给 出 色散 关系 式 (6.2.13)。 


йй 
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(1) 对 7 =0, 1; 0, 是 实 的 , 则 从 式 (6.2.14) . 式 (6.2.15) 关系 
有 系 
| 0, – (2k (cosk; - 1) + k) | = 2| q l? 
因此 ,能 写 
0} – (2ki(cosk, - 1) + k) = 21 q 12е 
其 中 


£ 


Pi; = ааа 


Оў – (2Imi ki | (cosk; — 1) + ті k at) 
2Rel k ilI — cosh) — Rel t| | 


(6.2.16) 


ML B =e “ 4。 因此 有 


-igi Ot 
qa = (A; +e А) e Tcoskn 


` 1 ы» 
其 中 Ci =2r;cos[ — T 


因此 д, 为 


£ ile o*i 
= Сўе "е созуп 


这 里 pf 为 固定 位 相 由 式 (6.2.16) 所 给 定 , СУ 为 定常 数 。 
(2) 对 j= 2,…, M, 0 为 复 的 , B = bA, b = 21 q 12 
(0, (2, (соѕ 1) + 9) ~! WJ 2, 具有 形式 


A йш Ке * . 
gaa ша? Ааа Ероса 


соѕ т 


其 中 А, 为 复 参数 。 
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6.3 Fenichel 纤维 


显然 在 定理 6. 2.2 中 的 中 心 稳定 流 形 W 和 中 心 不 稳定 流 形 
ye 对 e E Ct 光滑 ,但 在 W #ü Wie 中 的 轨 线 甚至 仅 是 C? 连续 ,这 
是 由 于 时 间 上 的 奇异 性 质 。 我 们 的 中 心 任务 是 寻找 出 -- 条 相连 于 
а. 的 同 宿 轨道 ,为 此 ,需要 在 W, С, W 的 邻 域 建立 更 好 的 坐标 
系 。Fenichel 引用 不 同 的 时 间 尺 度 和 Hadamard 的 图 变换 建立 了 -- 
个 称 为 "Fenichel 纤维 "的 坐标 ,这 些 纤维 具有 某 些 很 好 的 性 质 ( 对 
于 我 们 的 情况 ,纤维 为 一 维 曲线 )。 特 别 地 ,它们 对 е 是 光滑 的 ,我 
们 将 表示 WE ЖП" 作为 这 些 Fenichel 纤维 的 并 集 。 

6.3.1 Fenichel 纤维 表示 的 一 个 例子 

考虑 简单 的 二 维系 统 


у= y 
其 中 0<e< 和 ls。 6.3.1 给 出 作为 奇 性 扰动 的 轨 线 。 


(є=0) {sz0) 


图 6.3.1 简单 例子 中 的 轨 线 


Fenichal 纤维 定义 如 下 :定义 一族 一 维 曲 线 ,4o = (xo,0) € R XÆ 
FE (qa) = |q = (х,у)! y € RI 


为 稳定 Fenichel 纤维 如 图 6.3.2 所 示 。 
纤维 具有 如 下 好 的 性 质 : 
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> y 7] 
À РЕС F a) 
& ОТ % k 
(є=0) (er0) 


6.3.2 简单 例子 中 的 纤维 

(1) “e #0 纤维 "是 和 se =0 纤维 "一 样 的 ; 

(2) 以 К, 表示 解 算 子 , 设 go€ R 为 一 基点 ,go = (xo,0), 则 
Е go= (xoe ,0). V gEF (д), W qi= (xo, y) ,对 某 个 
VER, Кд = (xoe-“ ,ye !')。 因 此 有 


| Fet gi- F qoll =e'lg- goll 
E+ | 表示 А2 中 欧 氏 模 。 因 此 在 纤维 上 的 点 ,具有 性 质 ， 

(3) 虽然 纤维 本 身 对 流 不 具有 不 变性 ,但 作为 一 族 纤维 , 它 在 

流下 是 不 变 的 , 即 纤维 从 和 解 算 子 可 交换 
Er ЕЛ 

6.3.2 ”纤维 定理 

为 此 , 先 叙述 某 些 定义 。 

定义 6.3.1 (局 部 的 子 流 形 的 正 ( 负 ) 的 不 变 族 ) 

设 了 为 S 中 在 流民 下 的 一 个 局 部 不 变 子 流 形 , SIMO): 
QE Vl s 的 一 族 子 流 形 ， 具 有 参数 OE V, 我 们 说 1 M (0); 
QE Vi 是 在 流 F 下 的 一 族 局 部 正 不 变 子 流 形 。 如 果 FMC 
(Fe(Q)),Y QEV,1>0 使 得 ,外 F (0) су. 类似 地 ,如 果 
ЕСМ(О))сМ(Е(0)), УОЄУ, уг<0, 19 ,天 (0O)c 
y, 则 称 | M( 0): 0E Vi 为 一 族 局 部 的 在 流 F: 下 的 负 不 变 子 流 形 。 

定义 6.3.2 (CHE CR) Vk V E: S 中 的 局 部 不 变 子 
WE, 0): Q€ VI 为 5 中 的 C" 子 流 形 ,参数 QEV, S 
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M = ((Q,Q) I Q € V,Q EAR)? 
我 们 说 {_AM 0):0E 让 是 C2 子 流 形 的 C"' 族 ,如 果 M E Cf S x 
S 的 子 流 形 。 š 

由 Fenichel 纤维 定理 可 得 。 

定理 6.3.3 设 定理 6.2.2 的 不 变 流 形 的 局 部 保持 性 的 条 件 
满足 , 则 在 局 部 不 变 中 心 稳定 流 形 W 的 内 部 ,存在 C* 一 维 流 形 
BJ 77004): 琴 !1, 即 稳定 Fenichel 纤维 , 则 WS 能 表 
示 为 这 些 纤 维 的 并 


ziy Zq) 


СЕГА 

是 每 条 纤维 .7 (gq) 和 不 变 中 ， кын 点 . 即 
纤维 的 基点 ; 二 条 纤维 Z (qu) 和 7'*© (0g2) 要 么 不 相连 
(qq) Ж АЖЕ = аз). V а, q € Wi. 进一步, 这 些 稳定 
纤维 具有 如 下 性 质 : 
(lZ e0o(q):q€ WERT e € СК ЭЕ, El- ere) 
更 详细 地 , 令 $=8х(-є,є),}(7 © Lq) e): Cge) E W x 
( -62,e2) 1 为 在 S 中 的 C 一 维 流 形 的 C'H. 

(2) IZE): gE Wl! 是 一 个 子 流 形 的 局 部 正 不 变 族 。 


(3) ÉE k, zd (1 cos k) (1/h 40) (2 - Nian? =), 

在 一 个 正常 数 C,, 使 得 如 gE€ W, g €Z (4) M 
IFCg) = Еа) < Ce д-У 0 

使 得 (дет, (€ 10, г]. 进一步 ， шаах 
АО) 6004) = lq € Z: | Fz(q.) - Е:(9) | < Ce ` 
1а. - 41. V r>01. 

(4) 对 任何 qg,p€E К,ар, YaEF Eq), Ур 0) 
如 

F(q), Fp) E W, ү:Є{0,+ =) 

进一步 
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| :(р)- Elg) l| ->0, (— > 
则 


| (pi) - FE) l J, 


类 伏地 ,对 т" 也 类 似 成 立 。 

附注 : Fenichel 纤维 的 惟 - :性 。 lq E А" ( ZZ) , WJ Fenichel 纤 
ҢЕР “(gq) 具 有 定理 6.3.3 中 (4) 意 义 下 的 惟一 性 ， 设 . 产 全 
(q), 7S Сен 的 两 个 不 同 的 稳定 Fenichel 
纤维 , 进 -- 步 ,9gE А* (22). Jf (eS yp € ZU (р) Є 
F590(g), 使 得 p, BREZE? q) д SAFZ O (q) HE 
理 6.3.3(4) 有 


| | FEC) - Еф) 1 
Ер) FAH/ * e 


|н пара ME 


[Ee p) - FE) | 
ЕГ (4)-Е (д1 í >e 


由 矛盾 性 推出 惟一 性 ， 

6.3.3 “ 数 8@4”" 的 惟一 显 式 的 Fenichel 纤维 

从 可 积 理 论 ,可 知道 .2 5'0(g) 和 . 产 '*… 中 (gg) 很 清楚 。 在 某 些 
情况 下 ,还 可 明 吕 表示 出 米 。 例 如 对 于 "数字 8@4”, 从 推论 6.1.2 
可 得 惟一 的 Fenichel 纤维 明显 表达 式 。 

定理 6.3.4 ”对 于 可 积 离散 NLS 方程 (1.2) 有 


1) “数字 8@4" 具 基点 q€ 4:(q,=g,Yn,g = aexpliy)) H 
稳定 纤维 为 “| 


7694) Е ае |. е 1] 
其 中 


G = l + cos2p - isin2ptanhr 
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H. = 1+ 1 sinpsechrcos2nô 
соз@ 


= aretan У 28580 =- 
955% Үзвїп@ 
бёле сү 5 s = 1+ H 


这 里 rE (- о, + m) 为 一 维 纤维 的 参数 , 当 r— + < 时 ， 
FOD gq ВИНО Са) НЭ OREA UE A 
中 ) 的 惟一 稳定 Fenichel 纤维 。 

(2) 在 “数字 8@4 "中 具 基 点 9E A: lq. =q,.V niq = ае? ій 
不 稳定 纤维 为 


ne 


当 六 > о (фа, Н 0 Са) 1 为 "数字 8@4 中 只 
基点 4E 4 的 惟一 不 稳定 Fenichel 纤维 。 


6.4 Melnikov 测量 : W“ (qe) Пт 


这 一 节 我 们 将 给 出 Melnikov 测量 (通称 “第 一 测量 ") AAE 
要 回答 这 样 的 问题 ;是 否 存在 不 同 于 嘱 (g) in(= W° ( q.) YU) 
的 任何 其 他 的 Са, ) 和 W 之 间 的 相交 ? 我 们 知道 W 在 5 中 
为 余 维 1 的 子 流 形 , 而 号 (4:) 为 二 维 子 流 形 。 一 般 来 说 , 交集 
W(g) П 号 将 是 一 维 的 , 因 我 们 知道 平 几 相交 W (q) ln 是 一 维 
的 。 另 一 个 问题 是 :是 否 存 在 “ 非 平凡 "相交 ? 

6.4.1 主要 原理 

首先 ,再 写 方程 (6.1.3) 为 向 量 形式 


iq ыы pa{ Jerada H}+ Ebr (6.4.1) 
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其 中 


; 0 1 
4, = (Qaa) әт, =- qJ = 


。 А-1 
ХАҢ. 
H =- AAACN + 440) ~ 
п=0 


2 i 2 2 
AU + ов) + 14.19] 


En = (Enar gna)" 

Ena =- aq, + Г + BN2( фу ~ 24„ + 91) 

gna2 = — ar, — Г + BN2( faii — 2г„ + т) 
因 我 们 的 工作 空间 是 高 维 的 相 空 间 ,首先 一 个 自然 的 问题 是 :究竟 
需要 多 少 个 测度 量 来 决定 W (q) A ТИ? 相交 ? 回答 是 只 要 一 个 
测度 量 就 足够 了 。 从 直观 上 , И? 具有 余 维 1( 由 gadF, 坐标 化 )， 
为 了 测量 Wq) A WE 之 间 的 距离 ,我 们 仅 需 沿 着 横 截 方向 


grad 所 来 测量 ,这 就 要 求 一 个 Melnikov 积分 就 行 了 ,如 图 6.4.1 所 
示 。 


严格 的 理论 分 析 : 在 S 中 考虑 共振 圆 S. 的 一 个 0O(s9) 邻 域 
多 ,具有 边界 0 ME 必 的 令 域 由 定理 6.2.3( 不 变 流 形 的 局 部 不 变 
性 ) 和 纤维 定理 6.3.3 有 


W(g) =U {F700(g)|g € Wlada} (6.4.2) 


W(g) lu = (y, }1Г= + (у)} (6.4.3) 


其 中 严 (y) 表 示 在 平面 工 上 的 曲线 , 它 是 q, 的 不 稳定 流 形 限制 在 


这 个 平面 上 ,见方 程 (6.2.4) \ 式 (6.2.5)。 类 似 地 赋 具有 纤维 表 
7N 


WE =U [ZC9(q)1 q € W (6.4.4) 
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p л 
b, (7,1) (7.19 


图 6.4.1 Melnikov 测度 的 几何 解释 
S .A At W: PRE 5, 的 一 个 0(e9) 邻 域 ,选取 .A В И 
h EN., 从 不 接触 必 的 边界 。 注 意 到 (4) aC a FX E, 
aam. Но К, ВА ute. 定义 
WLL) U {7 (g) 1 gq EH} (6.4.5) 
(0) = 0176004) 1 q € 4%} (6.4.6) 


定义 0 0 ZD W i) z =2 ZD W (Z). ТЕМЕНЕ 
理 6.3.3 的 推论 ,有 如 下 引 理 。 

引 理 6.4.1 在 $S 中 ,9 低 中 的 每 一 点 是 在 .发 中 有 具有 惟一 
基点 的 由 式 (6.4.5) 表 示 的 惟一 不 稳定 纤维 上 。 类 似 地 ,在 ? Ж: 
上 的 每 点 是 在 Z, 中 的 惟一 基点 由 式 (6.4.6) 表 示 的 惟 -- 稳 定 纤 
维 上 。 B 

类 似 地 ,定义 9 а) =9 UN Wq), ТАТЕ EEE 
理 6.3.3 С. 

引 理 6.4.2 在 S 中 ,在 9 ZZ: ( g.) 上 的 每 一 点 都 是 在 "Сф 01 
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中 具 惟 一 基点 的 以 式 (6.4.2) . 式 (6.4.3) 表 示 的 惟一 不 稳定 纤维 
上 。 
现 开始 研究 Wq) W'(. 4.) с W 相交 的 可 能 性 。 考 虑 在 
本 (ge) 中 不 稳定 纤维 的 丁 (ge)1a 的 所 有 基点 ( 见 图 6.4.1) 选 取 一 
个 基点 (7 ,PE 配 (e)ln, 则 存在 惟一 的 一 条 扰动 不 稳定 纤维 ， 
Ze(y, 严 ) 具 有 基点 (y, 严 )。 同 时 也 存在 惟一 的 一 条 未 扰动 纤 
维 ,该 纤维 可 由 纤维 定理 6.3.3 明显 表示 出 来 。 由 纤维 定理 
6.3.3, Z O (y, PXT e Æ С-Н, Z СӨЮ (y, Р) tE 
90 (у, т) O( 9058. 我们 知道 "09(Y, EMRE 1 
的 边界 3 RRIAZ НОУ, PERRE 1 ЛӘ ZZ 
横 截 相交 , 令 
4% £ ZD y, №) n J 2,49% = ZD y, №) n д 2 
则 有 


49 2 4% + 0(е) (6.4.7) 
МаН, RR NLS 方程 (6.1.2) 具 有 轨 线 h 同 宿 于 不 变 平 
面 耳 , 且 有 显 式 表达 式 。 在 有 限时 间 之 后 ,h 将 和 0 图 第 二 次 相 
з RRG O 表示 在 着 陆 一 边 (Landing side) 的 惟一 交点 。 必 须 
强调 : g O RERA. OEN 的 惟一 一 条 未 扰动 稳定 纤 
EEEO = 严 。 从 9 开始 ,扰动 的 离散 NLS 方程 (6.1.3) 
也 有 一 条 轨道 凡 。 由 解 算 子 的 光滑 性 知 ,在 一 个 有 限时 间 区 间 
里 , 尼 将 在 hh 的 0(e) 邻 域内 。 因 此 ,ht 也 和 3 必 在 点 gq''* 相交 ， 
Hg tq VH 0(e) 邻 域内 。 而 Melnikov 测度 用 于 决定 9(7…?) 
是 否 在 号 (. 改 ) 里 。 

接 下 来 是 在 严 上 介 于 g 必 9 和 4469 之 间 的 一 点 处 建立 同 宿 坐 
标 系 。 对 于 这 样 的 任何 一 点 gq; ,让 5 表示 点 q; 处 横 截 于 同 宿 轨道 
h 的 余 维 1 KEFE, НЕ аак, ПУ # x 里 有 余 维 
1,H ра, RRF WG (YZ. Biri Елда, 处 W$ Г z 的 切 空间 
的 坐标 , 即 1gradF ,站 | 是 关于 三 的 原点 在 qs 的 坐标 系 。 在 这 组 坐 
标 之 下 ,交点 gb" = 及 门 有 表示 式 
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ФӘ = sa" gradF, + Хєај r, (6.4.8) 
J 


这 是 由 关系 式 (6.4.7) 和 解 算 子 F 的 正则 性 所 得 到 的 。 对 于 任意 
тет) ПХ, 
g = Ра) вад, + Zajr; (6.4.9) 
这 里 , а}! 是 余 维 1 的 超 曲面 РОД) ПУ 5 НИ, 
РОЛЕН А. 现在 ,我 们 选取 a 的 一 个 特殊 值 , a) = 
ea ,对 所 有 jo 这 种 特殊 的 选取 确定 了 У, (Е, (4) >) E 
的 .一 个 惟 - -点 和. , 且 有 表达 式 
Ф. = f fea?!) gradF1 + Жєа}г (6.4.10) 


由 整体 不 变 的 不 变 流 形 定理 6.2.4, 整体 不 变 中 心 稳定 流 形 
рс We WL | 为 C* 光滑 , 因此 W' (. Z) ПЕ 存在 三 中 的 
了 本 入 三 的 0(e) 邻 域内 , 它 通过 原点 。 我 们 有 

(| аў!) = еа (6.4.11) 
a 为 某 实数 ,由 方程 (6.4.8) (6.4.10) . 式 (6.4.11) 可 在 gu 
和 心 之 间 定 义 符号 距离 


dı = Signed Distance{ qu ‚41 


= ela“ — а) || gradF, l? 


= (gradF,, 49 - Ф) (6.4.12) 


我 们 的 问题 是 要 简化 测量 gf Ma ЖОНЕ А < BIHE grad F, X 


向 仅 有 一 个 测度 量 就 够 了 ( 见 图 6.4.1)。 
6.4.2 ”Melnikov 积分 的 确定 
给 出 轨 线 和 尼 的 如 下 参数 化 : 
h = h(t), -=®‹<{<+® 


h0) = qn 
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hé = hili), = % < t < 0 
(0) = ду 
令 ы REPR F ( {'.) ,0< < ,具有 参数 化 


hi = hlt), O<: < œ 


h: (0) = 4. 
注意 到 
d, = Signed Distance{ gh ‚Ф. = (gradF, ‚ау 一 他》 
可 分 解 @ 为 


di = (VEC) ge - q) - (VFC) 9 - 4) 
5 


д (0) = (ZF 0 
At (0) = Су САС) А0) - А00), -wm <t < 0 
则 
di = A (0) - А* (0) (6.4.13) 
定理 6.4.3 


ж == „зг => 
A- (0) = e| (VERD gA) dt + OC?) 


At (0) s- efi COPD gA) dt + Ole?) 


因此 d = 941,4. = eM + OC?) Жн 


му, =|` TFD ODd = 


i А-1 L 天 
Ж m 
ш дф") + ər Er? Ре dt 


证 : 因 һи), (r) RECO JI КЎ ЖА 
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h(t) = УНО А(1)) 
h(t) = ZV HOB) + eg( (12) 
А (а) = ZS H(hE(r)) + e g(he(t)) 
其 中 为 辛 矩阵 ,可 写成 方块 形式 , Z= diag Jo,…, /у-1\› 


0 o, 
Е 
-en 0 


这 里 p, 为 式 (6.1.2) 给 定 ,因此 

R(t) = h) = ДУНС) - ZV H(h(i)) +є& (h(t)) = 
7(уН)(һ()), (hlt) — h(t)) + 
eg(h(i)) + Ri + К, 


Ëq 


其 中 
Ri = /унН(Мм())- ZV H(h(t)) - 


(#ун)(һ()),. (h(t) ~ h(t)) 
R, =e(g(h:(:))- g(h(i))) 
muya t (4) 得 
A+ (1) = (IFA А) - 00) + 
(TER RD), (а) - А009) = 
(лу ЁЪСАСо)), в (А0090) + (VFG), R) + 


(VF (h(:)),R,) + E 
其 中 Oooo 
E = (ЕВС) ° TFT Hh) C(t) — А(0))) + 


(PEA) ZIHCRCD), R(t) - h(t)2 
由 Poisson 括号 知 
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{Fi,H}= (TP, дун) = 0 


(7 Ё, (4), У(2УН)(4) 84) + 
(VIF(g) 24. ZV H(a)) = 0 
由 于 了 了?F(g) 为 对 称 双 线 性 算 子 ,办 此 
(viF(g) .64,298(g)) = (TIF(g). ZYH), èq) 
置 g = 有 (1),6g= 及 (1)-h(t), 可 知 E=0。 于 是 有 
А+ (0) sel TE gA) + VEA), RD + 
(У Ё (А(0)), Ra) (6.4.14) 
类 似 地 有 
A- (0) =e(V F (А0) gh) + СУРОВО), 5) + 
СУЕ (А(1)), Ra) (6.4.15) 
其 中 
В = ZJ H(h2(t))- ZV H(h(i)) ~ 
V(ZNVH)X(h(t) (hëlt) — h(t))) 
R, = E(g(hëš(t))- g(h(t))) 


аот ht (82 RA, Mq EEA b, €. C 
W: 为 基点 的 惟一 稳定 纤维 上 ,我 们 先 建立 以 下 两 个 引 理 ,完成 定 
理 证 明 后 再 予以 证 明 。 

引 理 6.4.4 Jim A (0) =0 


如 果 FE) EW, у0<т< + о, Д] * (t) = 0, 如果 
(4b.) 不 在 W P, у0<т< + о, ЛЕТЕ W: Ф (у0<т 


7(e))。 EP TC) = o(p t) ;进一步 A* (т) = 
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0(е2), 


51 6.4.5 


° CFPC), кай = Ole?) 


(TFA, Radi sole) 


жоо (ТОЕ) i 
(УЕ (АС), RI)dt = Об?) 


жоо (Ое) n 
(VF (h(i)), А) = 0(е2) 


ROO в (0008 ~ Ole?) (6.4.16) 


由 引 理 6.4.4. 引 理 6.4.5 和 方程 (6.4.14) . 式 (6.4.15) ,可 得 
全 -(0), 公 * (0) 如 下 表示 : 


д 0) = |0 (FCD). gA) de + 0065) 


[®=( Тє) ——— —— 
А5 (0) = еј VREAU) di + О(Е?) 


再 由 式 (6.4.16) ,ЕЖ лк 2 * (0) 


д (0) == |7 ORT) + 0082) 


| 


于 是 完成 了 定理 6.4.3 的 证 明 。 
现 证 明 引 理 6.4.4, 即 寻求 lim А7 (2) #1 lim A*t (0). A 


A- (0) 


人 (- х) 2 А- (t)dt 


At (0) = A (+ е) - Абай 
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先 计算 lim A-U), A 
Jim A (1) = Jim (YFA) RC) - h(t)? 
从 后 面 的 VECA(ID)) 的 明显 表达 式 , 可 知 存在 T > 0, C > 0, 使 得 
| уЁ(Һ())\\ < Се", V - о < t <- T, 
(6.4.17) 
其 中 后 > 0。 由 纤维 定理 6.3.3, 可 知 存在 C: > 0, C; > 0 使 得 
hele- TE) - ЕСУ, Р) < Сеч" (6.4.18) 


| Alr- TE) - FE(Y,F)N < Get (6.4.19) 
这 里 - % < z < 0 
> 0, orisa Шоо = 400 
我 们 知道 
FELY, I) = q. т % (6.4.20) 
F(Y, E) = бу-2{[()9-?1т,Г) (6.4.21) 
由 关系 式 (6.4.18) ~ 式 (6.4.21) 可 知 当 г» ~ œ Pf 
Ш ло) АС) | = 000) (6.4.22) 
从 式 (6.4.17) . 式 (6.4.22) 知 
D 
其 次 ， 计算 lim, At (t) 
lim + (0) = lim (V Ё (h САСО) (0) -~ А0) 
Шуро. 可 知 存在 T,>0, C, > 01845 
LIEGI < Се, V T,< t <+ @% 
(6.4.23) 
其 中 后 >0 于 式 (6.4.17) 中 给 出 。 令 b= (y. А) КА 
维 的 基点 , 且 9(650 在 其 上 ,由 纤维 定理 6.3.3 可 知 , 存 在 Cs > 0, 使 


l hlr + TS) - КЕ (Ьу) || < Све", VO < r <+ о 
(6.4.24) 
其 中 >0 于 式 (6.4.19),h(T8)= g 
доо О) н, ТОЛЕ ЖАЫ b€. AC 
ис 的 惟一 -扰动 稳定 纤维 上 , 量 


ЕСЫ) = (у, = 20Р)? wlr, I) {6.4.25) 


分 两 种 情况 讨论 :DD FE) EW Or + oO FE b) 4 
含 于 ў, үу0<т< +. 
第 - -种 情况 , ЕБ) Wr, V0=< r< + %, 则 存在 Ce>0 使 得 
| aCe + TE) - FES < бе", ү0<т<+ 9% 
(6.4.26) 
这 里 k. щ2606.4.19) 1, КОП) = gq 。 进 一 步 存在 T, >0， 
C; >0, 使 得 
Пк) < Се“, VT, < r <+ e (6.4.27) 
HB kr > 0。 由 式 (6.4.24) ~ (6.4.27) Я, , 当 1> + Еў 


TORGLER CO (6.4.28) 


式 (6.4.23) 和 式 (6.4.28) 可 知 
Din CS 


第 二 种 情况 , 即 (Б) E Ж, УО + wm。 从 式 (6.4.23) 
知 ,对 于 T(e) ~ О((2/К,)1а(1/є))Н 


=! 


[F САСО) < e hun) yTe)gt<+ = 
(6.4.29) 
其 次 证 明 
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FE) € Ж, уб0О<ст= The) 
W: E 几 中 有 表示 
Fi =-2+ef({F, 01. = 0,2,3,.,M) 
0 = epi( {Fi,0}, j= 0,2,3,.,M) 


其 中 ,{ 记 ,9} 为 e =0 可 积 流 式 (6.1.2) 的 角 变量 ,{ 户 } 已 在 6.1 节 
中 定义 过 ， 
bi € [0,21], j = 0,2,3,7, M 


R- < Fo < В“ 
0<(-1)[F(q)-2(- 1] < ò, j= 2.3, , M 


这 里 R, R ЯП 6;(j = 2,3,…, MM) 均 为 正常 数 。 在 扰动 流 式 
(6.1.3) 下 ,有 


dF; 
AFLD) fq), j= 0.2.3 M 


则 对 任何 0< ra<7T(e),j=0,2,3,…,M 
Fa) = Blg(0)) + oO( en] 
置 g(0) = 6..9 
СЕО) = EG) + ofen E) 
因此 , Fr(6.)E 丙 ,0<r<7(e), 于 是 存在 常数 Cs > 0, 使 得 
| FEG) || < б. VO < r=] Te) 
由 式 (6.4.26) . 式 (6.4.29) 可 得 
(VF (h(T(e))), R(T(e))) = OC?) 


且 存 在 c, > 0, 使 得 
lair) ll < б. 0 << = Te) 
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则 有 
(VF Ch(T(e))),h(T(e))) = Ole?) 
A+t(T(e)) = Ole?) 
此 时 可 表示 全”(0) 为 
Ar (0) = At (T(e)) S (dt 
其 中 


2+ (Т(е)) = Ole?) 


由 此 得 引 理 6.4.4。 
现 证 引 理 6.4.5, 我 们 要 估计 


"TE, Rd 


0 
КЕЈ ChY), Rodt 


еъ оо (Ы ТОЕ) 一 一 一 一 一 
(V F (h(:)), R2dt 
“0 


жо (Те) 


(У Ё (В), Radi 
9° 


R... R, 具有 坐标 表示 
Ra = [RD REO Jn = 0, N - 1), RP s- Ву" 


[КЛ] 


R. = [Ri К Ка = 0,1 N- 1), КЇЗ” =- Я 

RW = Сана + фа)! дф. 12 + (дф, + д 01 „дф, + 
9.09, +1 да, 21) 

Ru: = el- ода + 8N2( дф — 204. + дда) ] 

днде АС) да) Со) Ж] R, ЖП Rs 有 类 似 的 式 子 . 令 


323 


T“ = max{ Tes Toye T. = max{ TE, TS} 
我 们 知道 
ПАС) - hle) = Ole), yel- 7™,o0j 
ПАС) - в) 1 ~ 0(e), yee [0,T:] 
则 有 
ПАС) = Ol), үу‹ЄЇ[-Т“,о] 
ПАС) ~ 0), yel- т",0] 
IROI = 0l), Yt € [0,7] 
| RDI = Ole?), V: € [0,7] 
且 存 在 Cio> 0 使 得 
УА САСО) DI < Co, yerel- Т, т) 


因此 
0 Fy = T ss 
CV (h(r)),Rs)dr = 00е?) (6.4.30) 
0 = ЭЕ 
VF (h(i)). Radi = Ole?) (6.4.31) 
| тле (h(2)), Rdt < Ole?) (6.4.32) 
| (УЕ, Chlt)), Rdi = Ole?) (6.4.33) 
我 们 知道 


ha) E U, V:íC€[T',+@),t € (— =>, - T) 
WD)E Z, уг (- ә, – T) 
MG) € Z, гє [T',T(e)) Rr € [T', + ә) 


这 里 必 为 局 部 不 变 流 形 的 存在 区 域 。 下 面 我 们 要 证 明 存 在 Си, 
Cu ,使 得 
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ПА - АО < се? * 
ГА Ts) -AC Т“) +], 


үг (- е, – Mjet [був] (6.4.34) 
Асо - ОШ Cp АСТ) - 
ът) | tel, yt E (Т, +œ) 
或 1E€ [Т*,Т(є)},є € [0,e2] (6.4.35) 
考虑 扩大 的 方程 组 ,定义 在 E 上 ,具有 形式 


EE Tha + fil xs yoz) 


ч 


= > 
2 = Ас + ófx( x, y, z) 

其 中 “x”,“y" 分 别 表示 ó -0 方程 组 一 维稳 定 和 不 稳定 方向 ，>” 

表示 8 = 0 方程 余 维 2 的 中 心 方向 ,4 使 得 es! 为 单位 矩阵 , V € ‚ 

(-=,+®)„ 5 ф(х,у,2) № E Бейра к, Bl zz 29 638 Pñ 

数 ,在 E. 外 为 0, 而 E 内 为 1, 则 W? 具有 积分 方程 表示 


Ty + fayz) | 


хш) =e?" (0) + af eh fals), yl) 208) > 
Pals) yC), z(s))ds 

0) 00) + Bf Aa) yC) 5 
#\х(з),у(5),2(5))4 

уйш) safi ESPRE) À 

фОх(з),у(5),(5))4 
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Ао) ув) а Со) Саг) утв), aD 8 w PARA 
解 , 令 
ult) = x (1) – 20и), 
wlt) = z’) — z(t) 


vlt) = v't) - у'(), 


则 
1 
uli) = e2" u(0) + af e -246- Эрш + Лоо + fgwld 


(1) = её (0) + afe AG- fu + fov + fate] ds 


t а-а) š 
v(t) = 2 ИС ' [fu + far + fs] ds 


其 中 
fi = f(x у лз? 2.2), i,j = 1,2,3 


进一步 ,存在 C > 0, 使 得 
l fll, ут аза, у, 2) 1 < Ca， 


V(x у, 2) € Е, Е= 1,2 


4 
JG) = hu + Eo) + Iwl) || 
则 有 
l, 
J) <е%'' (0) + cnl Je HNE 9” J(s)ds + 
fi (тег 站 l; E= 
je ab ) J(s)ds | ee" ?J(s)ds] 
从 这 个 不 等 式 有 
Бе йр 067097002 < = 
进步 = 
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L t! lk G) bks 
JG) < eñ™'J(0) + вс [ге зки 0н + 


t 1 t 1 1 

ТА Cts} ak 6101-6) так 

Jaata, | онака) < 
0 +% 


L 1 
еб®' (0) + ӘС Геї" 


其 中 C) 为 常数 。 于 是 有 


em) < J(0) + Cul 
左 端 取 上 确 界 得 
I< J(0) + 8Cul 
选取 8 充分 小 ,使 得 SCu<1 有 
了 < С5Ј0) 
这 里 Cis 为 常数 ,因此 得 到 


Ja) < Co J(0) el 
应 用 这 个 不 等 式 于 
hile + Т) Ahle + T°) 


可 得 不 等 式 (6.4.35)。 类 似 地 可 得 到 不 等 式 (6.4.34) ,由 不 等 式 


(6.4.34) . 式 (6.4.35) 有 


е gC, 

ү+Є(-®,- Т] (6.4.36) 
IRD < ec est, 

Vi€E(- =, – T] (6.4.37) 


lk (eT) 
> 


| RC) |l ge’ Cge?" yte [T ,T(e)] 


sk € [T:, +) (6.4.38) 


Пед 
I R(t) | ge? Сое Т? 


й: € [Т + є) 
其 中 Ce Cr .Cis、Cio 为 不 依赖 于 e 的 常数 。 
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у‹!Є[Т',Т(є)] 


(6.4.39) 


从 不 等 式 (6.4.36) ~ 不 等 式 (6.4.39) 和 不 等 式 (6.4.17) .不 等 


式 (6.4.23) 得 


(THD), Rdt ~ 00е) 


+=(Т()) 一 一 

г (у Ё (АС), Ri )dt = Ole?) 
жо (或 FL ——[ 
ñ (V F (h(:)),R.)d: ~ Ole?) 


(6.4.40) 


(6.4.41) 


(6.4.42) 


(6.4.43) 


由 估计 式 (6.4.30) ~ 式 (6.4.33) 和 式 (6.4.40) ~ 式 (6.4.43) 有 


ro = 


(VF((h(0)).,R)dr ~ O(e2) 


-% 


| TED), Radi = 007) 


+=(##Й7(є)) —— — 
(VF (h(i)),Ri)di: = Ole?) 


Сао (ТО) 
(VF (h(t)), Ra)dt = О(є?) 


从 不 等 式 (6.4.29) 有 


VRO, gDr = О(є?) 
引 理 得 证 。 
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6.4.3 逼近 

我 们 将 用 另 一 条 未 扰动 轨道 同 宿 于 共振 图 S. Ж Л ЖАКЫ 
iË h 同 宿 于 A 中 的 - -个 圆 ,由 此 得 到 Melnikov 积分 的 近似 


Mi = Mi + o[/aw +) 


Ja 
h 


我 们 知道 ,由 上 面 的 爸 造 ,h 依 向 后 时 间 和 3 相交 于 gq 
Aeg A EEA, I)E W (qe) nA ERE ЖА) а 
ЯЕ (у, ГУБ, A W Cq) lu 的 表示 式 (6.4.3) 可 知 ,天 = 
+ Су)» 因此 (y,1= ww) 是 在 (7y, 严 的 0O(Ve) 邻 域 。 进 一 
F RRETHE 0 (уо RIR, RA ho CERE T 
共振 圆 S. 的 。 它 是 向 后 时 间 的 不 稳定 纤维 ,向 前 时 间 的 稳定 纤 
H до (y, о) Па 图, 由 纤维 定理 6.3.3 可 知 ， 
gw 中 在 ge 的 O(Vs) 邻 域内 。 由 解 算 子 Fo 的 正则 性 ,在 区 域 
S/A EE S 中 的 必 的 补 域 )h 在 h 的 O(Ve ) 邻 域 。 设 gq 为 有 
和 0 必 在 向 前 时 间 的 交点 ,g ® 为 及 和 2 必 向 前 时 间 的 不 变 点 ， 
40-9 是 在 gs 中 的 0(Ye ) 邻 域内 。 我 们 现在 针对 向 后 时 间 ( > 
— w ) 和 向 前 时 间 (t-= me) 估计 在 ZZ E ho 和 的 偏差 ,因为 向 后 
时 间 与 向 前 时 间 的 估计 是 平行 的 ,我 们 以 估计 向 后 时 间 (1->- < 0) 
作为 例子 。 由 纤维 定理 6.3.3, 在 不 稳定 纤维 上 的 一 点 指数 近似 
于 向 后 流 的 基点 。 

令 Т = 11а 0 El- ж, - T°] 

u VE 


А Б ы ЗР, 
其 中 Mr = |. 2 aa + д? 


| 5049) - FolY,w)l < C, £ 
其 中 C6 = C. lge? (У.о) || ; ЖН 


| (469) КМУ, | < С.Е 
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ЖНС, = C. 4\9 (у, Р), yE- е, – ТА 
Fa{ 9g) = РУ, w) + ОС) 
Fag ®) = Еу, Р) + 00е) 
E ааа Ë Fay, Р) = 0, yE (- ә, о), ШНА 
gadFi 的 明显 表达 式 有 


| gradFı l ыў < Се, ytE(- œ,- Т) 
其 中 С, J E 无 关 。 


Nl T Fa 
У ( dF] дЕ! | | 
| 2 4,8"! Ж r, En? | P 


= 


|- 


#-% 


т м, = Обе) 


hih 


其 次 我 们 估计 Fo( 49) 50490) 的 养 ,上 ET- T0] 
从 推论 6.1.2 和 定理 6.3.4, 我 们 有 (4207) A Fg”) BJ BJ 
显 表达 式 


4 š G 
(д?) = в = 1] > q = q 
G 
Faq) = alg - 1] p оф 
其 中 go = wexplil у - 2po)l, ф = Fexpl - 2i (FY -w°]t+ 


i(Y-2p1)i popi 分 别 为 推论 6.1.2 中 给 定 对 应 于 191 = о 和 
191= 严 的 值 。 由 以 上 明显 表达 式 并 注意 到 


AP- 217 = olven | 
NE 
对 一 切 :Є[- Ts ,0] ,我们 有 
| (469) Ва) | < С 


其 中 常数 С 与 无 关 。 因 此 


м, = Йй; + O[ ee 1) (6.4.44) 


е "|: aF, ) 
其 中 Mr - 了 


1 


6.4.4 Mr 的 计算 


= у-2р, Ж 
У рсо?8 -1 x W? 
= arct: L u = suy = 1+ = 
р rctan 人 N Ë N 
则 h 具有 推论 6.1.2 的 表示 
-yf G 
0, = Qi,r;N,w, Yis +) = we "|z 一 1] 
(6.4.45) 
其 中 
G = 1 + соз2р — isin2ptanht 
H = 1+ се іпрѕесћтсоѕ210 
cos0 


p = 4N? V osin0 У pcos20 lt+tr 


ДЕ = oe PF, z, H Lax 对 式 (6.1.5)、 式 (6.1.6) 的 实 重点 . 
有 


= V ocos0 + V рсоз^@ — 1 


# z, 上 有 两 个 线性 无 关 的 Bloch K 


pi = (Уре?) "е? GS 
= i(w/N)e™'? 
- ilos Nel | 


фа = (Vpe *)"e?- 
Са)" 


其 中 
OQ, = iN [vl - zhe” + 2inz,] 


n= г /р{—- = =,)e 52а.) 


S фа =c, фі +c фу, WA 


1\5 
Еа (sj, Фара 
2 


Qs АА, (1 


Bat aana 
其 中 c. 为 复 常数 , 旦 
W, = Papa- фофи 


A,n =l + 


А, = i $o + zl 1 $, 2 
,分 解 G, 为 
h 


б = 6+ С" 
其 中 G; 为 C, 的 偶 部 分 , 即 бї = Су... 为 C 的 奇 部 分 ,而 
Сл = - б%_„- 6° 在 Melnikov 积分 中 没有 和 贡献。 相差 一 个 实 常 
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数 , 我 们 有 


весһт 


С, = ° |cosĝsechr + (sinp - ieosptanhz)cos2n0; 


其 中 
A, =1 + 2(1/cos0)sinpsechrcos2n0cos20 + 


2( 1/соѕ? 0) ѕіп? рвесһ^ т ( cos4 n0 + соѕ40) 


最 后 ,我 们 得 到 Melnikov 函数 的 明显 表达 式 。 


命题 6.4.6 
Mr, = Г(Мг- XMa + XMa) (6.4.46) 
其 中 
Xa = @/Г, Xa = BZP z Мү = cosyi Mr. 
а О 1 
Mr = убо, №) = | sechr У) АС 
а п=0 п 
1 соѕдѕесћт + sinpcos2nô idr 
М, = М.(о, N) = | Vref G0, а= 
EPN 
rw А-1 
М = Мубо, N) = M| Уве: 
аг 
{Gi( Quer ~ 20, + 0,1) = 
Q, 为 式 (6.4.45) 所 定义 。 
6.4.5 W“(q,)3n W: (. ZZ.) c W° 相交 
d, = Signed Distance 41 se) ,q'. Y= 
RER + ШЕТ z)! (6.4.47) 


其 中 0: 为 式 (6.4.46) 所 定义 。 进 一 步 
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4; = Е(є;о,а,8,Г; yi) 


Ht e 为 小 参数 ，sE (0, е), е, 为 定理 6.2.3 中 给 定 的 正 数 ， 
[о,а, 8, TIA EXE Z, 中 的 外 参数 ， 


Уу =}(ө»а,В,Г) о € [wan Z, Nian 28] ,p Є (0,1) 


a Є (0,20), 8 Є (O, Po) saos Ao 为 固定 正 数 ) 


у 为 内 参数 ,从 表达 
71° Е Mr, =0, 有 


cosyiWr(w, N) ~ XaMalw, N) + X M;( o №) = 0 


AIÈ (6.4.46) FJA, М, 依赖 于 


Г(,а,В,Г)Ж1 


(6.4.48) 
由 式 (6.4.48) 可 得 如 下 引 理 。 


引 理 6.4.7 设 Nian ® < o < Ntan 妈 ,在 尼 的 第 一 象限 存 
在 一 个 区 域 р, ,使 得 对 任何 (xs,X3)E D,, 则 存在 y, 的 两 个 值 : 
YË = YF (о, Xas Xg) = + arccos{ (XMa - xM М}, Мр, ly: =0s 
Mr 看 做 у, 的 函数 , 它 的 零点 是 简单 的 。 

由 引 理 6.4.7 Ж РЕЖЕ РЕН} 

定理 6.4.8 《WY(g.) 和 (Ис И) Н) 存在 的 子 
POR Уу 和 正 数 e4, 使 得 对 任何 固定 的 参数 |w,a,B,T;e!E 台 x 


(0,6) ETE у= yi5 O AME ED (Vem E) WEF, 


在 其 上 PCOM W4) с We 横 截 相交 。 更 进一步 ,这 种 相交 
是 一 般 的 , 即 两 个 的 相交 集 为 一 维 曲线 ,这 两 条 曲线 һб 能 如 
下 被 确定 :从 yC О ЫШ] уба = уба ор, у= у 
被 确认 为 在 W“( q, ) 中 扰动 不 稳定 纤维 的 起 飞 基点 ,在 此 纤维 上 有 
两 点 ҺЕ) а KEE, 
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6.5 д. 同 宿 轨道 的 存在 性 :第 二 测量 


前 面 我 们 已 证 明 Wg) M WC) с г 真正 相交 ,因此 外 
参数 在 某 个 固定 区 域内 ,存在 轨 线 向 后 趋 于 qg WGF.. R 
示 其 中 的 一 条 为 h。 这 一 节 , 我 们 将 证 明 在 外 参数 空间 的 余 维 1 
子 流 形 上 ,这 些 轨 线 事实 上 是 点 g 的 同 宿 轨道 , 即 向 前 它们 也 趋 
于 д. . Ш 6.5.1 所 示 。 


墙 体 六 -的 高 度 
图 6.5.1 第 二 测度 的 几何 解释 


定义 6.5.1 定义 如 下 限制 
(д) а= ПОП Fig) 


W'(q.)| ж = КА П W (ge) 
We(q)| ¿ =.& N Са.) 
从 前 面 的 讨论 可 得 
引 理 6.5.2 号 (4)1x = W Cge) |n CEER, W Ce) an 
И, WO) l „ЖЕ. 中 具有 余 维 1。 


549 0 风门 天 ( 称 为 着 陆 点 ) 表 示 轨 线 h. 和 9 少 的 交点 ， 
aage Ea HM = xA W'(.Z.) „40 ЕЯ Є. 4. 
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为 基点 的 (. Z НЕ а ЕН Е. 由 纤维 定理 6.3.3, g9 
Hajoe 依 向 前 时 间 具 有 相同 的 行 态 。 因此 , 当 1 一 + w ,hh 是 否 
BT g 的 问题 归结 为 q%"* 是 否 E W'(q.)? MEEA, qg ORE 
ФВ 0(e) 邻 域 ,而 gq‘ 是 未 扰动 轨道 hh 和 2 Z 的 交点 ( 依 向 
前 时 间 ), 且 gq'“" 是 在 以 gq 为 基点 的 未 扰动 纤维 上 , 它 必然 位 
于 不 变 平面 世上 ,由 纤维 定理 6.3.3, 20) 是 以 0O(e) 通 近 于 不 变 
平面 工 , 即 有 

ER {gOS} Ole), EBLO, = Ole) 

(6.5.1) 

在 .A 中 定义 ПП M, HBR V, 如 下 

V, = (qi q € -M , Distance 9,1: < є“,0 < 1 -u æl} 

(6.5.2) 

则 由 式 (6.5.1) 有 引 理 ; 

引 理 6.5.3 着 陆 基点 (landing base point) 40 € Vs 

从 引 理 6.5.2 W'(q.)| „®.% 中 具有 余 维 1。 这 里 ,对 如 
下 墙 的 高 度 作 一 些 假设 

Z= (#(4;)|.4,) D v, 

假设 工 : 墙 交 的 高 度 如 图 6.5.1 所 示 充 分 大 ,使 得 27 5y 为 
两 个 不 相连 的 区 域 。 且 УШ п BGR, УеЄ (0, е). 

其 次 ,我 们 考虑 在 4 人 5 和 为 之 间 的 符号 矩 离 , 令 A € 
ANTK П ERA Аз (6.5.1) 


49 = ке (6.5.3) 


其 中 g 是 有 界 的 。 由 假设 ] ,能 特征 化 必 如 下 ;对 任何 ge. 丰 
在 gn€ P(g.) | ,使 得 


q = gu+t+ef (6.5.4) 


‚ ЖР /为 有 界 的 。 因 此 


Z= {4 = qu + еу а € W'(q.) l. f ЭЖ Ж} 
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如 图 6.5.1 所 示 。 令 du 为 qh WPC) | НЕН, d, 
Жау Ж 2 # V, 中 之 符号 距离 ,我 们 有 


1 d, |= inf [W ад - (qu + её | 1 = 


А 
апе (а 7 50а) 


inf (| ah - qu + (gg - 6) 1 (6.5.5) 
qn € PUO | n 7€ 5( am) 
Idal= if (qh qa = 
mE (рп 
mn {199 = 911} (6.5.6) 
апе Wa) | п 
由 式 (6.5.3) . 式 (6.5.4) 有 
ds, = du + Об”) (6.5.7) 
45 dn 表示 dh M W'(q.))n 未 破裂 旬 边 界 的 符号 距离 , 则 有 
du = ån + O(e) (6.5.8) 


如 图 6.5.2 所 示 。 在 图 6.5.3 中 У, 7, 作为 和 w 的 函数 . 对 
于 适当 的 y, о, 7, – У > 4р. ШИ 6.5.4 所 示 。 因 此 ,在 原来 坐 
标 (Y, 站 中 ,符号 距离 dn = Distance{ dh, W° (ge) AZF STER du= 
Distance{ dh, W (4o |} 为 обе), RIA 


ONEJ Oin] 


(ув гэ 
图 6.5.2 简化 的 几何 图 


Ј 0. A 
©: Waon 
LINEE 
Wg ln 
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Кер а= a,( X, w) а, = a (X, o) 


ЫЛ.) Аф 
图 6.5.4 在 " 鱼 "结构 中 异 宿 轨道 的 相 移 


定理 6.5.4 


d, = dn + Ole”) 


(6.5.9) 
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其 中 dn = 符号 距离 14. САСА _ СЕ,СУЕ) А! ЙАШ 
д = 0 的 根 近似 为 方程 
4awp — 2Psin2pcosyi = 0 


‚ 式 (6.5.8) 有 关系 式 (6.5.9) ,注意 到 du = 
0, 当 且 仅 当 

A 
HEP e= (J, у.) = (0, arccos] до) 0 = ayo - Гала -20Р. R 
(И 


HG) = AOL, + Ole) 
тб) = 09579) + 00) 
ss. 
ДЕД ®=( -71 -2p + О) r}, y = - у + 2p REE 
6.1.2 和 定理 6.4.8) ,因此 有 


А. = 4awp - 2Гәіп2рсоѕУ + об) 


图 6.5.5 所 示 ,定理 证 毕 。 oe ee 
| 现 组 合 Melnikov 测 量 和 第 二 测 攻 后 得 到 两 个 距离 方程 1, 


图 6.5.5 近似 几何 图 形 


0, d, = 0 的 近似 根 
cosyiMrlw, N) 一 XM lw N) + 


ЛСА (6.5.10) 
4awp – 2Гәіп2рсоѕу; = 0 


其 中 Йг(®,М) М.(о, №) Maw, №) ИВЕ 6.4.6 所 定义 。 解 式 
(6.5.10) 可 得 y, .xs 和 ww 的 关系 


Хз = к(®,М)у„ 


= = — Р + гу -2P 
klw, N) = Wt (MN) - oMplw, N) | 


(6.5.11) 

由 隐 函 数 定理 ,有 如 下 定理 。 
定理 6.5.5 对 任何 N(7 < N < © ) 存 在 正 数 su, 使 得 对 eE 
(0,e0) 存 在 余 维 1 的 子 流 形 Ec Ху, Е, 为 超 平面 8= ка 的 0O(e*) 
的 扰动 ,其 中 x = elw N) 如 图 6.5.6 R,» = u - 60,0< do 


Te МАЧЕ oap P€ E, 存在 一 条 源 近 于 不 动 点 各 
的 同 宿 轨道 。 


附注 :两 个 测量 а =0, d,=0 是 可 以 同时 被 满足 。 首 先 ,选取 
“EKUZ y=- yi+2p, ЕФ y 满足 


созуу = TE ом.) = XaMa(w, N)] 
近似 , 则 Ха, Хз 为 如 下 线性 关系 所 定义 。 


Ха =к\®.М)у„,к(®,М) = 


б S Р 2p 
о.о.) - «Мг(о, №) о) 
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对 于 Nz7,k 是 正 的 ,如 图 6.5.6 所 示 。 


м ЕВЗ ЕРРЕТИ, к vs о 


0.24 Е 
шрын мй $ 
0.20 : : 
РОЕЙНЖ% ! 
0.16 
0.12 
< 
0.08 
0.04 
0.00 
30 3.5 40 45 so 55 60 65 
[21 
(а) 
NFP. vso МА, = 
x 
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Ж РЕШ N <N, 


N =3 (Е) 


-16 CEREN, 
A S еєтвоюи 
@ 

(с) 


图 6.5.6 к= к(о, №) ЕЛИ] N 值 的 曲线 
(а) 六 粒子 曲线 与 PDE 曲线 比较 ; 
(b) 六 粒子 曲线 ;(e) 粒子 曲线 ， 
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6.6 符号 动力 学 的 一 般 理论 


为 了 研究 方程 组 (6.1 .3) 的 混沌 状态 ,我 们 建立 常 微分 方程 组 
(2m + m) 维 的 有 关 混沌 理论 。 

6.6.1 总 的 框架 

设 有 (2mm + n ) 维 方程 组 


3; = eap; – Boj + 0055702). 
= Bx; + зару + yj y,z), j= отв = ln 


# = буш + HX уз), 


其 中 


1, м-р <ј<т 
1, Lek т 
|| mn < k<aÍn 
x= (хуль) 
у= (yuya). 
веба)" 
(0,0,0) = y;(0,0,0) = 0 
втаїх;(0,0,0) = grady;(0,0,0) = 0, j= l,m 
(0,0,0) = вгай2,(0,0,0) = 0, k= ПАИ; 


it lx, yz), y(x,y,z) 和 和 z(x,y,z) 在 (0,0， 0) 邻 域 属 于 
C” ,ap 和 六 为 正常 数 ,因此 ,(0,0,0) 为 鞍点 。 我 们 假设 方程 组 
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(6.6.1) 具 有 如 下 性 质 :假设 


(1) ат <а;, М2<ј < туа < Ур, Vn <k=<sn; 


(2) Y<y Міст; Ур <a, Vm <j=m: 

(3) ау < Yie 

性 质 (2) 说 明 ai 为 最 小 的 吸引 率 , у 为 最 小 的 排斥 率 , 且 o 
小 于 yi 设 解 算 子 Fo 

Fo:(x(0),y(0),z(0)) — (xlt), y(t), z(t)) 

对 1 属于 C', 对 固定 的 1 为 C? 微分 同 胚 。 

我 们 定义 两 个 Poincaré 截面 Xo 和 X, 在 (0,0,0) 小 邻 域 。 
Poincaré 映照 


P:U c Zx — 5o 
可 分 为 两 个 映照 组 成 : 


其 中 
Р: Us C 一 ~ Xi 
Pi: U, c Хз — Ху 
这 里 Ро 为 (0,0,0) 邻 域 中 的 流 , PI 为 (0,0,0) 邻 域外 的 整体 流 。 
我 们 定义 Xo 位 于 同 宿 轨 道 线 疡 的 管状 邻 域内 ,从 X, 上 的 点 
开始 的 轨 线 正 向 到 达 Xo 的 “时 间 " 是 有 限 的 ,因此 我 们 可 用 线性 
变换 近似 PIMA So 上 开始 飞行 的 轨 线 到 达 X, 的 “飞行 时 间 " 是 无 
限 的 , P 为 局 部 流 所 引进 。 我 们 在 映照 P 下 在 xo 上 构造 Smale 
马蹄 ,限制 于 Ж 上 的 某 Cantor FE E, P 的 动力 学 是 拓扑 共 罗 于 
符号 的 位 移 自 同 构 。 
高 维 构造 Smale 马蹄 是 具 许 多 困难 的 ,主要 困难 有 : 
(1) 在 鞍点 (0,0,0) 处 ,方程 组 (6.6.1) 存 在 许多 不 同 的 吸引 率 
和 排斥 率 .使 线性 化 方程 组 在 (0,0,0) 邻 域 不 能 近似 整个 非 线 性 动 
力 系 统 , 例 如 ,方程 组 
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x = x 
1 
y=- 57 
š =- z+ xy 


在 (0,0,0) 邻 域 的 解 为 


ха) = (0) 
ya) = y(0)e 2 

3 
GE z(0)e"' 4 OTAS, Зе ay] 


1 
R aln) = 00) = 200) = 9.0 (п) = ge" + 2 pe 2" 


3 
[1-e 25], 
当 — + = BJ 
z(t) = е5" 

因此 ,对 长 时 间 , 线 性 系统 被 非 线 性 效应 控制 。 

(2) 作为 近似 Р? 的 仿 射 变换 ,具有 非 奇 大 和 矩阵 表示 , 它 很 难 
在 X, 上 跟踪 。 

(3) 在 高 维 情况 下 , Cenley-Moser 条 件 很 难 验证 。 第 一 个 困难 
能 通过 光滑 规范 变换 来 克服 -91 ,第 二 个 能 通过 P 的 不 动 点 及 其 
局 部 结构 来 克服 ,第 二 个 困难 靠 不 动 点 P 附近 的 局 部 几何 结构 来 
克服 。 

6.6.2 光滑 规范 变换 

考虑 方程 组 (6.6.1) 的 线性 部 分 , 令 


а] = 1, ,2m + n) 


为 特征 值 ,有 
8р0, j= ln 
a; = {єю +, J = 2k-1l+n,k = 1, т 


ea- iB, j= 2k+nk = 1,=",m 
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=] l.l<j=<n, 
-1, n < j=<n 

设 如 下 非 共 振 条 件 满 足 : 

эт+и 

(G1) a; = Ул Цар mod i?r] (6.6.2) 

对 于 j=1,…,2m + n; 非 负 整 数 有 1,…, 1,,, ,的 所 有 集合 满足 
2m+n 
2< УМ; <% 


则 存在 С? 518] 
R:(x,y z) = (x,y,z) 
它 在 (0,0,0) 邻 域 的 外 面 为 恒 等 变 换 。 进 一 步 
R(0,0,0) = (0,0,0) 
gradR(0,0,0) = 恒 等 矩阵 
更 重要 的 ,在 (x ,7 ,z) = (0,0,0) 的 小 邻 域 Q 内 ,方程 组 (6.6.1) 
归结 为 线性 方程 组 
ži = єдд',- Вур 


Y = Ве + єп, j= lm; k= 1,7, 
ik = Qy, 


(6.6.3) 


令 己 表示 方程 组 (6.6.3) 的 解 算 子 , 式 (6.6.1) 的 解 算 子 表示 
为 FoS 


F = RFR 
则 严 是 方程 组 (6.6.1) 在 R 变换 下 的 解 算 子 。 进一步 在 2 中 
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F = L ,变换 方程 组 为 
1 = eaj- Ву; + х'(х,у,а) 
y = Ber'j + єн + Y (x.y.z) (6.6.4) 
f = буш, + Z XY, 7) 
其 中 хурга 在 Q 内 消失 。 因 Fo 对 固定 的 :为 C? АЈ, 
Р, R 与! 无 关 , 本 对 1 属于 C!, 因 此 FF 也 然 。 从 现在 
开始 ,我 们 去 掉 ” “的 记号 。 
附注 :在 式 (6.6.1) 中 要 求 x,y; Ma С" ,能 降低 为 E С\, 
N= N(2m + nslal,j = 1, ,2mt+ n) 
6.6.3 某 些 定义 
这 里 我 们 要 定义 二 个 Poincaré 截面 Zo 和 X, 和 两 个 Poincare 
映照 PSP? 已 知 


Аст W 
P Ж" 分 别 表示 原点 (0,0,0) 的 稳定 与 不 稳定 流 形 。 旦 把 0 人 
w ЖДО ПЕ" 的 包含 原点 的 子 流 形 记 为 WA R WA. 


我 们 知道 , m 和 跪 .分别 相连 于 稳定 和 不 稳定 子 空间 。 特 
别 , 它 们 有 如 下 表示 : 
Wi ={(x,y,2) 1 xj = O,y; = Omi < j < m;z, = 
0,1< k < пу} 
Wi =[(x,y,z) 1 x; = 0,y = 0,1 < j= mia = 
On < k < n) 
iü АГ Ж = h* 为 向 前 时 间 的 线段 ,六 站 Wi = h 为 向 后 时 间 线 
段 , 由 方程 组 (6.6.1) 的 假设 (2) ,a 为 最 少 吸引 率 , у 为 最 少 排 下 
率 ,因此 一 般 来 说 
(G2) 六 * 主 切 于 (xy 平面 在 (0,.0,0) 上 天- 正切 于 正 : 轴 
在 (0,0,0) 上 。 
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РЯ], ht А ВЕЖ АТР: 
х} (а) = e x} (0) соѕ и – x} (0) іп) 
уб) = e(a} (0) 5те + y} (0) сози), 1 < j < m 
2000) = е7 (0), (п < k < n) 
(6.6.5) 
az (1) = e%(x;(0)cos8t — y;(0)sin@8z) 
yy) = e%(x;/(0O)sin8t + y; (0) совр), mi < j < m 


z(t) = e%w¿k(0), (1 < k < ni) 


(6.6.6 
其 中 (xzr(0) у; О ЫК ` 
h* С Wi Hl. h` € ЙҮ НЕ S. “Genericity "对 应 于 
( х7 (0))2 + (7(0))* < O (6.6.7) 
z(0)>0 . (6.6.8) 
令 7 为 小 参数 ,7 为 男 -一 个 小 参数 ,使 得 
nexp{— 2ла/ 1} < m < y 
这 个 约束 对 于 保证 Р 是 一 一 对 应 的 是 必要 的 . 
定义 6.6.1 Poincaré 截面 了。 定义 为 约束 
31=0,. nn<x<y 
0O<z<7 
A+ ар, j= 2,3,,m 
Іді< т, a Zaen 
EX 6.6.2 Poincaré 截面 X, 定义 为 约束 
210 32 
| 
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x + y < 7, j = 1,2,7. m 
定义 6.6.3 )ÁA Xo 2l X, BJ Poincaré 映照 pl 定义 为 
Р}: Uo c 2 — х, 
Vq Є U, Pq) = Е: (q) € 2, 
这 里 !。= 1,(g) >0 为 使 得 Р-(4)Є >, 的 最 小 时 间 。 
定义 6.6.4 Poincaré 映照 Ро М х, 8] Šol = 5,0950), E X. 
为 
РЇ с Х, = Ё, 
уд Є U, PMq) = F” (q4) Є Zo 
其 中 T(q) > 0 为 使 得 F? (q) €E Eo 的 最 小 时 间 。 
# 了 充分 小 
Ich, > c 0 
ht 的 表示 式 (6.6.5) ,能 选取 7 ,使 得 h* ХЕ д 处 相交 于 Eo 的 
边界 (zt=0)。 


T 
4 


q= ht N 9% 
这 里 q * 具有 坐标 
х=, у= 0 
x; = х}, у= у], 2<J=<m 
z = z, mņ<kgn 
x = 0, у= mi < jm 
=0б, igkgm 


HP <хү < 1.5 уў 和 zt 满足 Eo 定义 中 相应 的 不 等 式 。 类 


M, h 相交 21 在 
qg =hk NZ 


这 里 q 具有 坐标 
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m =Ü, mekan 
хоу; Жїр 满足 5 定义 中 相应 的 不 等 式 。 
最 后 ,我们 有 一 个 重要 的 事实 
Pilg ) = 4° (6.6.9) 
引 理 6.6.5 若 у 充分 小 , 则 Poincaré 截面 Zo 和 X, 横 截 于 向 
量 场 。 
证 :首先 证 明 X. 在 点 q 处 横 截 于 向 量 场 。 令 no 为 Zo 的 单 
位 法 向 量 , 则 no 具有 坐标 表示 : y = 1, 其 余 坐 标 为 0。 向 量 场 a* 
在 q+ 能 通过 式 (6.6.5) 对 t 微分 得 到 。 注 意 计算 内 积 
(noot) 
我 们 仅 知道 +É) yi 坐标 为 
xt (0)cosBit, — уг (0)sinBit, 


其 中 1 ,满足 方程 


xi (O)sinfit, + yf (0)cosBit, = 0 (6.6.10) 
假设 
(ло, 0%) = 0 
则 
х7 (0)соѕ8,1, -ytr0)sin8tt = 0 (6.6.11) 


由 方程 (6.6.10) . 式 (6.6.11) 推 得 
х{(0) = уї(0) = 0 
这 与 一 般 条 件 式 (6.6.7) 了 矛盾 ,因而 
(nott) &0 


` 
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由 此 ,连同 向 量 场 在 Zo 的 光滑 性 ,对 于 充分 小 的 7 推出 F, 横 截 
于 向 量 场 (在 Z 的 任意 点 上 )。 类 似 地 ,对 У 也 成 立 , 引 理 证 毕 - 

31 6.6.6 如果 7 充分 小 , 则 Poincare 映照 站 是 1 对 1 的 
更 进一步 ,假若 U, 在 9 -的 充分 小 的 邻 域内 , 则 PI 也 是 1 对 1 的 . 

证 :断言 由 是 1 对 1 的 理由 来 自 F 对 : 属于 C! 和 对 问 定 的 
1 # © 微分 同 胚 。 其 次 我 们 证 明 已 是 1 对 1 的 。 设 pi,p, 为 
UoC So 中 的 两 个 不 同 点 , 且 

PICPD = Ph(p;) (6.6.12) 

我 们 仅 需 研究 点 mi pz BCe, yis 21) АК: Palpi) F Palp): 让 
nA n 分 别 表示 从 pipa 开始 ,并 到 达 Pip). Polpo 991807 
需 时 间 , 则 


BARS 211, 表示 ру] 2 坐标。 Bal, >0,|,„ > 0,1. 
n BHAR. H 


zil ag = xil agp» ШЕК z YL: picp,) 
导致 
Xl | pe “cospi ti =% | p,e “1208 ta (6.6.13) 


Xl | pe $ sinpi t = х] | pe "sinB ta (6.6.14) 


因 6 .ts 为 有 限 的 ,而 且 x;| Aai | ,满足 约束 
m < x < 97 (6.6.15) 
这 里 71> nexpl —2ха1/ |} , 则 从 式 (6.6.13) . 式 (6.6.14) 有 
tanBit! = (апд, 5 
因此 , Bitt = Bitja 对 某 j € Z. 
车 j 是 奇数 ， 则 式 (6.6.13). 式 (6.6.14) 不 成 立 , 因此 , j 是 偶数 
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(=2jo)。 从 而 由 式 (6.6.13) . 式 (6.6.14) 得 


xı | p 
= ехр{2аўот/8| } 
vla 


这 个 关系 与 约束 式 (6.6.15) 矛 盾 ,除非 jo = 0. 但 是 ,苦力 =0, 则 
n =. ЕМ (6.6.12) 39Р 大 是 微分 同 胚 的 。 央 此 ,在任 
何 情况 下 ,假设 式 (6.6.12) 丰 成 立 ,这 就 证 明了 Po he 1 XJ 1 9. 
6.6.4 Poincaré 映照 РІ 
令 Eo 的 坐标 为 
Cd Shj = 2,3,зз,т; z, k = 1,2,5, т) 
Xi 的 坐标 为 
СЕНИ = 1сб,т; 20,6 = 2,3,5, п) 
在 2 上 解 算 子 尸 = 忆 具有 表达 式 
x(t) = e (х,(0) соѕ 82 = y;(0)sin8z) 
уба) = е7 (x; (0)sin8 + y; (0)cos82) 


z (t) = eb; (0) 


j= 1.2, .mi k = 1,2,5, 
设 :为 从 Io 上 一 点 出 发 到 达 >, 的 一 条 轨 线 的 起 飞 时 间 , 则 


TE 31821 (6.6.16) 
利用 解 算 子 的 表达 式 和 * 起 飞 时 间 ”, Р 能 表示 为 
xi = e“. cos8 
|, = e“: бзш, 
|: ааб лов = УЙНЫЙ 
1 


2<j=<mi 


yj = e% (x?singt. + утсозМ,), 


zl = eh, п< k=<n (6.6.17) 
х) = e"f» ( x)cosBit , - уўзїпДү +) š 
mi < j < m 
y! = ef ( xfsingt + + у?созВу . ) š 
Е (6.6.18) 
6.6.5 Poincaré 映照 РЇ 
ë Én 为 Zo 依 条 件 ee 7 的 扩展 。Poincaré 映照 P? HB 
然 扩展 为 PI B| ЖК М 
Ê? 0. С 5, — So 
从 式 (6.6.9) 有 
Pg) = q° 
以 T( 4) Z, 上 点 q 开始 的 轨 线 到 达 。 的 飞行 时 间 , 则 
Е" 097) а ГЫ 
B Fr 对 1 属于 C!, 对 固定 的 4 为 C? ТАТ, h pa Ра АЕ НЕ 


得 : 


存在 x 中 g- 的 一 个 小 邻 域 U7 ,使 得 7T(9) 为 4 W С! АЖ. 
限制 在 U7 Е, РО 具有 表达 式 
Pg-+ Aq) = q* + CgradÊ? (q7), Aq) + (47,249) 


(6.6.19) 
这 里 
ENG Agil = OC Agl, 5 1281 一 0 时 ; 
Б] 29) 9 pr(q )( у рд) + 7970047) 
gra P1( q =; q F q 24 


接 下 来 ,我 们 分 别 引进 以 9* 和 4 - 为 原点 在 30 与 X, LAME 


标 。 
在 > FL, 
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FS у} +90, 
Z = z +, n < k=<n 
| #0, 
В т <ј<т 
ge 
4 = 8, l< деп 
Ф Xx E, 
Zk = 18 +h 2=Е< пт 
1 = zl 
x; = x; + Xj, 
1 1 m <јҳт 
Уј = Уј + ў, 
д = 8, п < k <n 
х) = 2), 
| T lsjsm 
Ур = Ур 
作为 新 的 坐标 ,方程 (6.6.19) 可 写 
#0 #1 
ў = 47 В (6.6.20) 
ы 51 
其 中 
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АЖ (О2т+п-1)х(2т+п-1)Ж ЯНЕ, В 为 g7' 和 公 g 的 (2m 
+n- DJE KK. 
181 = 001291). l Agil -> 0n} 


А ЭШ КЕРЕ E sÇ 
Жү А? 4 
А? дү Ау (6.6.21) 
ду Ае А 
其 中 ,在 块 中 的 指标 ; 随 第 一 个 上 标的 维 数 变动 ,指标 ВЕ 1 
上 标的 维 数 变动 。 类 似 地 ,对 于 BAR: BO BIW 等 - 
6.6.6 Poincaré 映照 P = PY: P, 的 不 动 点 
Poincaré BRE8 Р 定义 为 
Р: с XE , P= Ple Ру (6.6.22) 
P 的 不 动 点 对 应 于 式 (6.6.4) 的 周期 轨道 设 2 € Uc Xo H РЙ 
不 动 点 ,具有 坐标 
(+0;{4%,у0},у = 2,3 eami% k (6.6.23) 


则 

P(q) = q (6.6.24) 
给 出 了 有 (2m + n -1T) 个 变 元 式 (6.6.23) 的 (2m + n = 日 个 方程 
我 们 的 任务 是 寻找 式 (6.6.24) 的 解 。 无论 如何 ,对 于 求解 式 
(6.6.24) , 变 元 式 (6.6.23) 不 是 最 佳 的 。 下 面 ,我 们 将 给 出 新 的 变 
元 ,以 便 更 好 地 求解 式 (6.6.24) 。 
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6.6.6.1 Silnikov 变 元 
考虑 在 S 上 的 一 组 变 元 , 它 由 Zo 和 F, 上 的 变 元 构成 


0.T-0 50 š opsi i | у 
(z [52.12 < ту; (5,0, т < j< mit. 31.2 < 
kenez 
s nožni < k < n), 


ы x = КЕЯ + ïj) созба, + 
(y; + Ў) впр], m < j < m 
ў) + 59 ва | (x; + #1) sinpi. + 


(э; + ў) cosBt , ] ， m<jgm 


000 = e (орк), 2<k=<n 

t, — 2° = e”: g 

Т: 5 (6.6.25) 
k) — #0 


09900) {30.70}, 2 < j=<mi 
#1. псп 
z! Бе х; Ф е“. [Га0соѕ и, á ў?зїпДү , ] R 


mi < j < m 
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ў 9 = yj + е7. Гапда. + ўўсозДу. 1, 0 =(x + #%){( АП созди. + АЙ sinpit a) сози, — 
Жее (АН созди. + Ау singit ) лди, }+ 
9-1 = Zk +е +10, 2< 06 п X 
1, 9 {> (Адет. #} + Аре з) 
#1, = уа F: (6.6.26) = тү 
这 些 变 元 称 之 为 Silnikov 变 元 , 它 对 于 寻找 Poincaré 映照 的 不 SHOA 
FER SA 1 = 2, Ay е! 21} созду. с 
动 点 特别 有 用 。 具 体 地 ,我们 用 它 来 计算 Pr* РЬ fl T AHH, Bl T 
-1 ро, pl, ” 
T Pie Po ° T (6.6.27) [È apoen ap AYP an j) 
并 寻找 这 个 映照 的 不 动 点 。 显 然 ,这 些 不 动 点 对 应 于 在 映照 了 之 тна s * 
下 办。 局 的 不 动 点 。 我 们 利 {Ж (6.6.17). < (6.6.20), 3 
(6.6.25) #126 (6.6.26) KI A HHR E Ку Н „ Уз уф Ө ан лл 
` ; Я åy е! 引 }sinpvu ， 十 
乘 每 个 方程 以 et. ,并 利用 式 (6.6.1) 中 特征 值 的 次 序 , 可 得 722 
如 下 方程 : : 
(а.х) (а, у) с, т< Ет (6.6.30) 
eStat = (а + 29) (AU соз. + Аи" віп.) + КИ 
Š 0=(х + а) (АИГ созди, + Апае.) әв. + 
у (AP er 87 Ее АЁ (а. Pey!) N i 
учи | I (An С + Ay singit ) созды, 1+ 
е ' S (оюн. кен, 
УАК Өе! + СЇ? (6.6.28) [X (Aç al. Ае уу 
jež m+ 
с = х, 1<Е<Ют А 
t 
g =, 2<kgm | Уаде а шви. + 
j=2 
с = 2, п < Еп 
0 = (at + 0) (А сози, + А727.) + | { S Адреса z! кА ыа. ў) 
了 = т +1 
Ў (арна рер» те 
ае ‚Ау ет! 8 еоди. + 
РР 
zar Dee С, 1ek<m 66W рї. и ОО 
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这 里 Cf 一 0(1 ,一 o )。 考 虑 引入 尺度 坐标 的 方程 6.6.6.2 Cl) =0 的 解 
ыйы ёз, Эг: (6.6.32) ж СҮ! = 0 于 方程 组 式 (6.6.34) ` 式 (6.6.35), 解 这 个 方程 组 ， 
EEO 特别 ,求解 式 (6.6.34) 对 于 
(4 = ет, ает), mi < js=mi; k 
tr Bh, „2<Ё=пт 
40 „ез4 = еч, k < n; 
ОИ (da. от<уєп 
(4° = е^ at, yS == е. 80) ‚ 2<;j=<m (6.6.33) 再 将 这 些 值 代入 式 (6.6.35) 得 
注意 到 在 式 (6.6.30) 中 乘 以 эди „ 的 系数 和 式 (6.6.31) 中 乘 以 К Less 
созды ,后 的 系数 是 一 样 的 ,类 似 地 ,在 式 (6.6.30) 中 系数 乘 以 | 
cospu .和 式 (6.6.31) 中 系数 乘 以 singu 后 是 一 样 的 。 因 此 ,不 动 $ 2<j=<mi 
点 的 等 价 方程 满足 : 2, n<kgn 
0 =ar (Ap созди. + Айз.) + 在 解 式 (6.6.34) 之 前 , 先 证 如 下 事实 
| 引 理 6.6.7 ЖА, М 2(т-ту)+пу1х[2(т-т,)+пу- 
> (Ауу + АУ? УУ) + 1ER 
рин c а,х а. ү ol 2.2 с. 
том(Ау) = (Ata Aie Aan Aka я ШУ O) 
Уд LOP (6.6.34) с = х,у, т< k < m 
j=2 
G = х,у, m, < k < т Я с = Z, l< < т 
| =, Lisbet 如 果 一 般 性 条 件 


G3) dimi Tp W N Те" = 1 
4% = (А17 cosita + AWP sinfita) + CG3) -diri 1 N ч | 


满足 , 则 
3 (А) Ж АЙ?!) АЯ | rank(A1) = 2(m т) + ní - 1 
рч 证 明 : 设 Ao [2м + n-1]x [20m - т) + n – ЕВЕ 
А (aa) у, Ata) басу). абас) боза) д (602) 
Удон + сү? (6.6.35) | row( Ao) = (Akaan Ав Аин Am Аю Аы) 
124 @ = х, l< k =m 
G = x, l< < т 
с = у, 2<К<т 
Е Teke m s = z, l< < лп 
с = z, ni < k < n 注意 到 
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(21.7), m < j= m 

人 2<К<п, 
为 z Y Тый. „ПУ, 的 维 数 为 [2(m - ту) +m - 1], 
因 РФ 是 微分 同 胚 的 当 限 制 在 51 中 点 q 7 的 小 邻 域 U7 内， 
PWNU ) 也 是 [2(m -mi) + ni 119 #2, Т, – 
PI WiN Ur ) 可 表示 为 


Ај $! (6.6.36) 
g! 
其 中 
£! = (ма, £h)" 
P = (fal fh) 
ғ = (Bota) 
因此 
rank( Ao) = 2(m ~ ту) + nm -1 (6.6.37) 
假设 


rank(A1) <2(т- ту) + т 1 


则 А, 的 列 是 线性 无 关 的 。 故 存在 非 零 2 m ту) +n -1 ЖИШШ 
a ,使 得 


Ауа = 0 (6.6.38) 
由 式 (6.6.37) 有 
Ава = 0 (6.6.39) 
由 式 (6.6.38) 有 
Aoa C Wie П Хо = T, + (Wie N 20) 
由 式 (6.6.36) 


Ava C T, + PIC Wii. N UT) 


361 
注意 到 
PY Wix N Ur) c W: 
则 
Aoa C T, + W' í] T, + W“ 
我 们 知道 


T, + h c T, + W' [| T, + W* 
ВЖ, Т, + h 和 Zo БЁҖ M Aa C Хо, K (6.6.39), T, + h 和 
hoa 是 线性 无 关 的 , 则 
dim[ T, + W N T, + W}ł=2 
这 与 引 理 的 假设 矛盾 , 引 理 获 证 。 
利用 引 理 6.6.7, 不 失 一 般 性 ,可 设 [2(m- mi) + n - 11x [2 
(т-ту) + п - РЕВЕ A; 
cow( 42) = САНАА наа) 
с = х,у, т< k < m 
а= 2, 2=Е< т 
是 非 奇异 的 ,这 能 提供 变 元 t. 的 方程 ,我 们 容易 求解 它 。 


(а.ж) (zy) A(z.z)4 
Абад 


ГА созди, + AGP singit z 


А? де? дү? АЙ созд, + ASP singit a 
站 二 
(yx) (уу) giz) $ E сау йз 
А" АШ? Ар ү A U cosBit» + Ад? sinfit s 
2 


(zx) (2, 5 (z.x) (20у) 
Ар" АСУ АЎ ә А1" со5 8,1. + Ар? зіп. 


(6.6.40) 
这 里 ,表达 式 左边 的 矩阵 为 4,, 它 的 子 和 矩阵 
AGA дү?» дү 

ARE AES A (6.6.41) 


(z,z) (z.y) (2,2) 
даа 
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为 42。 再 由 А, 的 非 奇 性 ,存在 惟一 的 [2(m - т) + mi = 118418 
„ШЕШЕМ 


гом(А;), =: = bA; (6.6.42) 
然而 ,从 式 (6.6.40) 有 
row( Ау), 2:1 = АП сөзд! + Аад. 
(6.6.43) 
利用 式 (6.6.41) 计 算式 (6.6.42) 右 端 ,并 与 式 (6.6.43) 的 右 端 相等 
可 得 
А“ 3 tarha 2 
177 ceosB + Ар sinfits = 
[ > МА") + У МА] созди. + 
meien 264, 
[ > вии D вии еъ. 
аба зарад 
或 者 
AicosBit. + Asinplt。 = 0 (6.6.44) 
其 中 


ИИ 


saram skem asn?gign 


фы o ВИЕ: 


Tim < kam 


A; 


МА! 


s=zs2<k=<n, 


式 (6.6.44) 提 供 了 求解 1, 的 方程 。 如 果 一 般 性 条 件 
(G4) ”A1,A, 不 同时 为 零 
满足 , 则 从 式 (6.6.44) 可 得 无 穷 多 解 


= (Ur -ф), LEZ (6.6.45) 


К 


ЕГ 将 从 代入 方程 (6.6.34) 并 注意 到 
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с = х,у т< k < m 
可 得 方程 组 
a! 
ҷи =f (6.6.46) 
al 


Др! у! 4! HRO.630O RELS HUM- mi) +n 179] 
向 量 , 表 值 entry( f’) = =-xř CA D cospi t's + A l cospi t, ) 


с = х,у, 
|, = 2<К<п, 
因 А, 为 非 奇 异 的 , 式 (6.6.46) 具 有 惟一 解 
4! 
F j= Ау 


# 


将 式 (6.6.45) . 式 (6.6.47) 的 每 个 解 代入 方程 (6.6.35) 可 得 


ôi = хт (А cos, + АЦ sin!) + 


mi < k < m 


(6.6.47) 


` СА, Oe} + АМ?) + эген (6.6.48) 
8 са i= 

с == х І< < т 

с = у, 2= < т 

а: = шу n < k=<n 


6.6.6.3 不 动 点 

从 前 面 得 到 的 解 出 发 ,我 们 要 解 方程 组 (6.6.34) . 式 (6.6.35) 
在 当 ，, + о, A Ct->0,t .一 oo ,由 隐 函 数 定理 ,我 们 有 如 
FEM: 
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定理 6.6.8 ”存在 正 整数 lo fE D EH (6.6.34), 式 
(6.6.35) 有 无 穷 多 解 以 1(1> 10) 为 指标 : 
t, = Tapa? = 6000 


0 
(@ = 000,390 = 99°), 2шу)<т 


组 = 400 n < k < n 
(e = UU, = 39), m <j<m 
# = #10 2gkgn 
{>Н 
T, = 019 - Ф) + 001) 


6000 — + + 001) 
aD = ala OC) 
970 = fj + 00) 
+ = 0, 
|. = 


70 = # + 0(1) 


2<j=<m. 


mi < Jj < т 


I 


其 中 ei pi йг E Ж ТЕХ (6.6.47) (6.6.48). 
证 明 : 提 要 式 加 以 证 明 。 令 


геле дет + r], r € [0,2x],s € z* 


P о 表示 式 (6.6.34) 式 (6.6.35) 其 余 的 变 元 , 则 方程 (6.6.34) . 式 
(6.6.35) 的 解 写 为 


| 
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f(r,o) = g(r,u) + є(з;т,о) = 0 (6.6.49) 


其 中 当 s 一 + ohf, с(5;т,0) +0, ВПГ g(z,o)=0 
的 两 个 解 , 表 以 (ri,u) 和 (rayo2) 


且 \7 (тә). 


是 线性 同 胚 的 。 对 rE [0,2x],v 在 某 个 有 界 区 域 D1; D = [0,2х] 
xD. 


і = 1,2 (6.6.50) 


Sg, е(=2т,0) 1-60, s— o (6.6.51) 
sup, | Velsir ww) >0, s— ао (6.6.52) 
我 们 知道 
所 rw) = c(siri,u;) 
我 们 要 寻找 (r', v E 
еж Tirvi + v'i) (тищ) =- (езт) (6.6.53) 


Щз 充分 大 时 , 式 (6.6.53) 等 价 于 
(то) = ГС оо) elssri, о) +R( зто) 
(6.6.54) 
其 中 
Ё(з;т,шщ,т',ь';) =/(т+ Tivi t+ Vi) flri,vi) — 
узо) ° (r'u) = 
o( (zu) 1) 
则 由 式 (6.6.54) 的 不 动 点 原理 推出 定理 的 结论 。 
6.6.7 Smale 马蹄 
从 定理 6.6.8 开始 ,我 们 构造 Smale 马蹄 ,利用 Conley-Moser 条 
件 我 们 从 几何 上 进行 构造 。 
6.6.7.1 平板 {Slabs) 的 定义 
定义 6.6.9 定义 在 Хо 上 的 平板 (Slab S (21> 1o)) 如 下 
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Sı ={9 € Ioi expl- У: Tunn -7/2 < еен 2<К<т\ 


#(4) < vexp{— Yi( Tu - л/2)}} 


G =b, ni < k=<n 


f | g(r=0,1)28[2(m ~m) +n -116 
0а) пех aTa} APAD | < gef- суат} епну( 各) = aj 


с = х,у,ту< К<т, c =z,0< < п) E КЫ к 
由 定理 6.6.8, Si &# P КЛ, Ж ЕХ И T AS2J Jy |, = z, 2<Ё<п, 

рї 和 pi ,其 中 pt 对 应 于 Tar,p7 IEF Ta GER 6.6.8) 2 定义 6.6.10 定义 沿 着 L 方向 S, 的 直径 为 
Өр > HT) I BCS) = sup{ | Eg = (42) |) 

ЗК, Р\( 51) 被 包含 在 X, 上 ,点 q -为 中 心 的 球 内 ,有 具 半 径 其 中 C 为 

阶 数 为 C={g,92 € S?) = 29(g2),29(g1) = 
o( exf- зе Tat) #104), EC) = 0) 

因此 ,有 定义 PASO 外 方向 的 直径 为 


PAS) с UT 


{ dil pèl S,)) = sup{ 21041) – Ela) 1} 
于 是 S CU. RE ОРЕХ, рг 和 pi 为 不 动 点 , 则 分 š 


1 ~ м < 
别 存 在 pr 和 py 的 两 个 邻 域 Vi 和 Vi 被 包含 在 交集 : C={g1,92 € POCS): žigi) = #104), 1091) = 
Р(5,) П 5, ilga) ELC) = &. (0) 
中 。 由 S, 的 定义 和 Pl 的 表示 式 (6.6.17) 有 


6.6.7.2 5; #0РІ(5,) 


4{(5) = О(ехр{ ~ (у + а1/2) Tu}), 1+ ә 
这 一 节 我 们 将 描述 在 P F S, 的 象 的 几何 意义 ,在 X 和 S, 


> (6.6.55) 
上 的 坐标 分 别 为 di( PCS)) = O(expÍ- aiTu}), 1+ œ 
с...) РЕР 
(91,71, EL EL) $1 和 PS(S,) 具 有 乘积 表示 ,如 图 6.6.1 所 示 。 
Жр @(с=0,1)8[2(т 1) + (a-n) JAE 5, 和 平面 (29,39) 沿 x9 方向 相交 的 宽度 为 
entry( 名) = бр 27exp{ - Тат} (6.6.57) 
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(b) 


@ 


图 6.6.1 平板 (Slahs) 的 几何 图 形 (a); 在 映射 风 下 - -个 平板 的 象 (4) 


Ў 20 Эт, ERZO 
О(ехр{- YıTu}), 1+ œ 


(6.6.58) 


如 图 6.6.1 所 示 , РЬС 5) Са.) 平面 相交 成 环 状 ,宽度 具有 的 


阶 为 
д Зот). see 


其 中 半径 的 阶 数 为 
О(ехр{ = aiTu}), I—+ % 
在 环 上 ,我们 标记 Ph(p7 )ЯП Pp7 ) 的 坐标 位 置 


定义 6.6.11 15, 05, 5, РИ, 5, 的 稳 


945, = |4 Є Š, 12004) =+ ехр| - тат] 


4 Er д 1 
by =la € 5,14) =- nexp[ - > 


о 


озу 


(6.6.59) 


(6.6.60) 


定 边界 定义 为 
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VS ={4Є So(q) = 9,0 = Мо) + GÈ, 
(2< j= m) о = (п, < k < n)) 


ДОН S 稳定 边界 分 量 的 并 集 称 之 为 8 的 稳定 边界 , 标 以 9,S,。 类 
似 地 , 5, 不 稳定 边界 分 量 定义 为 


928, =f4 € 51129(g) = nexp| - Al Type 21) 
ES -{, Є 8,124) = yexp| - | Tann = к}]} 


928; = fu € 811 с(р\09))1 = gexp| 2; Тат] J 


HE о = V+ (m < < m) 
或 os = z (lek < n) 


Si 不 稳定 边界 分 量 的 所 有 并 集 称 为 $ 的 不 稳定 边界 ， 129,80 
PASDA PL Si) 的 稳定 不 稳定 边界 分 别 记 为 
IPCS) = PAS) , r= su 
9,Р(8,) = P(S) , r= su 
6.6.7.3 P(S,) 
РЇ 的 Poincaré 映照 P? 具有 表示 式 (6.6.20) ,在 РО 的 线性 近 
似 下 ,在 x, 上 的 标 架 
(51,71, 81.61) 
映照 为 在 X, 上 ,以 4 为 原点 的 仿 射 标 架 
(于 ,于 62) (6.6.61) 
аиа i - p! # 所 的 线性 近似 下 的 像 。 注 意 
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(at...) (6.6.62) 
也 具有 原点 qt. ЇЙ РФ 为 微分 同 胚 , Р} 的 式 (6.6.20) 表 示 可 写 为 
х0 z! 
Pj= (A+ Гг ў (6.6.63) 
2° z! 
8° 73) 
999 |= (А + Г„)| дў (6.6.64) 
д0 8! 
其 中 
和 1 
гӯ [= B 
z! 


因此 当 210, 710, 2—0 时 , Pi 一 0。 基 于 式 (6.6.63)` 式 
(6.6.64) ,能 近似 P( Si) 为 4( PB(S1)) 。P(S) 具 有 乘积 表示 ,如 
图 6.6.2 所 示 。 


ў 
P(S): 
К 
Šu 
O; ° Í Б. 
3 + 
Р, 


图 6.6.2 在 映射 PP 之 下 一 个 平板 (slab) 的 像 
Ф ( P(Si)) 类 似 于 di( P851)) 的 定义 
di( P(S,)) = О(ехр{ – aiTu}), 19+ > (6.6.65) 
因 用 线性 近似 逼近 PI, PH zi- yi 为 这 个 线性 变换 下 的 平 
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Hi ži- i RIR, h ai- yi PEA pi S ЗВ ВЕ Е al- у! 
平面 上 的 环 。 这 个 环 具 有 宽度 ,其 阶 数 为 


0( exp{- 3). 1+ (6.6.66) 
其 半径 的 阶 数 为 
О(ехр{ ~ ај Т,}), 1+ œ% (6.6.67) 
6.6.7.4 切片 (Slices) 的 定义 
我 们 定义 Slabs 的 Slices. 
定义 6.6.12 在 S 中 的 一 个 稳定 切片 (Stice)y 为 $ 的 -- 个 
子 集 ,是 通过 0.5; 的 同 且 运动 和 变形 得 到 的 , 其 中 3,5, 的 部 分 
2,5, 9,5 0,5, 中 变形 和 运动 ,通过 这 种 5,8; 的 变形 和 运动 得 
到 的 边界 称 为 了 的 稳定 边界 , 它 表 以 DY。 了 的 其 他 边界 称 为 不 稳 
定 边界 , 表 以 9.V, S, 的 不 稳定 Slices 标 以 H TAIEX, HE 
> 


„УС 9,8; 
Ә.Н c 9,8, 
在 Xo 上 的 坐标 
(20,20,20, 21) 
中 , 令 GC 表示 5S， 中 的 (2m] - ]+ n - nl) 维 超 平面 ,满足 条 件 


Б = const, 20 = const} 


一 般 地 , GN V 由 儿 个 单 连通 区 域 所 组 成 


СП v -UG 
如 图 6.6.3 R. CAVES 中 的 组 成 为 (2m1 -1+n- л) Ш 
平面 和 稳定 Slice 的 交 面 。 
定义 6.6.13 稳定 Slice V 的 直径 定义 为 
d(V)= зир зир{ sup, { афр) — #10) + 


| (а) =: Elg) | Ih 
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图 6.6.3 СПУ. 5; 电 一 个 (2mi - 1+ п-т) 
维 超 平面 和 一 个 稳定 切片 相交 
不 稳定 Slice H 的 直径 也 可 类 似 定义 。 
6.6.7.5 Generic 相交 和 马蹄 
EPH у) 1 引入 极 坐 标 (7! ,91), Po 限制 在 此 平面 上 人 
如 下 表示 


H = ea. ( xt + xÜ) 
0 = Ди. 
由 定理 6.6.8, 不 动 点 从 Же 到 的 飞行 时 间 为 


T= ra Ф) + 00). I—+ = 


推出 ,对 于 任意 小 的 正 数 90, 存 在 41, 使 得 对 任何 121, Ж 
Ol( Р}( PE) ) ~ бо < Dil РЬ(РЇ,)) < 
Ol( ph( PH)) + 0005.) (6.6.68) 
Ol( PA(Pi))- б < dil Pol pr) ) < 


BIC PAPE) ) + 6005.) (6.6.69) 


即 ( 对 ,51) 平 面 上 Рр?) ЯЖ РАСрг) A GLID PER AN 2% 
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的 两 个 扇形 S, 和 S_ ,如 图 6.6.4 PUR. 


РО RIEGEL) 平面 上 ,扇形 S. 和 S 映照 为 两 个 扇形 
$,= PXS.) (6.6.70) 
$_=— P%S_) (6.6.71) 


在 (zi,y1) 平 面 上 ,如 图 6.6.5 所 示 。 


иу E 
П (Р(5,)) 


图 6.6.4 (1.71) 平面 上 ， 96.6.5 (Ез, ў) ЗЕ, 


ЮЙ S. 和 S fg 
Poincaré 映射 下 的 像 


РУС pz ) 和 Pa( p; ) 的 组 成 
在 ( 41.1) LERNEJE 
5, 和 5S. ,其 火 角 为 28 


图 


6.6.5 为 Poincaré 映照 限制 于 (| ‚ў) ШЕ. Ж ЕЯ 
5- 的 像 ,如 图 6.6.6 所 示 , 边 界 (1,2) 包 含 了 了， 


任何 i> EPG 91) 上 引入 曲线 坐标 ( 


ë, e.) 使 得 
fe, = 0}, {а, = b,(const)} 
{e, = 0} ,{e = b,(const)} 
分 别 对 应 于 P( si) 限制 在 平 下 


(iFi 上 的 边界 3,4,1,2。 
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16.6.6 021,71) 平面 上 的 曲线 坐标 (ze,) 
定义 6.6.14 定义 P(Si) 的 两 个 子 集 如 下 : 
St = {q Є P(S) | (ё...) (4) Є 5,} 
Si = {4 Є P(S) 1 (Eë) (4) € S} 
令 ( E; E) 为 切 向 量 


Е = T, +e Ei = L, + е; 
作 一 般 假设 
(G5a) span Be }= Zo 


(G5b) span{ 62> E;, eg» ee} = 2o 
其 中 所 ,外 等 表示 相应 于 坐标 方向 的 单位 向量 。 这 个 公设 说 . 例 


пк; BERTA [h le KRETO - m) + л - 1] 的 超 
平面 , 则 


(5.8100) 


张 成 余 维 [2(m - m) + п - 1] 的 超 平面 。 类 似 ,( 6G55) 也 可 作 关 
似 的 解释 。 
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现 讨论 在 р; Е, А #0, 2, 50,21 RRI Р(5,) N Sre 
EX 6.6.15 在 Sr MST 上 定义 S 和 P(Si) 的 直径 如 下 ; 


4“( 5) = sup{ | Li(q1) š (д)! + 12:4) > ELC) |} 
其 中 
С = {gg E Së) = 20042). Elg) = 癌 (9)} 
Ф@(Р(5)) = sup{ 2б д) = #104) 1+ 10) - 20) |) 
这 里 
С={ф.ф € Sh c Р(8,);1,(ф) = 1,09), 


él(qg1) = £1( 92)} 
由 假设 (G54) 和 方程 (6.6.55) . 式 (6.6.58) 得 


4"(5) = О(ехр{- yiT2]), 1->+® (6.6.72) 
由 假设 (G54) 和 方程 (6.6.65) 得 
Ф(Р(5)) ={g€ 511,04) = 
Һ„(р]).Ё(4) = &(р])} (6.6.73) 
П“(Р(5)) =14 € St c P(S) 1204) = 
#ї(р]),&0(4) = (рі) } 
E CSOP рў 的 邻 域内 ,存在 阶 
O(axp{- Тат). 1+ ә (6.6.74) 
在 还 (P( S$)) 中 pr 的 邻 域内 ,存在 阶 
О(ехр{- aiTu}), 1-4 ә (6.6.75) 
从 式 (6.6.1) 有 
al < у (6.6.76) 
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我 们 可 证 明 如 下 命题 : 
命题 6.6.16 ”在 假设 (C5a) 下 ,存在 充分 大 的 10, 使 得 对 一 切 
I> lo, P(S,)# 5, 相交 于 二 个 不 相连 的 部 分 Vi 和 Vi ,VP 和 Vy 
FRAIA? S, 和 97s 相交 ,但 和 9,51 不 相交 。 更 进一步 ,Vi 和 Vi 为 
S, 中 的 稳定 Slices, 具 有 
IVE c 9P(S) (6.6.77) 


IVT c д,Р( 5) (6.6.78) 
见 图 6.6.7。 


图 6.6.7 P(S1) 种 S, 相交 


证 明 : 先 证 Vi 和 V7 不 相连 。 反 证 法 : 设 它们 相连 , 则 存在 


-条 曲线 g 连接 pr Apr ,使 得 


gC S, (6.6.79) 
g C Р(81) (6.6.80) 
在 相同 坐标 {#9,64, 全 ,人 6} 下 ,定义 


wlg) = sup 4 е, () - 04) 11 


和 式 (6.6.79) ,可 知 存在 常数 六 ,使 得 


wlg) < Diexp{ ~ Yı Ta} 
由 式 (6.6.80) 和 pt ,pi 的 定义 ,可 知 存在 常数 D, ,使 得 
(е) > Dexp{ ~ ai Т} 
由 式 (6.6.76) ,对 1 充分 大 ,这 是 矛盾 的 ,因此 Vi 和 Vi 是 不 相连 
的 。 
当 1 充分 大 ,从 式 (6.6.73) 和 S, 的 定义 推 得 Vi 和 Vi 不 和 
а,5, 相交 。 类 似 地 , 当 1 充分 大 ,从 式 (6.6.72) (6.6.74) ~ 式 
(6.6.76) 和 5, 的 定义 可 知 Vi 和 Vi 和 0+S1,907S1 相交 。 从 定义 
6.6.11 和 Vi , Vr 与 253 IS 相交 的 事实 ,可 得 式 (6.6.77) . 式 
(6.6.78). 
现 令 


Н} = P-J( VI) 
Hi = Рт) 
从 式 (6.6.77) 和 和 式 (6.6.78) 及 定义 式 (6.6.12) 可 知 Hi ,Hi 为 不 
稳定 Slices, H; 和 Hi 的 不 稳定 边界 为 
3H} = Р-'(9,У1) (6.6.81) 
д„Н = P'|(9,V:) (6.6.82) 


总 之 对 EDK EFT S 上 ,我 们 有 两 个 不 稳定 Slices: Н] 和 
Нг 
和 两 个 稳定 Slices: Vi 和 V7 使 得 
W = Р(Н]) 


IVi = Р(Ә,Н) (6.6.83) 
„И = POM), c =+, ~ 


6.6.8 符号 动力 系统 
这 一 节 我 们 在 S, 上 构造 Cantor Ж À, H ИЕН Poincaré 映照 P 
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限制 在 A ЕИБ ЕЕ FD OS O 和 1 的 位 移 自 同 构 . 
6.6.8.1 位 移 自 同 构 
设 E 为 由 两 个 元 素 组 成 的 无 穷 序 列 的 集合 
#55 ("а saya, 0a") 


其 中 心 =0 或 1,AGEZ, 在 三 上 引入 一 个 拓扑 , 取 


a" = ("allalla al ау) 

的 邻 域 基 , 集 合 

N = Ta € Ela, =a (11р, j 
使 三 成 为 一 个 拓扑 空间 ,位 移 自 同 构 x 在 三 上 定义 为 

b= yx(a), bk = ац 

显然 ,位 移 自 同 构 具 有 可 数 的 无 穷 多 的 周期 轨道 ,不 可 数 无 穷 多 的 
非 周 期 轨道 , 和 一 个 稠 的 轨 域 ,也 显示 出 对 初始 的 敏感 依赖 性 等 混 
沌 的 特征 。 

6.6.8.2 Conley-Moser 条 件 


A 
T 


= ТУАДЫ 


Hi ,Hr, Vi, Vy 


分 别 


Ho, Hi, Vo, V. 
表示 。 则 有 Conley-Moser Ж} I ): 
V; = P(H,) ， 
aV; = POH), j=01 
OV = P(Ə,H;) ， 


Conley-Moser 条 件 ( 工 ): 存 在 常数 0 < ，< 1 ,使 得 对 任何 稳定 
ПК Ус V,.(J=0,1) 
d( V) = vd( V) 
其 中 
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V = Р(УГ Н), k = 0,1 
对 任何 不 稳定 切片 НС Н(}=0,1),Д4 
d(H)< va( H) 
其 中 
H = P'(H N И), k = 0,1 
附注 :在 Conley-Moser Ж ( 工 ) 中 ,我 们 省 去 Slice 边界 的 Lip Ж 
件 , 对 我 们 的 情况 ,稳定 Slice 
VC V, j = 0,1 
和 不 稳定 Slice 
HcH,k=0,1 
可 能 相交 多 于 一 个 点 ,此 时 我 们 仪 需 选 取 其 中 之 一 即 可 。 

上 述 Conley-Moser 条 件 ([ ) 将 在 后 面 加 以 验证 。 现 讨论 Con- 
lerMoser & (ОП), Р BJ RIKA (6.6.17) 和 Р! 的 表示 式 
(6.6.63) . 式 (6.6.64) ,我 们 有 

d( V) < vid( V) 


其 中 

vı =~ О(бехр{- aiTu}), 1->+ œ BF 

d(H) < vd( H) 
其 中 

уз = O(exp[- nah, ! 一 + œ 时 

引 理 6.6.17 如 
с HP с с HO с н 

为 不 稳定 Slices 的 无 穷 序列 , 量 


d(H')->0 , k—+ œk} 
WJ 


пн а н‘) 


keq 
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为 (2mi - 1+ n- ni) 维 连通 的 曲面 , 且 
он" c дно 


对 于 稳定 Slices 有 类 似 结 论 。 

ШЕВ. 由 定义 ,90H с OHO yk, N k aH) сон, 
H'*) 的 维 数 来 自 这 样 的 事实 , 当 К> 5], Ш2(т®-т)+п Ж 
稳定 维 数 缩小 为 零 。 

6.6.8.3 ЖЖ 


~ 


= ("a за лау, ааз) 
为 三 中 的 任何 元 素 ,归纳 地 定义 (上 2) 稳 定 Slices 
Vaa, = РОН) Q Ha 


Vaa за, = Р( в үза) N Ha 


02.1 А 


由 Сопіеу-Мовег 条 件 ( 工 )， 
а( Va дал) < vd( аа) = … < 内 -1d 人 Vaa) 


ә 


引 理 6.6.17, 


Va) = AÌ Vaa e 
定义 一 个 余 维 (2m ~ 1 + n - mi) 的 连通 曲面 , 且 
ay(a) C д„5 (6.6.84) 
Ж, ЧЕНЕ (АТ) АЕ Slices, 


Haa, = PÒ Hs, П Ул) 


° 


J; E P-1( H, Sa П Va) 


оа 


ЊН Conley-Moser (П) 
а( Нага ) < vd( Ha a ari) < `“ < ubd( H.) 


o fk 
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由 引 理 6.6.17 
Н(а) = ы, 
定义 一 个 (2m1 -1+ n- ni) 维 连通 曲面 , 旦 
ӘН(а) с 9,8, (6.6.85) 


由 式 (6.6.84) 和 式 (6.6.85) 知 ,H(a) 与 V(a) 的 维 数 由 
Vla) N Hla) > $ 
的 点 组 成 。 今 
РЄ V(a) N Hla) 
为 交集 的 任意 点 , 现 定 义 映照 


ФЕ N 
#(а) = p 
由 上 面 的 构造 
P(p) = #(у(а)) 
即 
Pe$= $° y 
5 
А = #(Е) 


则 A ЭТЕР FS, 的 紧 不 变 Cantor 子 集 。 更 进一步 ,g ESA 的 
微分 同 胚 ,因此 有 定理 : 

定理 6.6.18 存在 5, 的 一 个 紧 不 变 Cantor 子 集 ,使 得 P 限制 
在 A 上 为 拓扑 共 元 于 具有 商 个 符号 0 和 1 的 位 移 自 同 构 x , 即 存 
在 一 个 微分 同 胚 


多: 三 一 全 从 


使 得 如 下 图 形 可 交换 


Х Р (6.6.86) 
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(6.1.3) 中 的 q 为 原点 ,表示 式 (6.1.3) 的 坐标 使 它 的 线性 部 分 为 
6.7 应 用 于 离散 非 线性 Schrödinger 方程 系统 实 的 Jordan 典型 形式 ,此 时 式 (6.1.3) 能 归结 为 方程 组 (6.6.1) 的 形 


式 。 


这 一 节 我 们 将 6.6 节 中 的 理论 应 用 到 离散 非 线性 Schrödinger 
方程 系统 。 | 


x; =- ару – By; + х\х,у,д), 


6.7.1 变换 式 (6.1.3) 到 式 (6.6.1) 形 式 ў = Ва – ару + y(x,y,z), j= 1 M- = 1,9,4 


离散 NLS 系统 式 (6.1.3) 的 相 空间 能 定义 如 下 : 


= д + д(х,у,2), 


S= [4 К (3) г=- 4,9 = (40917-9), фл = (6.7.5) 
其 中 
ЧазЧх-һ = qa] б, = l: k = 1,2 
ey 238 
容易 验证 式 (6.1.3) ДА ЖИК а. ÉT 4 线性 化 式 y 
(ЖЕТЕ | е 0 
Оё = + 4012012020 + ole) (6.7.1) у = (уум) 


z = (CREEN H 


ОЁ =+а М (1 - со?) (1232 + 92) Са? — N2am(a/N)) + 


(0,0,0) = у;(0,0,0) = 
ole) (6.7.2) ооо, 


grad х;(0,0,0) = ртай(х,(0,0,0) = 0, j= 1,:-,М-1 
о? =- ela + 2807201 – cosk;)] + 7 е Е 1 


1 
2il TEF I|, }=27.М (6.7.3) 


EP k= 2jr/N, c, Ej F, 为 常数 。 从 这 些 公式 , 当 e 充分 小 时 有 
0< 05 < 0 


(0,0,0) = ртай2,(0,0,0) = 0, k = 1,--:,4 
aj = [а + 287201 — созЁ;,) ] 
В = 2|./1 Eji Fj | олем 


Yi = yy = 4812812 3⁄2 у О(є) 


0<-RelOil =-Ве|2;| < <- Reini! = 
У = y = 2[(1 - сов?) (1/2? + @?). 
= Ке О <- 05 < - Ог 
НО 为 最 能 的 增长 率 , - Re| Oz | 为 最 弱 的 衰减 率 , 也 有 E 
,QF 为 最 能 的 增长 率 ,- Re| 02 9 豪 减 率 ,也 有 
4 e102 | 为 最 对 于 式 (6.1.3) 构 造 Smale 马蹄 的 问题 已 化 为 方程 组 (6.7.5) 的 问 
-Reloil < Që (6.7.4) 题 , 有 以 下 两 个 事实 : 
因此 线性 化 方程 组 能 变 为 实 的 Jordan 典型 形式 ,我 们 能 变换 在 式 (1) 方程 组 (6.7.5) 具 有 一 同 宿 航道 h, 渐 近 


ЭН 


n 
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(x,y,z) = (0,0,0) 

(2) 最 小 排斥 率 у 大 于 最 小 吸引 率 a 问题 为 (6.6.11) 的 特 

Жїл, 
т =тү= М-1, n=2, n=4 

因此 在 一 般 假设 (G1) ~ (65) 下 , 同 宿 轨 道 h 给 出 Smale 马蹄 ,我 
们 必须 讨论 -- 般 假设 。 

6.7.2 Generic 假设 

“generic" 假 设 ( G2) .(C4) 和 ( 65) 仍 是 假设 ,我 们 不 知道 解析 
上 如 何 验 证 它们 ,对 于 我 们 的 系统 ,数值 上 的 检验 是 可 能 的 

从 6.1 节 ~6.6 节 ,我 们 可 得 如 下 定理 。 

定理 6.7.1 对 任何 N(7< %), 存 在 正 数 eo 使 得 对 任何 
CEO EE X, 中 余 维 1 的 子 流 形 E., 这 个 子 流 形 E. {ЕШ 


平面 8= ка 9 Ое) „ДН e= elw, N), v= ке 60,0 < до< 


L, AFEN w.a f DHE 三 上 ,存在 式 (6.1.3) 的 同窗 轨道 
СЕЕ д.2 ХН 


FE. (N 7) = [соза,8,т) lw Є (Ntan & N? „Мав 2), 
ТЄ (0,1),а Є (0,0),8 Є (0, 80), 


aofo 为 任何 正 数 < = | 


附注 : 当 3< Мєсб,к 为 负 的 ,a .8 由 于 耗 散 性 是 正 的 , 关系 
В = ka 破坏 了 同 宿 轨道 的 存在 性 。 而 当 N>7 时 ТЕТТИН Й 
道 , 它 渐 近 趋 于 不 动 点 qec 

(C1) 实 际 上 是 在 参数 (6 wa.p DE Е, 中 选取 适当 的 值 的 
问题 , 非 共振 条 件 不 是 一 个 严格 的 限制 ,从 定理 6.7.1 ЖП, (ЕЧ 
宿 轨道 在 参数 空间 余 维 1 的 曲面 上 ,每 个 非 共振 条 件 在 参数 空间 
中 定义 余 维 1 的 曲面 ,存在 全 测度 的 集合 非 共振 条 件 是 成 立 的 ,用 
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Conley-Moser 至 近 方 法 构造 的 Smale 马蹄 是 结构 稳定 的 , 它 对 于 非 
共振 条 件 破 裂 的 零 测 度 集合 保持 不 变 , 而 非 线性 共振 条 件 成 立 的 
全 测度 的 集合 是 稠密 的 。 

(G63) 是 对 的 ,由 Melnikov 原理 ,对 任何 适当 固定 的 (e,w,a， 
B.T) ,在 同 宿 截面 上 的 距离 

d = Dist{W(g), РСА): = 4(у) 
EPO, OK 本 (de) 的 参数 化 ,存在 yo 使 得 
d( yo) = 0, а (уо) = 0 


对 
(=,о,а,8,Г) Е Е, 上 
对 任何 Є А 
dim{ TW Ca) N T,W'(.Z)] = 1 
但 
W'(q.) c WUA) 
因此 (63) 成 立 。 
6.7.3 由 离散 非 线 性 Schridinger 方程 系统 一 对 同 宿 轨 道 产 
生 的 Smale 马蹄 和 混沌 
现在 我 们 来 说 明 马 蹄 如 何 能 从 靠近 一 对 对 称 同 宿 轨 道 进行 构 
造 ,对 于 离散 NLS 方程 (6.1.3) ,常数 N 为 偶 的 , 旦 N >7, 则 存在 
一 对 对 称 同 宿 轨道 渐 近 于 不 动 点 а. ,可 以 从 这 个 事实 看 出 , 如 
9 = Рп, 1) 20 (6.1.3) А, 0 ç, = f (n №2, t) tB, R: =Ë 
(6.1.3) 的 解 ,方程 组 (6.1.3) 关 于 对 称 群 
G= 11,0! (6.7.6) 
是 等 价 的 ,其 中 oo。f(n,1) =f(n+N/2,1), 即 o 为 半 周 期 交换 ， 
c 1 = c, 令 了 表示 恒等式 。 这 种 坐标 用 于 式 (6.7.5) 有 
c° \а уу = {(— PaO yyh, 
j= 1,2,…, -1 (6.7.7) 
oez = (-1)'!җ , k=1,.,4 
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方程 组 (6.7.5) 和 方程 组 (6.1.3) 是 等 价 的 。 方程 组 (6.7.5) 关 于 对 
称 群 也 是 等 价 的 。 令 hi 为 同 宿 轨 道 ( 渐 近 于 g) M А ой, 为 
另 一 条 同 宿 轨 道 也 是 渐 近 趋 于 4% ШЕ h i. ha) 构成 一 对 对 称 何 
宿 轨道 - 

6.7.3.1 光滑 规范 变换 归结 的 等 价 性 

在 6.6 节 中 我 们 曾 用 - -个 光滑 规范 变换 在 原点 附近 归结 为 线 
性 方程 组 ,但 对 此 线性 方程 组 是 否 对 于 对 称 阵 G 是 等 价 的 是 不 知 
道 的 ,这 里 我 们 将 加 以 说 明 - 


R:(x,y.z) => (x .y', z) 
为 С ГИ. AAE (6.7.5) (0,0,0) HARR ЛЕ k ЕКЕШ. 
范 形式 ,R 在 (0,0,0) 外 为 恒 等 变 换 , 且 
R(0,0,0) = (0,0,0) 
grad Ё(0,0,0) = 人 恒 等 映 照 
TERRE, El, yz) = (0,0,0) 的 小 邻 域内 ,方程 组 (6.7.5) 
| 


能 归结 为 线性 方程 组 
t=- ак) - Вуз. 
у= Br) ау j= М = 1,7704 
zk = Gr Ур" Z 
(6.7.8) 
其 中 
1, Е = 1,2 
à = | 
-1, k =3,4 
在 整个 由 空间 S 中 ,方程 组 (6.7.5) 变 换 为 
t, =- oa бу',+ ХК ,у,2), 


И а S лү ера 
yu = Вк art Уу), J = les M - lk = 1. 


2 = буы, + Z (x'.y'. z) 
(6.7.9) 
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其 中 

l, k=1,2 
д, = 

sie Teda 
x жб x ЧЕ! 
y's СУДАГЫ ард 
1 — г.) 


В х. Y. Л, fE Q РН 0. 
我 们 不 知道 方程 组 (6.7.9) 对 于 对 称 群 Ô 式 (6.7.6) 是否 等 
价 , 令 R, 表示 R 在 群 6 上 的 平均 : 


R, = der + o`! Ro) 
(6.7.10) 


Rail x,y,z) = (a”, y", ) 
R, 也 是 С? ОТА EE СО О.О) SRRI Si ERE, Т. 
R,(0,0,0) = (0,0,0) 
grad R,(0,0,0) = 恒 等 映照 


FEDRE, y, 27) = (0,0,0) 邻 域内 ,方程 组 (6.7.5) 在 К, 变 
换 下 也 归结 为 线性 方程 组 : 


y = p- a”, j= 1. . M - lk = 1,4 


(6.7.11) 
其 中 


3,4 
在 整个 相 空间 S 中 ,方程 组 (6.7.5) 变 换 为 


А 下 汉江 
= 
Р 

її; 
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т " я Г 
a, =- ар", = Ву + Х'\х',у' г), 


P, = B, op + ИУ), 
k= 1,64 


(6.7.12) 
其 中 
5 = 加 Ë= 1.2 
-1 k = 3,4 
&' = (x, м)" 
y = (У 57м)" 
2 = г; “у 


B хут, EA 内 消失 。 更 重要 的 是 ,方程 组 (6.7.12) 关 于 对 
称 群 © 式 (6.7.6) 是 等 价 的 , 即 如 果 (x G) yU 2000) 5 
(6.7.5) 的 解 , 则 oe(x(t),y(1),z(1)) 也 是 式 (6.7. 5) 的 解 , 因 此 


CoD YD 2700) = R e (sz(1).y(r).z(1)) 
R, ° [o ° (x(i),y(t),z(t))] = c° CAES AEDA TSL) 


也 是 式 (6.7.12) 的 解 。 如 置 
һу = R, shi, h= Reh 


则 
һу = o° hi (6.7.13) 

因此 构造 方程 (6.7.5) 的 Smale 马蹄 变换 为 构造 方程 组 (6.7.12) 的 
Smale 马蹄 ， 且 有 两 个 已 知 的 事实 : 

(1) 方程 组 (6.7.12) 具 有 对 称 同 宿 轨道 hi 和 А (а= ohi) 
渐 近 于 (0,0,0)。 

(2) 最 弱 排斥 率 y > 最 弱 吸 引 率 ai。 

6.7.3.2 ”由 对 称 同 宿 轨道 产生 的 混沌 

今 h(i=1,2) 表 示 一 对 同 宿 轨道 hC = 1,2) 向 前 和 向 后 时 
BIR 51, h£ = o° hÉ , Poincaré 截面 5o, Х., Poincaré 映照 Р, Pi. 
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P= PY* P WE, 令 好 (=1,2) 表 示 hi (i=1,2) 和 
Хо 的 边界 z, = 0 的 交点 
qi = ht Г д 


z, = n au У = 0 
AE y у? 2<j=<M-1 
ОГЫ ОООО т. 
gi = 041 
(6.7.14) 
Bp 
Хб? 2 D, aED с дер, дб” Q 85 
{х,у ш {( = 1)! +17] (бє DEEDE, 
2<j=<M-1 
类 似 地 令 а; (1=1,2) 表 示 В; (i= 1,2)8 X, 的 交点 。 
qi = h ПХ, 
其 中 q; 共有 坐标 
о ю = 2170, а= а = 0 
х= 0, у= 0, І<јЈ= М-1 
H 45 = aqi (6.7.15) 
即 D = 
最 后 我 们 有 


PC = qf, i=1,2 
如 同一 般 理论 ,在 5o 上 的 坐标 为 


(20; 125,002 ја M-il 4) 
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X, 的 坐标 为 


(х,у М2 6 4) 


分 别 应 用 不 动 点 定理 6.6.8 于 q: 和 gz 的 邻 域 ,我 们 有 两 个 不 动 
点 序列 

[ak = bytu, el, i=1,2 
二 者 挑 一 ,我 们 应 用 不 动 点 定理 6.6.8 于 gr 的 邻 域 得 到 一 个 不 


动 点 序列 ,再 应 用 群 元 素 o 作用 于 这 个 不 动 点 序列 得 到 在 gz 5% 
域 的 不 同 不 动 点 序列 , 则 
42 = о", 
我 们 有 如 下 结果 : 
推论 6.7.2 在 qzr(i=1,2) 的 每 个 邻 域 ,存在 不 动 点 序列 


{4% te lo 


I = 10,7", % (6.7.16) 


=}, i= 12 
г 
L= 10,7% 


Ж 6.6.8 所 描述 的 渐 近 性 质 - HA 


qP = oq)”, 
这 些 不 动 点 序列 14 包 1 具有 定理 
(6.7.16) 
(qP) = = 240) 
则 gP О 对 应 于 定理 6.6.8 中 描述 的 相同 的 T. AIET, 
令 
pit? = Фр?” 


类 似 地 ,定义 Si?(i=1,2) 
sip =Í: € 51! gexp[ - 
2(4) < 7exp| - xf Т - 3)] я 


+i 1 
| xtg) = xi I | = vexp[ - 3e: Ta] š 


Dj 
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| 4C P0(q))— 5 Ош yexp| - Балты] 
注意 到 
а 2 sss 0 
定义 新 的 Slab $ 为 
Š, =Í: ЄХ, | nexp{ - zi Tano 一 х] = 
2(4) < gexp| - A Tu — z) ] ， 
004) - <t) | < nexp| - тат), 
IAP | Lafl + yerp[ - Lara] } 
则 
SP U sP c š, 
由 以 上 定义 
р? с Р(8{°)Г\ S, i=1,2 (6.7.17) 


SPG = 1,2) 的 稳定 ,不 稳定 边界 能 被 类 似 定义 。 


定义 6.7.3 令 549(i=1,2) 和 5, 分 别 为 Si(i=1,2) 和 在 
Zo 中 的 闭 包 ,SI4?(i=1,2) 和 6) 的 稳定 边界 分 别 为 


asp =Í: € 5191904) xi = пе - La) 


Tan]! 


asp =Í: Є 5191594) xt D- gexp| - 


9,879 sdg € 51° 104) = т. 


Q <j=<M-1) 
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о = г. (k = 3,4)} 
25] a|, € š, Мф) -х( = nexp| - тат} 
д.57 =Í: Є Š, 159%) -xt =- gexp| - Тат] 
д = {4 Є 5,1104) = 7, 
ЖЖ о = (x0) + RUD? 
(2<j<M-1) 
或 zo = 120, (k = 3,4)} 


类 似 地 ,不 稳定 边界 分 别 


259 = {4 € 3 


ISP G = 1,2)812 S, 组 成 ,定义 为 


2104) = yexp[ 一 A Tu - z)]} 


z4) = yexp| - A Tasi - z)]) 


alq) = yexp| - тать, 


Моо = ИРК) - 2570} 


д5] = [а Є 8,1204) = 


9,8: = {4 Є 


28 = fa € Šilolg) = yexp[ - 


5,1504) = 


yexp[ - x [ra -®)]} 
gexp| - (а -3)]} 


TT] ， 


с = = :}(Р\(д)) = z$ 2} 


А 
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的 稳定 和 不 稳定 Slice 也 能 类 似 定义 。 
推论 6.7.4 Si?(i=1,2) 为 Š, 的 不 稳定 Slice。 
对 于 不 同 直径 的 估计 有 


d" ( 5) = O(expl- У,7:}), 


{—=+ = 


Ф(р(817)) = О(ехр{ – а1Ту}), 


[+ œ 


由 式 (6.7.17),P( 517) (= 1,2) 93 Š, РИА VEP (i = 
1,2) 使 得 


р? € vye, р=1,2 
由 此 有 : 

命题 6.7.5 在 一 般 假 设 下 ,存在 充分 大 的 lo, fE 0) 
ї>һ.Р( 5\?)( = 1,2) 相 交 于 Š, 为 两 个 不 相连 的 组 成 部 分 
WD(i=1,2), 

yp? MoS ,9578 相交 ,但 和 949.6, 不 相交 , 且 И? 为 和 中 
的 稳定 切片 ， 


ау C9P(S) 


(6.7.18) 
如 图 6.7.1 所 示 。 


i 
NU 


ДУ) ЖУЛ 


图 6.7.1 РО) APESE) 55, 相交 
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定义 
ну = РУСИ), G= 1.2 
则 HIE Pi 1,2) 为 不 稳定 Sices。 更 重要 的 是 
有 CE 人 ¿= 1,2 

如 分 别 表示 

нн? нүн?” 
为 Hi,Hy; Н.Н 


则 有 定理 6.7.6: 
定理 6.7.6 存在 紧 的 不 变 Cantor 集 ЛО? с( 590582) с 
S МИЎ Р АРЛ МЕ, TEND -2, -1,1,2 
的 位 移 白 同 构 x,。 即 存在 一 个 微分 同 胚 , 有 
$a Z — к АО 
使 得 如 下 图 形 可 交换 : 
х, 一 - б. ALD 


ALP 


第 七 章 ”扰动 Sine-Gordon 方程 
同 宿 轨 道 的 不 变性 


这 一 章 主 要 讨论 两 种 类 型 Sine-Gordon 方程 在 小 耗 散 扰动 下 
同 宿 轨 道 的 不 变性 ,以 及 一 类 Klein-Gordon 方程 (Hamilton 系统 ) 在 
小 扰动 下 同 宿 轨道 的 不 变性 。 众 所 周知 ,Sine-Gordon 方程 是 完全 
可 积 系统 ,具有 孤立 子 解 ,在 扳 立 子 理论 中 占有 重要 位 园 , 它 在 激 
光束 传播 于 非 线性 介质 和 非 线性 光学 中 都 有 实际 的 物理 背景 。 


7.1 一 类 Sine-Gordon 方程 在 耗 散 扰动 下 
同 宿 轨 道 的 不 变性 


考虑 如 下 一 类 具有 小 扰动 的 Sine-Gordon 方程 
Un = Cup — sinu = e(- 2u + glt,u)) (7.1.1) 
具有 Neuman 边界 条 件 下 同 宿 轨道 的 不 变性 。 这 里 u 为 2x 周期 
的 , 且 关 于 x =0 ETANG.: 为 耗 散 扰动 小 参数 ,0 二 se<e1; 常 速度 
。 限 制 为 < 2 < 1; 拢 动 项 g(1,4) 为 非 线性 光滑 函数 ,满足 z(u, 
и) = 0(и?), u0 gC, и) н} Жу 0О(и2)). DL Н 表示 通常 的 
Sobolev 空间 Н! , HERRON 2х 周期 的 奇 函 数 。 能 量 方法 易 证 式 
(7.1.1) 的 Canchy 问题 是 适 定 的 在 空间 ССА; H) YC (Е,12) Po 

先 考 虑 未 扰动 的 同 宿 轨道 ,由 孤立 子 理论 可 得 到 “呼吸 子 ”: 


b(x,t) = 4arctan SSINX. {7.1.2) 
ceoshat 


其 中 c=V1-cz, 注 意 到 Ь(х,ғ) 7 Sine-Gordon 方程 的 解 , 它 具 有 
+ 周期 ,是 关于 x 是 奇 的 , 它 以 指数 形式 (1 一 + w) 趋 于 u=0。 
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blx,t) = Ofexp(- go111)], гж (7.1.3) 
我 们 寻求 方程 (7.1.1) 具 如 下 形式 的 解 : 
и(х,1) = blx,t-a)+rlx,t;e) (7.1.4) 
Д) 满足 方程 : 
Ta- сты -r +2ern + mlx,tiea)r = 
єЕ(х,15а) + Glx,t,ria,e) (7.1.5) 


其 中 ， 
m = 1- cosb — eg (t + а,Ь) = O[exp( — 20 | t 1)] 
Е = 2, + g(t + a,b) = О[ехр(- о 12 1)] 


G =elglt+a,b+r)- g+ а,Ь) -g(t+a,b)r. 
+ sinb(cosr — 1) + cosb(sinr — r) = 
O[exp(- o 1.1) 2) + O[ °] (7.1.6) 
由 此 可 以 看 到 ,如 果 我 们 能 证 明 г(х,г;є a ВЕЕ, ВТ > 
o 时 训 减 于 零 , 即 证 明了 同 宿 轨 道 的 不 变性 。 
为 此 先 研 究 线性 化 算 子 的 性 质 。 对 于 非 线 性 边 值 问 题 式 
(7.1.5) ,我 们 先 研究 线性 方程 : 
% Ta- Cra r+2er + mr = f(x,t) ETIT 
其 中 JE 局 (局 )。 为 了 考虑 算 子 终 的 迹 , 在 给 定 的 边界 条 件 下 ， 
BJ r 对 x 具有 2x 周期 ,为 奇 清 数 , 且 当 1 一 + © т—=0„ 我 们 必 
须 区 分 双 曲 方向 和 椭圆 方向 ,对 < = 0, 4 г а зо, (7.1.7) 
趋 于 : 


(7.1.8) 


Ta 一 Pra Hor ay 
其 中 ce [ 二 ,中 ,具有 一 个 双 曲 方向 , 且 有 指数 增长 率 " = + 


STE, 余 维 数 为 1 的 中 心 方向 , 具有 频率 内 = 10 = 
2,3)。 因 此 为 了 求 的 迹 , 我 们 引进 投影 : 
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Q, = а = (r,sinx)sinx 
P=v= (1- Q)r 
考虑 方程 (7.1.7) 为 古谷 方程 组 : 
L + Ма = f, = Pf (7.1.9а) 
Мо + Na = р = 07 (7.1.9Ь) 


其 中 : L= РУР 

M = P “Q = Рт) 

N = Q “Q = D + От) 
BF D = 21 +2єд,- с 为 强 椭圆 型 算 子 p. = д} - a? 的 扰动 , 算 子 
LARDA F Lo = 92 - 291 -1 限制 于 PH 上 的 扰动 。 为 了 定义 算 
子 上 的 迹 ,我 们 解 Cauchy 问题 : 

Iv = (P - (22 42e, -1+ PmP)v = g (7.1.10) 
在 1= - «ЖАНЕР. 

命题 7.1.1 给 定 z€ (PI), 充分 小 ,方程 (7.1.10) 具 有 

惟一 的 有 限 能 量 解 » 使 得 


1a(t) 1。< cfi | g(s) 1245 
这 个 解 可 表 为 
o) = Lg = | Каз) (о) 
其 中 天 为 如 下 Cauchy 问题 的 解 算 子 : 
lw = 0, wls,s)=0, Əae(s.s) = wi € PL 
Ж—},ь 满足 估计 : 
Го leom < Glg IR) 


证 明 : 对 е 充分 小 ,lem(x,1)1l< Ce “7, 标准 的 能 量 估计 
对 于 齐 次 方程 的 解 5 满足: 


Lal) \< Ce | a(s) te 


(7.1.11) 
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其 中 с 不 依赖 于 e ,方程 (7.1.10) 的 有 限 能 量 解 可 表 为 


o) = г.) + | K(r.s)g(s)ds 


(7.1.11): 


LEG, n) de < Ce) | (ш) 1, 


е < 


Klt,s): PI > PH, |] K(r.s)] < Ce 
对 任何 解 v(t), 14 1 æt, 006) 20, t>- оо 08 


v(t) = | каб: (7.1.12) 


这 就 推出 解 的 惟一 性 , 当 1-> - wm 时 它 为 零 。 对 式 (7.1.2) 进 行 能 
量 估 计 , 可 得 


lolt) lys c| ee | g(s) 124$ 


£ 
由 Hausdorff-Young 不 等 式 ,可 得 


ЖАРК < Се)? | z Шал) 


从 这 个 命题 易 得 如 下 推论 。 
推论 7.1.1 AE e gE (12), ахо. ое 是 光 济 
的 , 且 : 


12,000) |. < се“^| е“ | g(r) 124г 


利用 这 个 估计 在 二 :上 ,由 式 (7.1.9a) 可 得 


v= тір = L'Ma (7.1.13) 
将 这 个 表达 式 代 人 到 式 (7.1.9b) 可 得 
(В+ М)а= f =f- M Lf (7.1.14) 


其 中 前 = ỌMỌ- M` L-'m, 注 意 到 指数 衰减 , 则 由 推论 7.1.1 
T M 对 e 光滑 。 
命题 7.1.2 F Z=1+D €M 作用 于 L?@sinx 是 一 -个 指 
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标 为 0 的 Fredholm #7, RAH x = 08 + 0(e) 所 张 的 一 维 零 空 
间 。 

证 明 : 因 М 是 指数 衰减 的 , D-! 映 照 [2(R) 为 (R), 919 
р-'М fE Li@bsinx 中 是 紧 的 ,推出 .7 为 Fredholm 的 ,.7 的 零 空 间 可 
HPK є=0Ш7,= 71, .0 的 零 空 间 计 算得 到 ,由 散射 理论 ,5 为 
Zr =0, 使 得 1r(1)1. 一 0(1 一 - om) 的 一 个 解 。 由 命题 7.1.1 HE 
H: 


Pb =- Lo’ Mo Qb 
B @ 为 未 扰动 算 子 .天 的 12 零 空间 的 一 个 解 。 因 算 子 .7 是 紧 的 ， 
对 。 是 光滑 的 从 正则 扰动 理论 可 得 之 的 零 空间 是 一 维 的 , Н 
由 X= 0+ 0(s) 所 张 成 , 最 后 容易 看 到 共 示 的 零 空间 为 9 = 
DoQ + 0(e) 所 张 成 ,这 是 因为 


(U gU) = || Rottss) els)ds 


Pb = – (Lë!) ”" М0 
从 命题 7.1.1 可 得 ,在 己 上 具有 一 维 零 空间 , 它 为 
Ф=ўу- L-'!My = b+0(e) 
所 张 ,而 用 "也 在 12 上 具有 一 维 零 空 间 , 由 
$=¢+0(e)=b+0O(e) 
所 张 。 进 一 步 , 因 工 是 可 道 的 ,.Z 是 Fredholm 的 。 我 们 叙述 Fred- 
holm alternative 定理 如 下 。 
定理 7.1.1 给 定 f€ 局 ( 己 ) ,方程 (7.1.7): 
Ит = f 
具有 一 个 解 ЄР (DALH), HA: 
(f, $> = (f.b) + 0(е) = 0 
其 中 


(fg) = | канае 
进一步 存在 惟一 解 ,r = 多 -!/ 满 足 : 
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{т,ф) =0 
иңә СЇ) таах 


13 А 
лідар < G° 1 ula 


现 考虑 非 线性 问题 。 由 这 些 对 线性 方程 的 估计 ,可 解 非 线 性 
问题 (7.1.5) ,首先 求解 近似 方程 : 
(eF + G,$) 9) в 
($, $) 
命题 7.1.3 жє 充分 小 ,方程 (7.1.15) 具 有 惟一 解 (le, 
GELENN BCH) 807 Фф) =0 #1 


Ir (беа) le < бє 


多 ЕЕ +C- (7.1.15) 
Т 二 


„2/3 
Ir`(e,a) ою < С 
x gy 
(є,а1) -= г“ (є,аз) lun < G 


进一步 六 对 а 为 Lip 86,177 


Гат = azl ИСА 
| 证 明 : 方 程 (7.1.15) 的 右边 是 和 用 正 交 的 ,我 们 能 写 方程 为 
r= K(r;g,a) = ЯЕ +G- (ЕЕ + С,%)%/(Ф,9)] 


由 定理 7.1.1 有 
I K(r;e,a) в < С 


径 的 球 为 它 自己 。 H 


"Ble +CIr lan] 


KOs ,a) 映 照 以 Irl < GE” 为 半 
| Klrisesa) - 天 (mieya2) IRo < 


зл 
2/3 = I irig Ce 
C[e! | т = rz igan +e% i a= az 1, 


此 ,由 压缩 映照 原理 可 知 ， К ЛЕЙ | 1 < G23 内 具有 惟一 不 动 
定理 7.1.1, 这 个 不 动 点 满足 所 提 到 的 估计 。 L. 
附注 7.1.1 这 个 不 动 点 在 空间 LP (Н) LUH). 上 对 e 是 
光滑 的 ,但 从 推论 7.1.1 可 知 ,r(1,e) 对 。 是 可 微 的 , 且 : 


Ë 


= 
x 
= 
| 
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l9er(i,e) ls Cexp[ £1] 
定理 7.1.2 设 : 
(Е.б) (а) = – 206,6) yatata а, Б), Б) 
H a= ce 具有 一 个 简单 零点 。 则 方程 (7.1.5) 具 有 -- 个 解 г" (e, 
а^) ЄН) ПІН), HED a" = ao+ О(є) В 
Ir (tiea) < бє 
Ir*(le,a*) Гон) < Ce203 
证 明 : ,从 命题 7.1.3 可 知 ,近似 方程 (7.1.15) 有 一 个 解 r…(e， 
a)EL? (E)N (H), 1481." сну с, 96, 6 = О(ег 14 
т) ДКС, 8) = 0(e3)。 因 此 , 压缩 映照 原理 ,可 得 


СЕВ) + CB) = (Р.Б) + Rle,a) = 0 
其 中 R 对 a 为 Lip 连续 , 具有 Lip 常数 O (e), 上 式 具有 一 个 解 


а" = ађ+ O(e), 


В 7.1.2 


св S ph 


扰动 时 ， 0 是 一 ss s wz. „а, 
ШЕСЕ аА еи 
稳定 方向 ,对 є > 0 仍 保持 一 个 解 , 它 的 算 子 和 不 稳定 流 形 在 扰动 
下 是 不 变 的 。 分 别 为 W 和 办。 特别 是 在 不 变 的 中 心 稳定 流 形 
We 上 有 O(VYe ) 宽 度 ,在 许多 “ 慢 方 向 "中 和 在 -个 “ 快 方向 "中 具 
有 宽度 0(1)。 这 些 流 形 的 不 变性 和 大 小 是 由 隐 函 数 定理 得 到 的 ， 
对 有 限 7, 在 扰动 轨 线 O) = We 和 未 扰动 呼吸 子 5(x,1) 之 间距 
离 为 О(є): 
dist[ (2), b(1)] = Ole), 
由 WE 大 小 的 估计 和 “打靶 "原理 可 得 
dist[ (1), W5] = e(F,b)(a) + Ole) 


= @% < £ < T 
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ФСЕ, БУВ 8 Melmikov K$. 

最 后 ,如 果 Melnikov 函数 具有 一 个 简单 零点 ， WH Ra KRUCE 

理 , 时 间 在 参数 空间 中 ,能 得 到 

dist[ 0, W] = є(Е,Ь)(е) + Ole) = 0, 对 于 a 
因此 ,不 变 同 宿 轨道 存在 ,对 于 某 个 参数 a。 有 两 点 是 必须 强调 
у: 

(1) Melnikov 距离 的 消失 同 于 定理 7.1.1 中 Fredholm altema- 
tive 条 件 。 

(2) Melnikov БЕ, ERPE RAR ЖООШ Q 其 一 是 对 下 
流 形 的 不 变性 和 大 小 ,其 二 是 关于 参数 空间 ,作为 分 析 工 具 也 要 求 
两 种 不 同形 式 的 隐 函 数 定理 。 

最 后 , 因 中 心 稳定 流 形 是 余 维 1 的 ,一 个 简单 的 测量 量 ( 一 个 
简单 参数 w) 充 分 决定 是 否 扰动 轨 线 EUA W 相交 .无 论 如 
何 ,对 于 守恒 扰动 ， 即 没 有 耗 散 的 情况 下 ,“forget" 为 零 的 稳定 流 
形 , 它 仅仅 是 一 维 的 。 无 穷 多 测量 量 将 被 要 求 决 定 是 否 不 稳定 流 
JÉ we 和 稳定 流 形 相交 ,此 时 ,这 些 Melnikov 测量 的 儿 何 考 虑 将 比 
耗 散 时 较为 困难 。 然而 ,对 于 这 些 测 量 量具 有 显 式 表示 式 的 守恒 
方程 ,也 可 得 到 一 些 自然 的 结果 。 


7.2 另 一 类 Sine-Gordon 方程 在 耗 散 扰动 下 
同 宿 轨 道 的 不 变性 


考虑 非 线性 方程 
ш = Oua = Sinu = 2Е°Ш + eflt, u, u) (7.2.1) 
同 宿 轨道 的 不 变性 。 其 中 u 为 2x 周期 的 ,关于 0 对 x ERN. є 
为 耗 散 参数 ,0<e<l,1<p<2,ac( 工 是。 扰动 项 f(1,4,d) 为 
光滑 的 ,对 АВИТ, АА 
ft,u,d) = Yu + (t.u, d) (7.2.2) 
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其 中 
Ль\1›0.0) = fia(1,0,0) = 0 


у 为 常数 ,为 简单 计 , 设 了 及 其 一 切 导数 均 是 有 界 的 。 
我 们 在 倘 周 期 琴 数 空间 考虑 问题 。 令 LL 表示 1? 空间 的 函 


数 ,具有 2x 周期 和 偶 的 , 即 薄 数 空间 可 写成 形式 X acon, 


a) <+ o EE ЖН уН 2, RNA. iE и(0)Є 


Hl,u,(0)€ L ARED REHA (7.2.1) АЗН С (0).u,(0))#) 
Cauchy 问题 具有 惟一 解 : 
и(х.)Є C([0, + е), Н) N С!([0, + œ), 12) 
对 e =0, 方 程 (7.2.1) 为 可 积 系统 ,此 时 反 散 射 方法 为 我 们 提 
供 了 许多 明显 的 同 宿 轨 道 ,例如 "呼吸 子 "; 


Gcosx 
асозһа! 


b(x,t) = 4агсїап 


(7.2.3) 
Et с=/ 1-а'„ ERE (x. 1) 为 方程 的 解 ,具有 2x 周期 和 对 
x 是 偶 的 , 当 i11 一 > 时 ,6b 一 0 
b(x,1) = Ole), ре (7.2.4) 

为 了 研究 “呼吸 子 " 在 扰动 下 的 不 变性 ,我 们 首先 分 析 未 扰动 
平凡 解 u = 0 在 扰动 下 的 性 态 。 对 与 x 无 关 的 解 ,方程 (7.2.1) 为 
иң = sinu = ef(t,u,u,) (7.2.5) 


其 中 : 
ft + T,u,u,) = f(t,u,u,) 
对 e=0, 易 知 u=0 为 式 (7.2.5) 的 鞍点 ,从 OPE 理论 可 知 ,存在 式 
(7.2.5) 的 惟一 7 周期 解 p(1,e), 使 得 
р(ї,є) = О(є) (7.2.6) 
对 任何 ЄК 一 致 成 立 , 解 p 对 它 的 所 有 变 元 是 光滑 的 。 
现 我 们 寻求 方程 (7.2.1) 具 有 如 下 形式 的 解 : 
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и(х.ї,є) = р(ї.є) + b(x,t — а) + г(х,!,є) 
(7.2.7) 
其 中 a€ [0, Т] Ао ШОМ Н], I rC) 10, W 
и 辐 宿 于 周期 轨道 p ,不 具 渐 近 位 相差 。 
将 式 (7.2.7) 代 入 方程 (7.2.1) ,可 得 r 的 如 下 方程 : 


ru 一 a2 ra = 2; 一 (совр + єў, (2,р,р(2))) ғ ы 


Efalt, p pi) ri + mr + mir, = Е + G (7.2.8) 
RP r=rlx,t, e) p=ple),b=blx,t-a)H 
m = m(x,t,&,a) = 


cosp — cos(p + b) + elfalt, pipi) - 

„(чәр + b,pi+ b)) = 

О(е-°\-°!) (7.2.9) 
ту = ту(х,!,,@) = 

Elft, P Po) = faltsp + b, pi + Ь,)) = 

60(67°1%1) (7.2.10) 
Е = Fx,i,e,a) = 

е1 (2а, + sinp(cosb — 1) + sinb(cosp — 1)) + 

ftip + b,p + b) — ftp po = 

Ole!) (7.2.11) 
G = G(x,t, r:r, qsa) = 

sin(p + b + r) — cos(p + b)r - sin(p + b) + 

є|/(ї,р+һ+гт,р+ b, + г) — 

ftp + b,p + b) Орж b,p + b.)r — 

бр + b,p + bdni = 


sin(p + b)(cosr – 1) + cos(p + b)(sinr — r) + 
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О(є(т® + г)) = 
(sin(p + b) -sinp + sinp)(cosr — 1) + 
cos(P + b)(sinr — r) + Olelr? + г?)) = 
OCI ri er + ergele] 2 |) (7.2.12) 
Ф 多 表示 式 (7.2.8) 左 端的 算 子 , 则 有 


И =д„ = аід, — 2е"0,, — (cosp + єў, (1,р,р.)) ~ 
= eflt, Psp)? + т + тд, (7.2.13) 
则 式 (7.2.8) 为 
“т = ЕЁ + 6 
首先 我 们 分 析 线 性 方程 
Lr = g(x,t) (7.2.14) 
JRihzc€cu(R,H),I<p< +=, i D ЖИР(К,+)„ XÓe = 0 #l 
По, % n] Si S 


s£ Lo = д„- Iy = 


取 近 似 。 对 a€ (55,1) Lo 的 特征 值 为 2 VT- 及 ,k=0,1,2， 
…, 当 =0,1 时 ,对 应 的 两 对 特征 值 为 实 的 ,为 21 和 +o; 当 > 
1 时 ,特征 值 纯 虚 ,为 + i Vak -1。 

事实 上 ,11 ,cosx ,… ,cosht,…| 为 基 ， 


Loaycoskx = (Iya; + а? — 1) coskx 
设 0 н! 上 的 正 交 投影 ,HH! >Span}1, cosx į 
P = 1- Q:H' -> Span} cos2x ,-… ,cosnx, е} 
Ф = Pr,q = Qr,q = qi t фосозх,г = q +v, v= Ро, q = Qq, 
0= P4 = Q. 
由 式 (7.2.14) 可 得 耦合 方程 组 : 
Lv + Mq = ду = Pg (7.2.15) 


M` v+ Nq =g = Qg (7.2.16) 
Жр PZP,M = P(mi + m0) Q, M ` =0(т+тд)Р,М= 
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QQ. 注意 到 对 任何 光滑 函数 u(t, x), НҢ 2x 周期 的 ,对 + 为 
Йй, абе, 5) Mult, )E PH, M ult,*), Ne(t,*)E QH', 对 - 
切 te 

N = 090 = D + Q(m + mi9,)Q (7.2.17) 
其 中 D 为 算 子 : 


D =д„- а?д„ ~ 2", — (cosp + 


gf. t.p.p.)) - eft p p2: 


D 0 
作用 在 ОН! = Spani1,cosx| E.B D = | 0 Б .其 中 


D, =д„— falt, papi)? = (cosp + falti p. p)) 
D, =д„ + (2e — fat p> p.)) 9, + а – 
(cosp + є/,(2,р,р:)) 
我 们 开始 解 方程 (7.2.15) , 它 的 解 ， KF g 和 4 作为 发 展 
方程 的 解 在 := - wm 时 有 和 零 值 。 对 :> s 考虑 如 下 问题 : 
Lwlt) = б,ш(з) = wows) = ш 
HeH (Cwo, w) E€ РН? x РН!, E3, wl) E РН, 3w) E РН! 
21587.21 存在 常数 C >0, 它 与 0<e<l,t,s, wo, e 无 
关 , 使 得 
| walt) ln +l walt) 1 < Ce e-o (l| mos 102 +1 ил, 
I (7.2.18) 
证 明 : 从 标准 的 能 量 估计 得 到 
plise) filtspsp) = OE) ,大 CPP) = У + Ole) 
H m,m, mi Mm = Ole) , 则 有 


Wa = аш, + 26", + (1 + ye)w + 


ы 一 一 al 
Ole? + e"l) w + Обе? + el!) и, 


a> 


й = Wp + ЕШ; 
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WA: 


2x 
Laf [È + (a? 2e )ut, – (1+ ye)wu2]dx = 
0 


PPL- Cou + efi) Cun + ече) + (a) = 2%) - 


(+ Ye) мае, Јах = 

2x ñ 
|, [- (awa + 2e wn + (1 + Ye) + Em) (шш, + Ewa) + 
(a? — 2є?')ш ш, — (1+ Ye ) шуш» + 

Ole? +е-°!!-°!)( ш + 2) Јах = 

>. 3 2 3 3 2 
|: [- «(21 + (а? – 22") wl, — (1 + ye) - 02) + 
Ole? + e77 el) (82 + м2) Јах (7.2.19) 

ShA 
h) = AN Га? + (а? — 22%), — (1 + ye)ul]dx 


因 w Є PR, wlx, t) = S, a,lt)cosnx, w, (x, t) = 


п>2 


= ' 
_ e na, ( t )sinnx 


п>? 


| А г: = Y a >4>) lal? = 41 (2) (22 
е "2 >2 ` 
жу — а, 
有 | мх > 4| widx 
0 “0 
则 对 s 充分 小 有 
2 2 1+ 4a? -1 
g 67 – 4 > 90 > 0,8 = 10 


we 2 2, =e 
їй |P +] wa 2 > Alt) > 0(!| w. Го +l wa 0) 


则 由 式 (7.2.19) 推 出 ,对 小 的 е0, f tw C 使 得 
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hilt) g C- e” + Ce T°) h(t) 

由 此 及 Gronwall 不 等 式 即 得 到 引 理 结论 。 
今后 以 C 表示 不 同 的 正常 数 , 令 Als): PH x РН!-» PH 
为 解 算 子 , 即 
wlt) = A(t,s)(wo, wi) 

令 Аб.) = А(1,5)(-,0),Ау(т,5) = АС, 5000,5) 
mA w(t) = Anwo + Aym, 
利用 这 个 引 理 , 定 义 算 子 工 的 逆 算 子 , 即 

DBD = fi Ads (7.2.20 


于 此 $E LPH), <р = © 容易 验证 对 任何 eka + ”和 
1<p=<= + % ,# 

k=l 
(271) Pah + [ETE Oo = с, 1) 19 асно 


(7.2.21) 


事实 上 ,1g 是 如 下 问题 : 
Lw = $, | 2-» = 0 
的 惟一 解 。 | 
(рф, = Alts (0) 12, + | аА, з) (0.6(s))ds 


由 式 (7.2.18) . 式 (7.2.20) 推 出 
LaS), в ne | AADO ы + 


lAl, s) г }4з < 


c|? eu-s) .| ó(s) la ds < 


c| eyes ds 
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利用 Yang 不 等 式 : 
- | 1 1 
[fxgl, < ПА, i glg F аата 
推出 : 
= El 
| KAPA + АБАГА = Са“ ъз!) арф но 


ДИФ є<Ё<®, <р, 
二 的 定义 ,对 任何 gE LPH), qE WCH), 9 
程 (7.2.15) 为 


m 


v= L(g- Mq) (7.2.22) 
vE (РН!) ,对 任何 上 >1,s >0。 将 "代入 式 (7.2.16) 可 得 
(D+M)g= za =g- M L llm, 
Ж М=0(т+тд,)0-М°*171М„ 3(7.2.17), D XRH 


ATD UNSAAC IPOQH)—-W2P(QH), <p=< +>, R 
є 充分 小 ,因此 再 写 上 述 方程 为 : 


(1+ D'IM)q = Dg, = D-!( Qg - M` L Pg) 


(7.2.23) 
引 理 7.2.2 对 1<sp<+%,0<e<1,D IM EWE? (QH) 
上 为 紧 算 子 
证 明 : 从 直观 上 DORSO, M 使 函数 衰减 ,由 此 推出 
DM 是 紧 的 。 为 完备 起 见 , 我 们 给 出 如 下 DA М 的 明确 估 
计 : 对 任何 qE WW?( QH1), 令 #5= Mq. 由 引 理 7.2.1, 对 e>0 有 


[a( LO Mg) (0) |а + ILMO) l < 


ct 
c| eH als) IH +l gls) ta) ds < 


Cig E 


因此 ,对 任意 :ER 有 
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(1) lu g Сет" (С) lu +! Фр) ln +l q tw) 
(7.2.24) 


14 


Aå =D gg (t= (0) + I(t) совхо, ў = ф + дзсозх, Ж й. 
qa Q Q C 14(R,R), 于 是 有 41 = D191,92= рй», ЖА! 
ВИ = (р + falt pep) 
Da =д„ + (2° — falt p pP)? + a° — 
(cosp + Efalt pipi) 
设 a(€ WCR, R) A F| ERII: 


Dawi = fo, + (26 — falt p p.)) 9, – 


(= ° — _ бе" = 0) 


wi = 


= 141 


a: falt, ppo) Qe" = apap)? 
4+ 2 Е 4 


E G=- 


Cs = a? – (cosp + є, (1.р.р,)) 


当 0< el 时 , C;<0,C3<0。 由 极 值 原理 推出 , 若 wl- = 0, 


W 0:00) >0,-wm<t<+%。 
Dağa = Озю = дб q> = 01) + (2е* — efai, psp). 
9,042 = w) + 
Cah q = wi) + (С - C3) wi = 
152| + g2 
因 C, < С, <0. (1) > 0.41 
141+ qa + ( Cs - Съ) шу > 0 


极 值 原理 推出 
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q: - ш < 0 
Руш + D2G2 =д„б иң + 42) + (2e – є, (1,р,р,)) + 
2 (us + 2) + C,( q; + w) + (Сз – Съ) шщ = 


= KAER? 


H 421+ Q> + (С — Са)ю < 0 


和 极 值 原理 推出 

lal ем). у: € R.0 <є<1 
令 w = G - £ (зр) 45] 
容易 验证 


(ә, - =) = 一 аер | Í e 一 £ Cs. pap) ds] 
u (t) =1| epl- A _ s) + 


КС ре S Сеърър)) 8]. 


|52(s)1ds + НКЕ а) ч 


(е = © /бтур.р)]4е] 1405) |ds 


70 


1200) i <l wlt) le |ш(!)ехр. 


[- Í є“ = SG.) 4] | < 


LI el- 50 29) 


с | 
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КС z Сороро) 4) š 


|\4›(5) |45 


a 


f(e -у/бзэрәр) ))dz] 15(s)|ds| < 
cf? el- A - s)| expl - oils-alj: 
[ ЕТЕ О<є<1< 


Сехр| - 5 Zit- all qlr 


Dağa = є9,0Ја(1,р.Р.)) qo. + 


д,(соѕр + е/,(2,р.р:)) д2 + 2 


[фе < capl- 5, te-ai | q усон) 


利用 同样 的 办 法 估计 gigio EB 
асо + la (|< Cerile | g Тесно (7.2.25) 
现 取 任何 序列 {9:€ СОН): 11), 5 gy = D Ма. 
йк = Ma, ,对 任何 n>0, 令 уг. .m1 为 区 间 [ - n,n] 上 特征 函数 ,从 
标准 的 椭圆 方程 估计 ,有 
Гатар Саи < С 
因此 ,存在 4 € DP( QH') ,和 子 序列 i gui 使 得 


Х:-а.п]@ы XL-n.n' do 
КОЮ? (п, п], ОН!), Yn > 0。 基 于 式 (7.2.25), 这 是 
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丙 1?(R,QH') 中 的 一 个 Cauchy 列 , 引 理 证 毕 。 

因此 , 当 0<e<1, 算 子 1+ D-! 放 为 具有 零 指 标的 Fredholm 
算 子 ,这 个 算 子 对 q 是 光滑 的 ,有 如 下 引 理 

引 理 7.2.3 D-!M = D -!Q(m + m.9,)Q -D 'M*L'M 对 
e 是 C0! 光滑 的 ,e E10,e0),e0>0。 

证 明 : 作 为 基 ;1,cosx| 的 项 ,D 有 形式 式 (7.2.17)。D EC'， 
对 sEfo,so),so 充分 小 。 事实 上 

Diq =2aq ~ Efalt, р.р.) — 


(совр + єД(!.р,р,))4 = gi 
2,(Diq) = 9а: — falt Ps Pi)? ge - 
( совр + є/,(2,р,р,)) qe – 
Salts PoP)? = e9,(fa(t,p.p.))9q + 
sinppeq — fat: p. p.)q - 
EIl falt P P) 4 = дд 
D, 为 强 椭圆 型 算 子 , 因 此 gE 4, 推出 gqg€ wW, H ОРЕ 理论 知 ， 
др(ї,є) = p 关于 se =0 连续 ,推出 p 在 [0,eo) 上 有 界 , 于 是 
Руф. = B81(e)。 若 0.g1€ L HEN gile) E 17, Н а, Є 02, HEH 
ID -1 关于 连续 。 
同 理 可 证 D.D; ' 关于 e 连续 。 
因 


2,(D-1M) = 9.D- -1M + DIM 
M = QO(m+mo)0- MLM 
M = p(m + тд,)0, М* = Q(m + mi9,)p 
直接 计算 可 得 
д.т =[sin(p+p)-snp-s( tp+pp+ab)- 


fa t.p.p))]əop — s(Ka(t.p + bsp +b) — 
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fa(t,p.p))9p, = Salts p + bipi + b) - 
fltsp1p)) = Olete) 
Pam =- (Др + bapi + bh) = alppi) = 
elfa t,p + bpi + b) = аброр.) д.р – 
e(fa(t,p + b,pi + bi) – Јаб.р.р)) Ip = 


Ol em-e!) 
因此 
|D-19.( Q(m + mi9,)Q)q lye <C|Ə,( Q(m + mi,)Q)4|; < 


ЖИ q ll LA 


下 面 仅 需 在 РОН) PRE DM ILL Mo 
对 任何 wE PR, RIIE EREI 41(1,s,e)w,t>s, 邻 
ult) = Alt, s e)w (1) =9,и(ғ), BP u X 


Lu = иң — Zel — аи, — (cosp + є/(!,р,р)) u — 
efalt,p,pi)u, + Pmu + Pmu = 0 
满足 u(s) =0,w(s)=w 的 解 ,而 v 是 满足 上 述 方程 对 e 微分 
Lo =2u + [ALt Psp) + (Efalt, p pi) — sinp)Ə,p + 
sefa (tp p )9p lu + fats ps Pi) + faults psp) + 
efualt,p .p.)Ə.p.]u, – Pamu ~ PƏ,miu, А 1(ї) 
Н v(s)=0,v.(s)=0 的 解 。 这 可 推出 


oD) = A ord lt) = | ae rl( edr 
类 似 于 引 理 7.2.1 的 证 明 , 可 得 


[ma СО < Cl walg 


Ма. Alw = оо) 1н < C+ S)) 1 we le 
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HF y gE (он!) 


а. (271) Мао) |p + [39L DMa = 


(9.0271) Р(т + mi9,)q)(t)| y + 


9AL Pm + тд,) 400) | = 


(В AC Plm + тд) gs)) ds| 
-x Н 


< 


| 2,3 Alt, ,s)(P(m + mi2,)q(s))ds 
Ж. 2 


cf" (2 sjeel | als) 1+1 (5) t)ds < 


Сід 1р, т е в) ете | o.) < 


= 


С +1. - а 0) дут 


这 里 C 依赖 于 p。 利 用 这 个 估计 ,以 及 m,m 的 指数 衰减 性 , 易 知 
рм“. (ІМ 在 可 2(008) 上 有 界 于 一 个 与 esE[0,so)(eo> 
0) 无 关 的 常数 。 

й): (7+ D -1M)q = ва, ва (ОН!) , ере о НЕ 
零 解 ? # e = ОВА У, ДИЧЕВ ,0 < е1, ВАН, 
RRT. Mit е =0, qE WUP(QH')3(I+ рМ) 58] 

(I+ РМ) leog = 0 


令 
v= LM |,-04 
5158 7.2.2 的 证 明 有 


M 


Ë 
[el +1 1н! <c| e z-sl(| gls) ly +} q. (s) la)ds < 


< 


Clq КЫТ 
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ЖЖ, Є те СРН!) Вто) =0. 5 u= q+, w 28 SG J 
程 在 6 处 (线性 化 ) 方 程 
te = а? = соѕрю = 0 (7.2.26) 
使 得 lim w(t) =0 的 解 。 容 易 验证 w = Ь, = Olete), 它 的 
惟一 性 可 用 Bachland 变换 加 以 说 明 。 
SG 方程 : 


2 š 
Uy = аи, — sinu = 0 
Bächlund 变换 : 


2 1 ) L. Ш B 
JE об +u = a 2 


д 1 „о. M + u> 
Эз 2 me Ba) Жойат т 


其 中 $= 8 у= 8, ий и) 5С 方程, 则 wo( 或 
xi) 也 是 SG 方程 的 解 。 取 w=0, 则 

Uy = иу = arctan бана) (р-а) не 
在 из =0 处 ,SG 方程 的 线性 化 方程 为 


Wy 一 awr -w=0 


它 的 解 为 | 
100 = epl ifu е8), vk € С 


а 
在 u, = u, 处 ,SG 方程 的 线性 化 方程 
шц = аи -cosuw = 0 
的 解 wi = 由, 通过 Bächlund 变换 化 成 线性 化 (在 и›=0,ир= u, 
处 ) 


цу Ww, + wo 


а (зо — wo 
2 2 


202 
求 出 。 呼 吸 子 5(x, 1) 可 通过 两 次 Bichlund 变换 求 出 , 其 中 , 取 
из=0,Ар=вс+ї,А›= -ac+i 适 当 的 9, 可 求 出 u= b(x,t), I 
(7.2.26) 的 解 可 通过 两 次 Bichlund 变换 ,在 u= 0, i „и КРН 
性 化 求 出 。 “ 


) = cos 


可 以 验证 ,w= 6, 为 方程 (7.2.26) 满 足 lim w = 0 的 惟一 解 。 愉 一 
性 是 在 相差 一 个 常数 倍 的 意义 下 得 到 的 ,于 是 ,ker|(1+ DM) 
lesol = span| Qb, 是 一 维 子 空间 。 进 一 步 ,对 e =0,D + M MDH 
自 伴 算 子 , 则 一 维 
ker{ (1 + DUM) * 1..0} = кее DO р-р, o} = 
ker{ (D + M)D-! leo} = 
span] DoQb,! ,Do = D 1.-0 
因 


æ f2h 
《Do0b ФЬ) = |.|. Б%0%,(х„ї) 0Ь,(х,!)4хФ: < 0 


由 此 推出 孤立 特征 值 + = 0 的 代数 重 数 为 1。 由 正则 扰动 理论 和 

引 理 7.2.3, 可 推出 当 e = 0,(7+ 旋 -1! 首 ) 的 谱 是 有 界 的 且 远 离 了 

零 , 除 了 有 一 个 代数 重 数 为 1 的 孤立 特征 值 =0 К, ЗЕЕ 

(I+D M) ”的 谱 也 一 样 。( 了 + DM) Е А 的 特征 函数 为 
Х` = DoQb, + Ole) € Уул = (W?) * 

X e EC 函数 。 СЬ (А+) =) уба ЕА 

的 , 且 当 1-> + ww 时 为 指数 衰减 的 ,x 与 1,p 无 关 。 因 此 , 1+ 


H 
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DM E kerig’ |= RO + DM) = (х) LŽ, AXE e 
致 有 界 。 相 应 地 我 们 解 方程 (7.2.23) A 
(I+ р-'М)д = Dg, = D° Qg - M’ L Pg) 
如 果 
(D-(Qg - M` L Pg), у^) = 0 
命题 7.2.4 对 e>0 充 分 小 , СЛ z€ (H), Ips, 
r= ВАН ТЄ LC), r E LCH), ШЖ 
(р (Q@Qg- M'L-lPg),yxy `) = 0 (7.2.27) 
进一步 ,对 任何 I< p< >, 
Lr terah < Ce? lg lrun (7.2.28) 
证 明 : 对 任何 gE LH) ,使 得 式 (7.2.27) 成 立 . 令 
q= (T+ рМ) рə + МІР), о = Ll(Pg - Mq) 


r= t+ 9 条件 式 (7.2.27) 推 出 qvr 是 确定 的 。 容易 验证 
#т =g。 我 们 仅 需 证 明 估 计 式 (7.2.28)。 注 意 到 


(I+ DIM): (у) (70 


D': LI(QH') -> WL? ( QH!) 
М.М: — L 


是 对 s … 致 有 界 的 ,1 和 pt<z,1<ps<am, 由 式 (7.2.21) 推 出 估计 
式 (7.2.28)。 
定义 映射 了 在 WIPO QH) 上: 


П(4) = @- 人 (7.2.29) 


па ЯТ: Wi?(QHD) 一 (x*)-= R(I+ DM). 
H(q)Cke(y*), RIO + DM) АЕ ROH) 上 的 有 界 算 子 ， 
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(1+ D'IM) I:R(I + b IM) = ker( y`) = КОП) = кебу") 
现 考虑 非 线性 问题 : 


Ar = £F + Ç 
固定 
_ # +2 22-и _ 3и +2 
Во" чу: ғ G = (а +2) ' Аа О шк) 


(7.2.30) 

对 任何 rE Whal HUD WE (Н), ХХ 

q = (1- рМ) IUD (Q + M*L'P)(eF + G) 

s = L-1( P(eF + G) - Mq) 
К(ғ) =ъ+9: СН) П (Н!) Ур? HUQ WE? (H), 
则 非 线性 问题 的 解 转化 为 映照 K 的 不 动 点 。 简 记 1 1, = 
Пе тено ,从 线性 估计 式 (7.2.28) 得 

i K(r) 1, < Cesk(e 1 F Iran +1 G(r) Iza) 

IK(r) lo < C(e l Flan +l G(r) Ipan) 
从 式 (7.2.11) 和 式 (7.2.12) 有 


|F lla < С 
2 2- 3- 
P, 2-р 3-р p. 
I G(r) lan < cC(lrlx +e lrig] rz <l г] r К 
由 此 推出 
(е +115 жет е рт т е | l r 1 
IK(r) |x < С > Pa = = в) 
- ‚_& 2 š зы Зер 7 
РКО) l, < Ce пе +1 +1 liris +i risi r 10) 


A 


È 
şs {г € Whal H) D (АО): т 2 е, | r l, < £) 
因 
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шїп} 1,2е„,3е„ + poleg- е„)} > es 


min[! - м ea -p 3ta + poleg- е») - ЧЕ eo 
我 们 有 
I K(r) ls <E”, 
这 里 K:S— 5 
引 理 7.2.5 K 当 e >0 充分 小 时 在 S 上 是 压缩 的 。 
证 明 : 对 任何 ri, 6 5, 某 些 计算 后 得 


(GC) - 60) ну < 


I K(r) Т, < ep 


| n-i Sh 2- 
efell ri IRT tl rz Т) C r В +l r Р) r r dp + 


B 21 Р! 3-р, 3-р 
(їлїш +I ra ROYCE r See +1 r 12270) 1 ra = rilp, + 


(1rle+lr le)l m-nil}s 
С( е3 076076 ют, +e lr т lx). 
这 就 推出 式 (7.2.28)， 


| KC) - Klr)! 


Гр 


+ | Klr) pe K(ri)|., < 


Ef Зе tleen) с _ 
Се (е от тір t е irer le) 


min{fe ,Зеь + poleo- e=) — ёо} > A 


因此 天 当 e >0 充 分 小 时 在 S 上 为 压缩 算 子 。 
推 之 ,对 e >0 充 分 小 ,对 一 切 <E[0,.7] ,存在 映照 K 的 惟一 
不 动 点 , 表 以 r(a,e)。 邵 
(D-!(Q - M*L IP)eF + Crae)),X 2) = 0 
(7.2.31) 
M) rla, ) 为 原来 方程 (7.2.8) 的 解 。 
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为 了 寻找 a(e ) 使 得 式 (7.2.31) 对 r(e(e),e) 成 立 。 我 们 开 
始 考虑 天 对 wx 的 依赖 性 。 对 固定 s >0, 0 5a AKo Mm, 2am, 
具有 对 上 的 指数 衰减 性 。 为 证 明 1714] a 的 光滑 性 ,我 们 考虑 
и = 4A1(1,s)w, 它 是 线性 方程 的 解 : 

Lu = 0, u{s) = O, uls)= w € PH 

为 了 得 到 对 v= дш = 30。A1(1,s)w 的 先 验 估计 ,我 们 考虑 

Le = Р(д.т + д„тд,)и = Р(д„т + Im DA (0,5), 

vls) = 0, s (s) = 0 


则 有 


f 
дА) =) = Ае, PG + ama Al, sode = 


Fk 
| Аи. с) Рата (е, s) + дтцд,Ау(т,в)] drw 
д„д,А\(ї1,з)ш =x(t) = 
@ 
| 3,A,(:.z)P[9 mA (r,s) + mo А (е, 5)] drw 


因此 ,对 任何 z€ (PH') 


la el е + [9 (0g) (0) | < 


= 


1. fi А 
c| | -ez (2-5) | gls) Imdrds < 


-Evs Б 


i Й 
c| e 26 (1-5) | gls) [5 


KRAPTE = Ce lz ану 
HARME, ЭФ LCAM = -a(m+ ту0,) 0 ММ а 
为 C1。 推出 (T+ D-! 放 )* 对 应 特征 值 4 О 的 特征 函数 y" + 
рМ)‘ у= Ау" URE) = (грм) (< 
(7.2.29) 所 定义 的 ) 均 为 a 的 C! 函数 。 为 证 (а, є) а С! 
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数 , 注 意 到 
ГӘ Е) Im Се 
对 一 切 rE WACON WE? CH), 
а.с), E) l < Cee r l + € Í r, l3) 
因此 
E 19aF ино +1 д„б(т) aD < Cle +I r 12) 


这 就 推出 天 对 w АУ, В (а, е) ЄС (а). 

最 后 ,为 证 明 对 某 w(s) 满 足 方程 (7.2.31) ,我 们 利用 如 下 的 
隐 函 数 定理 : 

引 理 7.2.6 1 

H(x.y) = f(x) + g(x,y) 
为 定义 在 (0,0)€ К? 的 邻 域 U 里 的 函数 ,满足 : 

(1) f(x)E С, 00) =0,f (OFE, Н f (0) 

(2) g(x,y) 对 x 连续 (对 每 个 固定 y) Hlg yis 
С1у1,8>0, 

则 对 充分 小 的 y, 存 在 H(x,y) =0 的 一 个 解 (x(y),y)。 

证 明 : 因 f(0) = 0, f (0) = 0. 存在 x < 0，x，>0 使 得 
f(x1)f(x2)z0。 因 此 有 HCx у) Hla у) <0, 对 充分 小 的 y, 注 
意 到 (x,y) 对 x 连续 ,以 中 值 定理 推出 ,存在 (у) Є (хт, хо), f 
得 HC(x(y),y)=0。 

运用 这 个 引 理 到 方程 (7.2.31)。 写 出 这 个 方程 为 

Ё(а„&) =(D-ICO - ML IP)F – е! 6(г(а,є)), х) А 


Erla,e)+ Ecla,e)=0 (7.2.32) 
其 中 : 
Ер(а,є) = (0-0 – M* L'P)F,%*) 
Ecla,e) = e DI(Q - M* LP)G,%`? 
注意 到 ， 


Ec ge ICD (Q + ML-IP)G(rea)),X | < 
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Сет! | С(т(є,а)) ну < 

Ce-'(1r(e,a) I% +e lrlea) lb lr(e,a) |? + 

i r(e,a) IS” 1 r(e,a) 15) < 

Се ers + епа) < Ce? (7.2.33) 
其 中 

А = тіп{2е.3е + po(eo -ex)}-1 (7.2.34) 

从 式 (7.2.30) 知 ,X > 0。 为 估计 Ej, 分 两 种 情况 : 


当 y=1, 此 时 因 F€ C!,e E10,e0] ,如 辐 引 理 7.2.3 所 证 , Er 
对 e Ж С! RR, eE [O e], $ 


Ela) = Epla,0) = (D'(Q ~ M*L'P)F.%") eco 


则 
Erla,e) = Е(а) + Ole) 
HR Кр, є) = Е(а) + О(є*) (7.2.35) 
当 ApE(1,2), 此 时 情况 是 类 似 的 ,由 Е(а) = Er(a,0), 有 
Ela,e) = Е(а) + Ole!) + О(е^) (7.2.36) 
其 中 О(е 90) 来 自 天 表示 式 中 的 项 er buc 
应 用 引 理 7.2.6, 对 于 (a,e),E(a) 和 高 阶 项 ;如 用 H, f, g 
可 得 如 下 定理 : 
定理 7.2.7{ 主 要 定理 ) 设 E(a) 具 有 一 个 简单 零点 在 [0, Т] 
上 。 则 对 s >0 充分 小 ,存在 式 (7.2.1) 的 一 个 解 u(x,1) 同 宿 于 一 
个 与 x 无 关 的 时 间 周 期 解 ( 从 и =0 形成 的 )。 进 一 步 ,& 不 存在 
渐进 位 相差 , 当 1 一 + =н] 
附注 : E(a) 具 有 Melnihov 2 


Ela) - uu Tua CS O В,С, OOO ab 


20, ab,(t,x)2] dxdt (7.2.37) 
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ДР и = 181.0. = 1 КАЯ ó, =0. 
事实 上 , 当 e=0 时 ,有 
Z = д, - ад, — cosb 
b H 4,=0 的 一 个 解 。 推出 Pb, = 上-!MQ5.。 另 外 ,注意 到 Do 和 
L'I oÆ ER, y lez0= DoQb,。 因 此 
E(a)= (05100 + M*LIP)F,DQb) = 
(ОЕ, Qb) + «РЕ, РЬ,) = 
Е.) = 
= 20, (b. Б) + SCi, b, bi), bi) + 
((cosb ~ Ap — /(1,0,0),Ь,) 
因 /为 未 扰动 方程 的 解 , 可 计算 得 到 
((cosb — 1)д,р - f(1,0,0), b) = 0 


因此 
Ela) == 28. (bib) + Stb, bi), b) 
它 等 价 于 式 (7.2.37) 。 
附注 :事实 上 ,更 加 一 般 的 光滑 丽 数 f(1,u,d) 仅 对 t 周期 ,而 
不 必 具 有 式 (7.2.2) 的 形式 ,如 上 了 满足 : 
(4а? – 1)(8 - maxfy(t,0,0)) + minfi,(1,0,0) > 0 
于 н = 1 定理 同样 成 立 。 证 明 是 类 似 的 。 


x: 


= 


7.3 一 类 Klein-Gordon 方程 小 扰动 下 


同 宿 轨道 的 不 变性 
考虑 方程 
ин = u = Mu +2и* = є[Д(х,!) + g(x,tinu;À)] 


(7.3.1) 
其 中 m?<1;f.g 为 x. 的 光滑 函数 ,对 x 具有 2r АН 
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数 ;8 为 XE ИСТА IE = УРАЙ) ЖООН ЖС, APERE x, t 均 为 
90. 

对 e =0, 零 解 是 一 个 不 稳定 不 动 点 , т< 保证 零 且 有 一 维 
稳定 和 不 稳定 流 形 (由 与 x 有 关 的 函数 组 成 和 一 个 余 维 2 的 中 心 


流 形 )。 无 论 如 何 稳定 和 不 稳定 相连 ,产生 一 个 同 宿 于 原点 的 同 宿 
轨道 - 
b = msechmt (7.3.2) 


对 e > 0, 我 们 将 证 明 在 零 解 产 生 的 同 宿 轨道 ,周期 解 的 扰动 

下 , 同 宿 轨道 是 不 变 的 。 
先 考 虑 关于 癌 宿 轨道 5 的 线性 化 方程 : 

Tu = ra = m2r + bm°sech'mir = 0 (7.3.3) 

RR b(1) 提 供 了 式 (7.3.3) 的 一 个 解 , 它 当 1 一 + wm 时 指数 衰减 ， 

但 是 不 合适 的 ,因此 对 1 是 奇 的 .从 下 氏 展 开 , 可 得 大 > 工 由 1 R 

Rs ,k=1,2,… ,| 线性 组 合 的 任何 解 ,其 中 


Ra(x,t) = Ri ( t ) coskx (7.3.4) 
其 中 
2 2 2 
š 0% + m – Зт\апћ г 3 tanhż 
Ratt) = 一 一 Жо ынк 5 T ову 一 ут ан sinw 
w+ m te” + m 


wi k- т, 存在 对 于 R, б) 1 С 28 Жк. 我们 视 
Ra(x,t) 为 辐射 态 , 因 它们 仅仅 是 有 界 的 ,而 当 1 一 + ©] 
减 , 它 们 和 不 动 点 在 原点 的 切 空间 的 “中 心 方向 " 相 联 系 。 
如 同 耗 散 情况 ,我 们 研究 线性 问题 
sr=rm-r-m2zr+6b2(r)r = flx,1) (7.3.5) 
ЖЕР f€ LF) 
为 求 Z эй ,5| A 23 


Ог = а = э rls da 


Pr =т= (1- 0)г 
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考虑 方程 (7.3.5) 作 为 一 对 方程 : 
в = j = Pf (7.3.6a) 
Da = f, = Qf (7.3.6b) 
其 中 
L = РУР = 2 - 4 — т? +6b (t) 
D = 0%0 = È- т? +6Ь7(1) 
AT D 是 强 椭圆 算 子 , Do = д2 - m?, 它 具有 给 定 边 界 条 件 下 确定 
жй. ATF L ЖЕЕ EE = 92 — д — m 限制 在 PH' 上 的 扰 
die LEDARE IIA R(x,t) 作 明确 的 计算 。 从 £7' 的 明显 表 
达 式 可 证 明 如 下 。 
命题 7.3.1 


Іа = 0 (7.3.7) 
的 有 限 能 量 解 为 在 能 量 模 € R А — 015 ЖН). 这 里 能 量 模 给 
EH: 

1000) È = | +1 mvldxr 

命题 7.3.2 

= (7.3.8) 

的 任何 有 限 能 量 解 是 对 :5E А -- SA Ln). ДР f€ L OL) АМЕ 
一 地 为 初 值 六 在 := -o 上 所 决定 。 即 


oD) = оно) + | KO,s) fds 
其 中 v1) 是 齐 次 方程 Dy = 0 的 解 ,K 的 了 氏 系数 为 K. (t.s) = 
RC sR (5) Ёо (0) (0) 
这 些 命题 直接 导致 如 下 关于 解 在 := - 2 消失 的 推论 。 
推论 7.3.3 AE 有 ELi(PL), 方 程 (7.3.8) 具 有 惟一 的 有 
限 能 量 解 ,使 得 


Lolit) 1, < | i 1245 
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#02 
eD = Ш = Í Оол) 
j 001) +000 =) МАМ 
ко, лса: = 0 (7.3.9) 
现 设 外 力 项 fi 共有 指数 衰减 a < т 
expla It DA € 22012) (7.3.10) 


引入 衰减 次数 
(12) = {uslu (ШШ) = supe” | u(t) lp < ol 
І® (Н) = іа; |а (Н!) = supef"! | ult) lp < ol 
命题 7.3.4 考虑 线性 问题 


Іг = JA 
ЯФ f€ L2(12),0<a < m Шъ) = 满足 : 


expla |1) € LY(H') 
当 且 仅 当 
| К(ї,5)/\05)4з = 0 
RE, TRE РЕСЕ ЇН] BJ fg 
Da = f, 
ЖФ D=2,- т +6b (t), expla t DREL? 我 们 注意 到 仅 有 
一 个 障碍 对 于 D-!, 即 函数 Qb, 对 1 是 奇 的 ,因此 对 于 0 < wx < m. 
可 得 D-LPELZLz。 
现 对 线性 方程 综合 这 些 结果 ,利用 Fredholm Altemative 定理 : 
定理 7.3.5 考虑 线性 方程 (7.3.5) 
Zr = Ty- ra - т?т +6Ь(ї)т = f(x,t) 


其 中 外 力 项 /为 偶 函 数 ,满足 衰减 条 件 
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expla tI) E LFO), О<а<т 
方程 具有 惟一 解 r(t) ,满足 lim r =0 
га) = Zf 
这 个 解 满足 
expla 1:1). € LP(H)) 
RM = PRE: 
Г K(i1,s)fi(s)ds = 0 


(7.3.11) 
它 等 价 于 
(f.Ru2 = 0, Yk = 1.2,… (7.3.12) 
现 考 虑 同 宿 轨 道 的 存在 性 ,在 给 定 方程 (7.3.1) 对 于 零 解 扰动 
为 阶 е 的 周期 解 ,注意 到 在 倡 2x 周期 施 数 空间 H (S! x 51) 线性 
波动 方程 : 
w = Ф ЯЕ Ф -m 


具有 符号 


lj, k)=- P + O т, Vi,k€E Z,B. 
(к) Тр k l- m |> min(1 - m,m) 
这 推出 在 HS'x S90 上 有 具有 有 界 着, 且 
u = w [ef + g – 2и?) 
由 隐 函 数 定理 ,我 们 得 到 惟一 解 
u = єр(х,1;А,є) 
Ж p 对 e 是 光滑 的 , 且 
р(х,1;А,&) = polx,t)+ Ole) 
(92 - 94 - т?) po = f(x,t) 
1p( 3А,6) 1н < С 
其 中 C ЖТР A lele. 
线性 化 方程 (7.3.1) 关 于 b + ep H 


429 
и = b+ єр + єг 
可 得 
Ta = ru = mr + 6m°sech`(mt)r = 
$ 6pom’sechmt +g(x,tib.ÀA) + eG (7.3.13) 


其 中 G RÉ rl ТАТЕ е. 

证 明 对 于 同 宿 于 ep 轨道 存在 性 等 价 于 导 求 方程 (7.3.13) 的 
一 解 7, 当 1 一 + ww 时 ,r*0。 

首先 选取 AEB 使 得 定理 7.3.5 的 假设 满足 。 再 引用 压缩 映 
照 原理 证 明 方 程 (7.3.13) 解 的 存在 。 

命题 7.3.6 给 定 гг (Н), Є Hi(S!x SI 使 得 


[®© [2л 
В(А) = | f K(x,1)(- 6pom°sech mt + g)dxdt 


(7.3.14) 
具有 简单 零点 Mo, 即 算 子 
M= M, E В ЕЙ, 
其 中 


M; = f Rs) (хаз bio) (s)dsda 


这 里 = | Re! ,k=1,2,…, 则 对 充分 小 的 ,使 得 
a DEt 
XÍ r Æ lipho А. 


СЕ бротвесћ mi + g + eGlds = 0 (7.3.15) 
证 明 : 从 定理 7.3.5, 上 面 方程 等 价 于 
W брот2ѕес ти + g + eG]dxds = 0 
Е = 1,2, :在 方程 中 对 无 关 项 为 


B,(À) = | [ Ral- 6pom2sech2 mt + g]dxdt 


B(àÀ) = M(À - ào) + О(А ~ Аа) 
Eh м6 ES 


x= fr 
Миы = pa. Ri(x,t)9yg(t)dxdi 


因 MER FOND (7.3.15) n] S pš 
А = Е(ғ,А,6) = А+ mef? [`ксаха: + OCA = ào) 


进一步 ,对 任何 函数 FE L? (Н) 8 


= 2л 
| | RFdxdi| < CI Fl (H!) 
= x 0 ` 


Ы 
НЎЁН, AP F1r1 05 А 
| Бір < c( A, FA I2.e) 
|ECrisàise) - Ет, Аз.) [е 
ССА А, Аз)е[ А = àa le +i ri то но] 


由 压缩 映像 原理 , 可 推出 存在 eo( 4 ) 使 得 
[£ |< eo(4) 


方程 (7.3.15) 具 有 惟一 解 
À, = А+ О(є) 
HJ r Ж 1р, А 
定理 7.3.7 任意 给 定 е 充分 小 ,g 如 命题 7.3.6, 存 在 AET 
使 得 方程 (7.3.13) 具 有 一 解 r€ L2(H'),0<a < m. 
证 明 : 选 取 А 于 命题 7.3.6 中 ,方程 (7.3.13) 可 写成 


r= Ylg(r,e) 


Їй | Rug(r,c)drde = 0 (7.3.16) 
- Jo 


从 定理 7.3.5, 可 得 


Erian < А 
|Z lg(r,e)| "0 < CÒ! po lgus sy +l 2, 12) + еС(А) 


Чел.) ~ g(rx,e)]] an < ССА, е) 1н т Ган 


选取 4=2(1pot + io1) 和 se(4.s)< 立 ,用 压缩 映照 原理 可 得 广 
程 (7.3.13) 具 有 惟一 解 ,在 球 lrij=(n)<4 之 内 。 

附注 7.3.8 定理 建立 了 一 类 扰动 下 同 宿 轨道 的 不 变性 ,这 
种 情况 不 是 空 集 。 

令 g = (> }Аүсов!хсовй) и? ,此 时 算 子 M АЖ НЕ 

Мы = ó,|1 + 0(2)] 

CE п Бай. 

附注 7.3.9 我 们 考虑 Sine-Gordon 方程 

шш = C) us ~ sinu = eff(x,1) + g(x,t;A,u)] 

关于 呼吸 子 5(x, 1) 的 不 变性 ,其 中 对 于 x 为 2x 周期 的 奇 性 的 。 
Рв 为 2x 空间、 时间 周期 的 ,但 有 时 是 很 复杂 的 。 例 如 线性 方程 
组 是 耦合 的 ,以 及 辐射 态 要 求 用 完全 可 积 性 去 明显 表述 和 应 用 时 
间 相 关 散 射 理论 去 证 明 它 们 是 完备 的 等 。 这 是 考虑 “呼吸 子 "的 不 
变性 为 守 但 扰动 是 自治 的 情况 。 


üy = Cly — sinu = eV A (7.3.17) 
1 
不 变性 的 分 析 归 结 为 考虑 参数 424;! 满足 的 方程 
M(c)À + O(eA) = 0 (7.3.18) 


其 中 :矩阵 M 是 形式 : 
Mule) = (Ri, b) 
iR1 表 示 线 性 化 Sine-Gordon 方程 的 辐射 态 ， 关于 未 扰动 呼吸 子 
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Бох, ЫЙ ЕВРЕ, M 应 是 可 逆 的 ,不 幸 的 是 ,这 是 困难 
的 ,分 析 这 些 可 逆 性 , 式 (7.3.17) 更 自然 地 扰动 为 


ш = с?ш - sinu = є У) дш! + eg(u, us u) (7.3.19) 
1 


此 时 参数 方程 能 取 形 式 
M(c)À + N(c) + О(еА) = 0 
其 中 外 力 项 N(c) 具 形式 
№ = (R..zg(b,b,)2 
外 力 项 g(u, wu) 提供 附加 的 自 由 度 , 如 矩阵 M 是 可 逆 的 ,解析 理 
论 将 建立 呼吸 子 的 不 变性 。 


(7.3.20) 


第 八 章 “扰动 高 阶 非 线性 Schrödinger 
方程 同 宿 轨道 的 不 变性 


8.1 扰动 三 次 一 五 次 NMS 方程 
同 宿 轨 道 的 不 变性 


我 们 考虑 扰动 三 次 一 五 次 NIS 方程: 
iq, = qa + 2( qü ~ а) q + 
є(004- T -milqlq-niqia) (8.1.1) 
这 里 q 关于 x 是 偶 的 且 有 2r 周期 ,D 是 有 界 耗 散 算 子 , 被 假定 具 
有 形式 
Dq =- aq + BBq 
B 是 3.. 的 Fourier 截断 , 即 


(8.1.2) 


`= Ё?созЁх, k< K 


Beoskx = | (8.1.3) 


0, k > К 
КОТЕВ, а .有 为 正常 数 ,m>0,n>0,wE (十,1)， 
e > 0 是 一 个 小 的 扰动 参数 。 我 们 将 证 明 ,对 于 е 充分 小 和 适当 的 
参数 值 ,方程 (8.1.1) 存 在 一 个 解 同 宿 到 平衡 点 。 

8.1.1 一 些 基 本 结果 

8.1.1.1 解 的 存在 性 与 正则 性 

设 下 .是 偶 的 ,2x РВ РЕ ЖСН ЛАК) Sobolev 空间 , 它 的 函数 及 
其 导数 平方 可 积 。 则 在 如 :上 ,关于 式 (8.1.1) 的 Cauchy 问题 是 
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适 定 的 , 即 有 : L, = а? ‚ХА + Ole?) 
定理 8.1.1 对 于 ЄН Є (- о, о), ЕЈ | Ë 2w 
(8.1.1) #—Ж# ql go) 关 于 连续 且 使 得 Yi,-。 = qos 同时， УЖ 
обоо ) 光 滑 地 依赖 于 go 和 。。 б, =- aretan А | осо) 
定理 的 证 明 是 能 量 方法 的 标准 应 用 。 (8.1.6) 
8.1.1.2 空间 无 关 解 分 析 h=% - A, + 0(є?) 
关于 式 (8.1.1), 常 值 平 面 [I.: 四 
П. = [q(x,t) 19.g(x,1) = 0) 0, = arctan| 24] - n+ О(є) 
是 一 个 不 变 平面 ,县 在 H. 上 方程 变 为 
iq, =2(ф-УЭч- ilaq + Г + ХЕШ h= - o2(a + nw + mo) >0, 以 及 对 应 的 增长 率 : 
mlglig+nlglg) (8.1.4) в, = + 2 V еш h е(а + 2no? + 3та*) + О(є??) 
引 人 极 坐标 : 
V lexpl i8} op =+2iVew Wh -ela +2nw + Зта“) + 0(е22) 
q = v lexp 
方程 (8.1.4) 化 为 (8.1.7) 
L =- 2e[al + nË + т + Гов] 因此 ,对 于 s >0, 在 C, 附近 存在 两 个 不 动 点 :一 个 鞍点 Q 和 一 个 
| = - 2(1 — a?) + ersing/VT А . 螺 线 收 点 P, 它 们 的 增长 率 分 别 为 o, Mo, B| A EBE J: 
' J=1-% 
М Ч Я =H] А Z 
4 e = 0 Bf EI 上 的 未 扰动 方程 组 具有 形式 方程 组 (8.1.5) 化 为 
L = 0 
| Ј = - 21407 + wo) + n(J + 02)? + 
0 = – 201 – в?) 
因此 ,在 П, 上 ,未 扰动 的 轨道 是 一 组 圆圈 套 。 其 中 包含 不 动 点 加 m(J +a?) + P VJ + ш?сов@] (8.1.8) 
Gotho Mie 0, = - 2J + єГзїлӨ// 7 + a 
当 e >0 时 ,方程 组 (8.1.5) 的 不 动 点 满足 为 了 刻 划 0 的 稳定 流 形 附近 的 流 ,我 们 重新 标 度 坐 标 : 
o = 2/1(1 - а?) т= и 
Feeosg = — e( avi + nP? + т?) bn у, КЕЛЕГ, (8.1.9) 
求解 这 个 方程 组 ,我们 得 到 两 个 不 动 点 : 在 新 的 坐标 之 下 ,方程 组 (8.1.8) 化 为 
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j, =-2lalyj +?) + лбу} + o) + 
mlj + «2) + D V yj + 42080] (8.1.10) 
i adja sial, 
v} +w 
S y=(j,9)", 则 式 (8.1.10) 能 写作 
у= бузу) (8.1.11) 


ЖШ у= (YI, Yo)" HR(8.1.10 ЕТЕ, HARARE, ASS 
Q 有 坐标 为 = Gara): 


КАЗ ОО?) 


h = зу + 


0, = поа 22 | -x+ 007) 


关于 y, 线性 化 方程 组 (8. 1.10) 并 让 了 =y=- 六 ,得 
y: = Y (у„,»)ў + О($?) 
Е У (уу) 2х2 Ж: 


КОЕ С ОООО О те 2V j + а?Гыа$ 
}+а 
92 sing _ cosh 
2V (yj + wY Мужа? dga 


于 是 ,Y(%,v) 的 特征 值 是 
À = 2V wh — vla + 2па? + Зто*) + ОО?) 


и = 2V o jh -vla + 2100? + Зта“) + 007) 
对 应 特征 向 量 分 别 为 e1(v) 和 ea(y)。 这 些 特征 向 量 光 滑 地 依赖 
Fv, H 


(8.1.12) 


КІ 
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40 = (Фа) 
00) =(-Фа), ¿= eñ 


这 表明 Q( 或 者 y, ) 是 鞍点 。 
正则 扰动 理论 和 不 变 流 形 定理 知 ,对 于 е 充分 小 ,在 Q 的 
一 个 不 依赖 e 的 开 邻 域 0 E, О 的 稳定 流 形 是 ， 的 光滑 函数 。 因 
此 ,8 的 稳定 流 形 的 一 个 部 分 能 够 被 参数 化 。 
р = у. (5,0) 
s = ехр!Ат| 


(8.1.13) 


这 里 0<s<s, = ехр|Аг, |,s ,很 小 目 与 e 无 关 。 
我 们 注意 到 ,8 是 点 Qo = (jo,90) 的 一 个 阶 0(y) 扰 动 ,其 中 


jo=0 
00 = aretan -2 a] -x 
而 且 式 (8.1.10) 是 如 下 保守 系统 的 一 个 阶 O(y) 扰 动 : 
TEs 2[ aw? + nwt + таб + Госо»ӣ] 
0, = - 2j 


这 个 系统 的 能 量 是 


(8.1.14) 


这 里 曲线 E(j,6) = E(jo, 90) 是 保守 系统 的 稳定 流 形 , 用 C5 表示 ， 
Co:yo(r)= (ol(r),bo(r))。 

若 我 们 固定 ro < т. , 则 由 正则 扰动 理论 得 ,对 于 т<т<т., 
Q 的 稳定 流 形 满足 : 


Е(].0) = 1p - [0020 + по + то + Tusing 


< 


у = yalt) + О(ь) 
因此 ,假若 我 们 用 с: 表示 0 的 稳定 流 形 对 应 于 rE (ту, w ) 的 部 
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分 ,那么 С: 能 通过 sE [0,so] 参 数 化 


y = y. (s,.v) 
s = ехр}Ат! 
RE y. Ë s 和 ，* 的 光滑 函数 。 于 是 ,曲线 y. fE тост НОСУ) 


接近 于 Yoo І 
为 了 描述 C: 附近 的 流 , 我 们 采用 第 五 章 中 相同 的 方法 引入 坐 
标 (r,s)。 在 这 组 坐标 之 下 ,方程 组 (8.1.10) 能 被 写作 
r 
m als,v)r + O( r°) (ҮЗ 
se = às + b(s,v)r + olr) 
这 里 а Mb (о) ОН 0< s < so 关于 这 组 坐标 , C: 
对 应 于 + =0, 且 在 С. 上 的 流 满足 : 
5, = Аз 
进一步 ,因为 eli(>) 在 @ 点 与 с 相 切 , 则 а(0,ь) = As 
虽然 (r,s) 方程 组 比 式 (8.1.10) 更 简单 ,但 它 还 不 是 刻 划 С; 
附近 流 的 最 好 形式 。 原 因 在 于 ,耦合 项 b(s,v)r 可 以 剧烈 地 改变 
; 流 。 因 此 ,我 们 引入 一 个 新 的 变量 7, 它 的 线性 流 在 r— < В 
不 受 "方程 的 影响 。 具 体 地 ,对 于 小 的 ЛЕ 


s= р + (ho + А) г (8.1.16) 
这 里 常数 ho 和 hi 由 下 式 确定 : 
bo _ bı- hoai 
Moi 
其 中 a=p+t+astO(s),b= bo+ 6+ 0082). 利用 (r,7) 坐 


标 ,方程 组 (8.1.15) 化 为 
|” = a(7n,v)r + Olr?) Rai 
т = àq + с(ту)г + olr’) 
е0») ecol E С; Б), OS у sos 
方程 组 (8.1.17) 关 于 C; 的 线性 化 流 , 即 
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ór, = а, дг 
др. = Айу + c. дг 
与 关于 Q 的 线性 化 方程 组 有 相似 的 扩张 和 收缩 率 。 
8.1.1.3 来 自 可 积 理论 的 结果 
这 里 ,我 们 简要 叙述 来 自 可 积 理 论 的 一 些 结果 ,它们 是 证 明 同 
宿 轨道 不 变性 所 需要 的 。 
未 扰动 (e = 0) 三 次 一 五 次 NLS 方程 在 函数 空间 H, LÆ 
个 Hamilton 系统 : 


i ЕП (8.1.18) 
HÆ Hamilton Ë H: 


2 
H = | 194, = (4032 + 26248] da 


众所周知 ,系统 式 (8.1.18) 有 Lax 对 和 Bäcklund (Darboux) 变换 ,是 
一 个 完全 可 积 的 Hamilton 系统 。 
对 于 系统 式 (8.1.18) , 令 q. (1) 为 一 个 时 间 周 期 解 : 
g. (t) = rexp{— 11202 – a2)ry]) = ғехр! 19! 


用 Bäcklund (Darboux) 变 换 ,我 们 能 够 得 到 同 宿 到 gq ( ) 65 388 888 


з, [ее peosha — isin psinhr + ѕіпреоѕх 
= созһт £ ѕіпрсоѕх 


Ja. (1) (8.1.19) 


这 里 t=o,(t+ to),o,=V4r -1,explip! - 58, MAPHI + 
号 表示 “数字 8" 的 两 叶 , 即 存在 回 宿 轨道 的 对 称 偶 。 式 (8.1.19) 提 
供 了 关于 “Whiskered circle" 的 显 式 表达 式 。 进 一 步 , 它 也 提供 了 不 
稳定 流 形 的 一 个 表达 式 : 

WC,) = W'(C,) = VY. qh(t;y,to, r) 


其 中 с, 是 前 面 给 出 的 时 间 周期 解 4. (0). 
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与 第 五 章 和 文献 [98] 所 讨论 的 情况 一 样 ,我 们 引入 一 个 重要 
的 不 变量 下 


F = A(2°(q);q) 
这 里 A 是 所 谓 的 “Floquet 120°. F Б Hamilton Ё H 的 Poisson 
括号 等 于 零 


iF(g),H(g)! = 0 
并 且 未 扰动 系统 的 中 心 稳定 流 形 W 有 表达 式 : 
W2 = Wë = iq! F(q) =+2| 
具体 地 ,对 于 q. = гехр! 01, qg 是 同 宿 到 9g, 的 轨道 ,我 们 能 
够 得 到 


а = а\[ (= sinpcoshr + icospsinhz)cosx + 1х 
9 
{[1 + ѕіпреоѕх /соѕћт Ë гехрі 291 (8.1.20) 
SF _ Е 
ôq 84 


这 里 r=, (t+ to), 0, = V Ar2- 1, p = arctang,, а = 2rsimp/ 
сот. H 这 个 表达 式 ,我 们 得 到 
Е (401)) > 0 
F(a(t)>0, 了 一 
而 且 以 指数 需 (expi - о,11})Ж Р, НИИ АНТЕН 
述 可 参见 第 五 章 或 文献 [981。 
8.1.2 在 C, 的 一 个 邻 域 里 的 方程 组 
8.1.2.1 基本 方程 组 
为 了 研究 不 动 点 圆 C, 的 一 个 邻 域内 非 线 性 问题 解 的 动力 学 
行为 ,我 们 利用 (J,9, 亡 坐标 书写 方程 (8.1.1) ,这 里 了 和 9 是 常 值 
平面 m, 上 的 坐标 ,而 f€ HL 。 这 些 坐标 通过 以 下 方式 确定 。 
首先 ,让 


+ © 


q = lolt) + f(x,t)]exp1i0(t)1 (8.1.21) 
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这 里 p 和 8 ЕП, 上 的 极 坐 标 ,AE nr, B /有 空间 均值 堆 
2л 
С Жду = 0) ,我 们 用 (.) 来 表示 一 个 周期 上 的 空间 均值。 
对 于 未 扰动 流 ，L? 范 是 一 个 常 值 运动 因此, 它 被 用 于 代 
# p: 
I- |" га А К 
= эл} AE = б + Р) (8.1.22) 


由 于 我 们 是 在 不 动 点 圆 C 的 一 个 邻 域 里 讨论 问题 ,而 C, 对 
应 于 7 = w”, 因 此 ,引入 变量 J 是 方便 的 ,有 


J = 了 -oo (8.1.23) 
利用 式 (8.1.21) ~ 式 (8.1.23) ,我 们 可 以 得 到 关于 坐标 (了 ,9， 
万 的 方程 组 ; 


J, =-—-2e[a(J +o) + m( J + 2) + n(J + az)2]- 


2e VJ + @?Гсоз@ + A1(J,0,f;e) 


0. =-2J + Ө + As( J,0,f;e) 
+w 


i, = L.f + Vf + 00307) + As(J,8,f;e) 


(8.1.24) 
这 里 


L.f = fx, + ieDf + 22( f + f) - 
по? (27 + f) — iemew’(3f + 2f) 

Vf =2J(f + f) + Z == sn = iznJ(2f + f) – 
ієт(Ј + 2302) (3у + 2f) 


0307) = 4(ff Р) + 2( /2 (р) 
且 对 于 J ff EFAA, AC =1,2,3) 有 阶 : 
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А\(1,0,/;є) = Olf) Ni(J.9,g;e) = Oleg’) 
A J,0,f;e) = O(f2) (8.1.25) N.(J.9,g;8) = Olg) 
ACJ, 0, fie) = OP + sf2 + f°) №(Ј,0.25е) = ОСЈа + єр? + g?) 
同时 ,和 (KE=1,2,3) 关 于 9 是 2x 周期 的 ,而 方程 组 (8.1.24) 可 看 由 于 我 们 将 在 C 的 一 个 邻 域内 讨论 实 的 不 变 流 形 , 所 以 引 
作 式 (8.1.8) 的 一 个 扰动 。 入 实 坐标 系 是 方便 的 。 让 
8.1.2.2 规范 形式 和 局 部 方程 组 u = (Reg, Img)" 
点 0 是 方程 组 (8.1.24) 的 -一 个 临界 点 ,为 了 构造 一 条 Q 的 同 则 方程 组 化 为 


宿 轨道 ,我 们 需要 估计 Q 的 局 部 稳定 流 形 的 大 小 。 变 量 (J ,9) 的 
大 小 由 C 确定 ,而 С: Ж Q 的 稳定 流 形 与 常 值 平面 IL. 的 交 线 


Ј =-2e[a(J + а) + m(J а) + n(J + ог) 


为 了 合计 /的 大 小 ,我 们 必须 利用 方程 组 (8.1.24) 中 的 方程 .而 2e VJ + ай Гсозб + NCJ, 9, изе) 
这 个 方程 有 一 个 麻烦 的 二 次 项 03( 让。 不 过 ,这 个 二 次 项 是 非 共 


@у жо] EE дий NaJ, 0, и 
振 的 , 它 能 够 利用 规范 形式 变换 被 消 掉 ， ео 


运用 第 五 章 相同 的 讨论 ,我 们 得 到 如 下 命题 。 


u, = Lat + Veu + N3(J, 0, uze) 
命题 8.1.2 存在 一 个 近似 恒 等 二 次 映射 把 方程 


{д} = fa + 2007 + f) + 0030р) (8.1.27) 
其 中 As 是 -个 二 元 向 量 , 且 
化 为 一 个 含 三 次 非 线性 项 的 方程 ч Ni , 
L, =Ja - 4025 + ED – 2ew° (n + 2та?)Р — 
19,8 = gu + 29206 + р) + О(д?) р , 
sw (n + шт) 1 
这 里 g = f+ KUD КОР. Е Н ОЗАТ, _ T'sinð 
=: 可 > 
利用 (J,9,g) 坐 标 ,在 С, 附近 的 方程 组 可 写 为 ¿=-= 4JS + лге g 2wJ(2m] + Ата? + n)P — 
J=- 2e[a(J + а) + m(J + 07) + n(J + 622] = £J(mJ + 2тф? + n)1 


Ë 了 是 二 阶 单位 阵 : 
2eVJ+ozpeosg + N (J.0,.g;8) 


0 1 0 0 1 0 
J= ‚ Š= А = 
0 =- 2J + E sind + МЈ, 0, g5) A x | | i | ul 
Vv J + o° 
8.1.3 不 变 流 形 
8.1.3.1 不 变 流 形 的 存在 性 
(8.1.26) 在 C 的 -个 分 域 内 .方程 组 (8.1.27) 可 视 为 如 下 线性 系统 的 

这 里 ,对 于 J 和 g 属于 零点 的 - -个 小 邻 域 ,有 “ 


igi = Lg + Vg + Na(J,0,g;e) 


444 
J, = 0 
0, = - 2] (8.1.28) 
ш, = Lau 


为 了 研究 方程 组 (8.1.27) 的 解 的 局 部 行为 ,我 们 必须 分 析 算 
+ L 的 谱 。 因 此 ,我 们 考虑 特征 值 问题 : 
和 
利用 Fourier ER ,我们 得 到 了 关于 特征 值 À 的 二 次 表达 式 : 
[А + ed(k)]? + 21А + ed(k)](2enw? + Зета“) + 


(Bena? + 5єтш®*)(є®?п + ват) + (К? — 462) = 0 


从 而 有 
А =-&[4(Е) + 202п + Зат) + 


(Ао? — К) + ew (п + 202 т)? 
这 里 上 =1,2,3,…, 且 


KB, k<K 
aw = |° ° 8 < 


а, Е > К 


表示 万 的 特征 。 因 为 wE (2,1) MAF k= 1 有 


„=фо-є[4(1) + 202п + Зат) (8.1.29) 


XE a= У (402-1) + є20(п + 202 m) o НН ot „ТЕЕ = 0 Bf 
对 应 的 特征 向 量 分 别 为 : 


es (1, + 00)7, оо= У 42 -1 (8.1.30) 
i “з 


HTF ke2, PERERA Л ЖАИЫ КЕША. 
À, = + iQ, - o[d(k) + 202п + Зот) (8.1.31) 


这 里 Q, = (02 402) – 20 (п + 2а mY ATAA е > 0 
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有 Q, > 0。 
利用 特征 基 、 零 均值 函数 u 能 被 写 做 
и(х) = ve kax) + те, (х) + vola) (8.1.32) 


其 中 о, Mo, 是 实 的 标量 ,vo( x)E [ѕрапіП,, eue] ЖА 
变量 ,线性 方程 组 (8.1.28) 分 解 为 


Ј = 0 

0, =- 2] 

su = G;u, (8.1.33) 
Vat = Ош, 

vo.t = Lavo 


于 是 ,我 们 有 ,对 于 є = 0, 线 性 方程 组 有 一 个 不 稳定 方向 (e.) ,一 
个 稳定 方向 (es) ,和 无 穷 多 个 中 心 方向 (J ,9,w0)。 记 这 些 中 心 变 
BO s (e= (7,0, во) Т), 7 (8.1.33) МИ 


т.л = 9.0 
Us, = 050, (8.1.34) 
бс = Aw 


这 里 4 由 式 (8.1.33) 所 定义 。 
在 С, 的 一 个 5 邻 域内 , 非 线 性 方程 组 (8.1.27) 可 视 为 线性 方 
程 组 (8.1.28) 的 一 个 扰动 。 在 这 个 线性 方程 组 的 流 之 下 且 对 于 e 
=0, C, 有 一 维 的 稳定 与 不 稳定 流 形 ,以 及 余 维 数 为 2 的 中 心 流 
形 。 现 在 ,我 们 的 注意 力 集中 在 中 心 流 形 Er( C,), 和 中 心 稳定 流 
É Е°( C,) 与 中 心 不 稳 定 流 形 E” C.) 上。 

Е“( С„) = [span КЕ 

Е“( С„) = [spanle,|]1 


Е(С,) = [spanie ,e,!]> 
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我 们 将 证 明 ,对 于 є > 0, 这 些 不 变 流 形 在 C, 的 一 个 邻 域内 存在 - 
为 此 ,我 们 局 部 化 方程 组 (8.1.27)。 
固定 一 个 充分 大 的 整数 по 和 一 个 局 部 化 参数 ó = a/n AE 
4 是 一 个 与 s 无关 的 常数 , 它 能 被 具体 确定 。 我 们 引入 一 个 局 部 
化 函数 po: 
pR >R, gals) = ф(з/8) 
其 中 y Ж С° Ні: 


1, Е! 

ио =}, 15122 

这 个 局 部 化 函数 可 以 局 部 化 方程 组 (8.1.27 ) 为 
Ј =- 2e[a(Js + wo) + m(Js + wY + п( + ayl- 


2e y Ja + «2 Гсозд PNi( ,0, шє) 


= -2J + -= sinl + М›( 5,80, u;e) 


Da 


u, = Lau +1 V.us + Na(Js,0,us;e)] 


(8.1.35) 
这 里 ,对 任何 变量 A s= sp(s/6)。 
关于 方程 组 (8.1.35) , 它 的 所 有 非 线 性 项 或 者 有 系数 = ,或 者 
对 于 变量 (了, u) 至 少 是 二 次 的 从 而 在 零点 的 6 邻 域内 被 局 部 化 。 
这 意味 着 方程 组 (8.1.35) 有 一 个 阶 为 0(e + 6) 的 整体 Lipschitz Ж 
数 。 利 用 "= (о0о, о.) 作为 变量 , 则 式 (8.1.35) 能 够 写作 


va = обр, + Re(v;e) 


vs = Oto, + (05е) (8.1.36) 
а = Ave + (оз) 


里 局 (v;e) 和 它 的 一 阶 导数 是 0(e + 6) 阶 的 。 这 个 局 部 化 方 
组 有 O 不 变 流 形 ,它们 是 E”, EA E 的 光滑 变形 。 反 过 来 ， 


BB £ 
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对 于 原来 的 方程 组 ,这 些 流 形 将 在 C. 的 6 邻 域内 局 部 不 变 。 

定理 8.1.3 存在 C, 的 一 个 6 邻 域 Us ,一 个 eo(8)>0 和 一 
个 整数 1 > 3, 使 得 :任意 eE10,eo], 方 程 组 (8.1.27) 在 U; 里 有 一 
个 余 维 数 为 1 的 局 部 不 变 流 形 : 

we = {vE H! | v, = h,(v,,v.;e)} (8.1.37) 
这 里 h 关于 它 的 所 有 标量 是 С ЮА 0 的 2x 周期 函数 。 进 一 
步 ,对 于 =0, 三 沿 着 C. 与 Er" 切 向 相交 。 
类 似 地 ,我 们 有 局 部 不 变 流 形 ; 
=“ = {e € Но, = h (o vie)} (8.1.38) 
这 里 h 关于 它 的 所 有 标量 是 C: HHE 0 的 2x 周期 函数 。 进 而 ， 
对 于 s =0, We 沿 着 6 与 E" 切 向 相交 。 
一 个 余 维 数 为 2 的 “ 慢 流 形 " M. 的 存在 性 由 以 下 推论 给 
推论 8.1.4 让 М, 表示 交集 : 
M, = We NN We 
那么 М. 是 一 个 余 维 数 为 2 的 局 部 不 变 流 形 ( 在 Us 内 )。 

М, = (> € Н! | ea = (05е), 0, = М(ъє)} (8.1.39) 
其 中 函数 hs ЖП; 关于 它们 的 标量 是 C: 的 县 关于 0 是 2x 周期 的 。 
进一步 ,对 于 。 =0,М W C, 5 ES 切 向 相交 。 

注 :在 М, 上 的 流 由 如 下 方程 组 给 出 


БЕ 
EE 


J, =- 2e[e( J; + а) + m(Js + 02) + n(Js + а) 


2e V Ja + wr eos0 + NiC Ja, 0, voie) 


4 == 2J + E 


万 5sing + 六 (万 ,0.posie) (8.1.40) 
У Ја + о 


по, = Levo + [ Vos + АС, 0. voa;e)] 


RE N ES N A: M. 上 的 限制 。 
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一 各 积分 方程 组 被 建立 ,定理 8.1.3 的 证 明 便 是 不 动 点 理论 
的 标准 应 用 ,详细 的 讨论 参见 第 五 章 。 

8.1.3.2 ”纤维 化 

REREH M., М, М XT e 是 可 微 的 ,但 由 于 慢 时 间 
标 度 Yet 的 出 现 , 这 些 不 变 流 形 作为 轨道 的 并 集 掩盖 了 对 于 e 的 
可 微 性 。 在 有 限 维 情况 下 ,Fenichel 引入 了 这 些 流 形 的 纤维 表示 ， 
这 些 纤 维 有 关于 е 的 若干 次 可 微 性 ,因而 在 奇异 扰动 理论 中 十 分 
有 用 。 在 这 里 ,由 于 线性 化 问题 有 小 的 增长 率 ,因此 ,对 于 1€ 
(= %,% ), 同 宿 轨道 的 整体 结构 是 一 个 奇异 扰动 问题 。 利 用 分 析 
方法 ,我 们 能 够 给 出 不 变 流 形 的 纤维 表示 。 

定理 8.1.5 对 于 所 有 e€ [0,so],C: 流 形 W 存在 一 个 C 
坐标 系 : 


vu = бш, Ja € l- to, o] 
ve = f°( Ka 5.36) 
使 得 子 流 形 М, ITF Е, =0, 且 在 We 上 的 流 解 看 为 以 下 形式 : 
ба = Га + (bo 656) )6, 
Бы = АС. + Èl Lese) 
这 里 k. tO Г", 50 和 它们 的 一 阶 导数 是 0(e + 6) 阶 的 。 一 个 类 似 
的 结果 对 于 We 也 成 立 。 
纤维 定理 的 陈述 与 证 明 参 见 第 五 章 和 文献 [41] 。 
8.1.3.3 在 Ms 里 2 的 稳定 流 形 
HFI- wlat no? + mat) = h > 0, 0 作为 定常 解 在 流 
式 (8.1.1) 之 下 关于 变量 (J,9,zx) 的 坐标 为 


8 
J = ыы + О(є?) 


бе arctan[ 2 4] -n+ 0(е) 


= 0 
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在 Q 点 线性 化 方程 组 (8.1.35) 可 得 , 0 是 全 空间 中 的 鞍点 , 且 有 
二 维 不 稳定 流 形 WY'( 8) 和 一 个 余 维 数 为 2 的 稳定 流 形 W'( Q). 
Q 的 不 稳定 流 形 没 曲线 Ct 与 常 值 平面 IL. 相交 , 沿 与 v 方向 相 切 
的 曲线 与 we 相交 。0 的 稳定 流 形 沿 曲线 С 与 I 相交 ,并 在 一 
个 余 维 数 为 1 的 子 流 形 里 与 М, 相交 。 在 这 一 节 里 ,我 们 估计 
= (0) ПМ, 的 大 小 。 特 别 地 ,我们 将 表明 ,局 部 的 WW 能 被 看 
做 阶 为 0(1) 的 С: 片 与 阶 为 0(e34) 的 m 方向 薄片 的 乘积 。 
1. 方程 组 的 建立 
注意 到 Q 的 稳定 流 形 在 常 值 平面 上 能 被 参数 化 , 即 
С = іу = (3,0) 1 y = y. (s,v)| 
这 里 v=Ye,y; 由 式 (8.1.13) 给 出 ,具有 
jsa = Y (j. .0.;v) 
Qs 4 (yr 
利用 (J,9,zo) 坐 标 并 代 J = 5 得 到 上流 形 满足 的 方程 组 
k = YY, 050) + Ni(j,0,vo;v) 


0, = vY,(j,9;v) + N.(j,0,+0; v) (8.1.41) 
ты = Levo + Vevo + Na(j,0, тор») 
为 了 估计 W 的 大 小 ,我 们 使 用 在 8.1.1 节 中 引 人 的 (r,7) 坐 
标 ,利用 这 些 变量 ,在 M, 上 的 流 由 如 下 方程 组 给 出 (在 c; 的 一 个 
PRA): 
г, = уа (з, у) + О( vr2 + 09) 
т = àq + ve(79,v)r + O( vr? + 05) (8.1.42) 
vo, = Levo + Vivo + O( vr) + vå + уту) 
这 里 aly, v) c(w,v) 是 (7,v) 的 光滑 函数 。 
最 后 ,为 了 构造 一 个 包含 C 0 的 局 部 稳定 流 形 ,我 们 沿 着 
C: 上 流 线 性 化 式 (8.1.42) ,这 里 C 上 的 流 对 应 于 r=0,7, (t; 
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v) = тоехр! Ам, ЖФ ,0< тож зо, B :>0. 51 АЖЕ: 


у= т-а. (15у) 


方程 组 (8.1.42) 能 被 写 做 


п = va (tsv, mo)r + Nei(t,r,y, озу) 


У = Ау + ve. (6,0, Mr + Naalt, r, У, toiv) 


vo = Leo + V(t, v, о) во + Муз(1,г, у, vozy) 


(8.1.43) 


gl'sin0.(s,v) + 


V, =-4у,„(з,>»)5 + —————— - 


V шу. (5,2) + а? 


202}. Оут. + Ато? + п)Р – 


уЗу, (mj. + 2то? + п) 1 


N. = О(и? + уу? + 0) 


Naa = Оби? + уу + o) 


Муз = O(vr2 + vy? + иф + op) 


2. 方程 组 (8.1.43) 线 性 流 的 估计 


容易 看 出 ,方程 组 (8.1.43) 的 线性 部 分 包含 一 个 常 微分 方程 


组 和 一 个 偏 微分 方程 ,它们 的 系数 与 时 间 相 关 。 


首先 ,我 们 对 常 微 分 方程 组 进行 估计。 简单 计算 知 , 常 微分 方 


程 组 的 基本 解 由 下 面 的 2x2 和 矩阵 给 出 


Г.(1,8; 
这 里 


А. (tsi fosy) 


P, (tsi pov) 


A. (2,537) 0 | 


о,>) expl|vÀ (t — ғ)! 


ера «ds | 


„ерла -s)]e,(s)A.(s .s)ds 
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为 了 估计 A. ,我 们 注意 到 a ,能 被 写 做 


aG, = # +á 


ЕП 


| á 1< Cyoexpi rt! < CsoexplvÀAt1 


这 里 py 由 式 (8.1.12) 给 出 。 于 是 ,关于 4 ,有 估计 如 下 :对 于 1, 
20, 


t 


Ciexp[ v ( t -s)]< A, < C;exp[ vu (г = s)] 
其 中 Cl 和 GES € 无 关 的 常数 。 
为 了 得 到 本 ,1,s; wo,v) 的 界 ,我 们 注意 到 
les as Cexp[ 22 ] 
这 意味 着 ,对 于 !,s>0, 有 


Ir: 
Feta о Герлс = s) +245 + pls — з) Е 


ЊТ А +и= —2v(a + 2102 + Зто) + 0(›?) <0, 则 对 于 is>0 
有 : 


IT, Ig Ce it~ si explAlt- s)Í 
这 里 C уе 无 关 。 

接 下 来 ,我们 进行 偏 微分 方程 估计 。 为 估计 仿 微 分 方程 基本 
解 的 增长 率 ,我 们 用 线性 算 子 L, + V, 的 Fourier 系数 (上 上) 来 表示 
它 ,这 里 .Zk) 由 下 面 的 矩阵 给 出 


-e d(k)+3a(J, +?) + 5m(]., +27 -É +e) 


Ë - 4062 = ga) = 12 -ed 有 + о) m(]. +7? 


其 中 a = Psing ， (з.д j. (sv) tw, аз = 4], (5,0), Je = 
у. ЖЕ expl Ar у ПЖ РАЖ, ОСК) а, HA k =2,3, 算 子 
Z kA RIE: 

Дуз = — ed — gas + iD( k) 
这 里 
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d = dlk) + 2па? + 3т®* 


аз = 3mJ2 + 6mo2J, + 2а]. 


D(k) = / СЕ - ea) (E? — 4w? — ca; — vaz) = eaa 
а = [3n(J. +?) + Sm(J. +@)?][п(/, +?) + 
m(J. + o2)2] - [ d( k) + 2л + 3mo* + 
ЗтЈ, + бта? J, + 21]. Y 
我 们 假定 е > 0 充分 小 ,使 得 D(k) > 0, 则 (上 ) 能 通过 矩阵 U(k) 


而 对 角 化 ,有 
1 I 

U(k)=| eJ, +a2)ylem(].+622 2 DOK) en(J s+) +t2em( a + 22- iD{ 

- E? ral -K teas 
满足 U-1%(k)U = А, A 表示 对 角形 矩阵 diag[ Ai ,hz]。 
注意 到 U ES [span N, e, e, Б RH, A, BRA 
我 们 使 变量 vo 为 w, HEF 如 = U(k)6 (k), RIER 

0, = Alk) - UI Un (Ek) 
容易 推 证 , UU, 是 有 界 的 , 且 


(8.1.44) 


00, Ig Beexpl iar 
这 里 C 与 & 和 e 无 关 。 


事实 上 ,让 
TE iD(k) | y = BU + ©) + 2em(J, + wo) 
Е — ea, ~ k° + ёа; 


那么 МЕЛЕНУ, В 


1 1 
"| | 
М-М М+М 
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于 是 ,我 们 有 
| ы быр 
М-М N+M 


и 
ш 


Е 8 + 02) + 2em(J. + e) 
й = I 
= Е + eal 


епј, + 4єт(Ј, + а?) J, 


= k? + ea 


[en(J. + w°) + 2em(J. + ш2)2] (ал) 
(— К? + ea)? 


由 于 xi 是 s 的 光滑 函数 ,那么 


da da; d Т 
a = ЕТЕ = ч ӨЧ = ›йехр{ vàt! 


| a, { < Сехр] 
同样 地 ， 
| J. te Crexpl з} 


因此 
IÑ |< еер] 


“НИАЗ РМ З о 
利用 方程 (8.1.44) ,得 到 积分 方程 


OCE) = Ег, Юе) - | (т, sh)U- UA E) ds 


这 里 F(1,s;k) = apf | Adr} ARF tzs>0, A 


| F(i.s;k) |< Cexpl- ed(k)G — s)i 
进一步 ,我 们 有 
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Гас) | < Сехр[ — ed(k)(t - в) ] olk) + 
ef ре = ERI s )lexp sàs ] m(k)|ds 


由 <0 得 到 ,对 于 ;>s>=>0, 有 
(в) < Cexp[- ed{k)(t = s)] olk) + 


ec| lat) lds 


利用 Gronwall 不 等 式 有 ,对 于 >»з>0,Н 
оС) = Сехр — ed(k)(1— 5) 2] olk) | 

最 后 , 若 我 们 用 UC, s) ERRAI EEE E S 

4(®) о WA 
Поб, 5) во || Сехр = eelt — s)jl roli y 

3. 稳定 流 形 的 大 小 

定理 8.1.6 点 0 在 M. 里 有 C! АЕ, ЕУ (у, 
ti0) 参 数 化 , 即 


W = {Crp vo) | r = Лоо) 

这 里 JELO, sol, || vall € [0,24]. mH 00,0) =0.1-1< G. 
定理 的 证 朝见 第 五 章 定理 5.3.5。 
8.1.4 бачы е. 
我 们 综合 到 日 前 为 止 所 得 到 的 局 部 分 析 结 果 和 木 扰动 可 积 系 

Р о 一 五 次 NLS 方程 关于 鞍点 Q 的 同 

宿 轨 道 的 存在 性 。 同 第 五 章 的 情况 一 样 , 论 证 分 两 步 进行 。 即 所 

谓 的 第 一 测度 和 第 二 测度 。 在 第 一 测度 里, 我 们 构造 一 个 距离 函 

数 A , 它 的 零点 对 应 于 这 样 的 轨道 一 一 不 在 常 值 平面 里 ,于 反 向 时 

间 趋 近 于 鞍点 Q ,而 在 止 向 时 间 (! 一 o ) 趋 近 于 M.. 第 二 测度 也 

构造 一 个 函数 d, 它 的 零点 对 应 于 第 一 测度 中 所 得 到 的 一 条 轨道 

一 一 它 相 交 于 基点 在 中 (0) 里 的 一 条 纤维 .利用 纤维 的 定义 , 则 
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由 于 A 和 4d 联 立 等 于 零 , 便 保 证 了 Q 点 的 同 宿 轨道 的 存在 性 。 
8.1.4.1 第 一 测度 (Melnikov 测度 ) 

方程 (8.1.1) 能 写成 如 下 形式 : 

q. = iH (q) + єб(д) (8.1.45) 
其 中 HC(g)= -qa -2(qq -o2)q, С(4) = —-aq + BBq - D — 
mlgl’*g—- nlql2q- 

对 于 Q 的 不 稳定 流 形 更 (0), 它 是 一 个 二 维 流 形 , 在 平面 П, 
см, 里 有 一 个 慢 方 向 ,离开 平面 有 一 个 快 方向 与 cosk 相 切 。 在 
常 值 平面 П, 上 Q 的 不 稳定 流 形 是 曲线 Ct, 它 由 传动 探 的 能 其 式 
{8.1.14) 控 制 ,这 条 曲线 位 于 不 动 点 圆 C, 附近 且 可 看 做 整个 圆 的 
一 个 图 。 即 曲线 С" 能 通过 一 个 角度 9, 参数 化 。 

А СО) We 的 子 流 形 ,由 


W'(Q) = А 


REZ CO о — А р q, 的 不 稳定 纤维 。 特别 地 ,我 们 在 
曲线 C: 上 固定 一 个 基点 q, ENTAR % ) ,考虑 两 条 有 辣 一 
基点 的 不 同 的 纤维 一 一 扰动 纤维 元 (:;e) 和 与 它 相 邻 的 未 扰动 纤 
维 吉 (*;0)， 固 定 一 个 小 正 数 8, 沿 着 这 两 条 纤维 ,我 们 能 够 定义 
未 抗 动 的 和 扰动 的 "起 飞 "点 :4r(0) = Z (8:0) AI ge (0) =.7 (8; 
a ) ,它们 都 是 基点 gj 所 对 应 角度 0, HEB. 

TK., RITTER AEE Є” S BJ PN R É g) 和 
4:01). 轨道 yg (4) 是 一 条 未 扰动 可 积 同 宿 轨 道 , 它 肯定 在 正 向 时 
间接 近 平 面 IL. 另 一 方面 ,轨道 qg (1) 是 扰动 方程 (8.1.45) 的 一 
个 解 ,我 们 的 生 的 是 要 确定 是 否 能 够 选择 "起飞" 角度 0, 而 保证 这 
条 轨道 在 :+ > + %w 时 趋 近 慢 流 形 Mec 

由 可 积 同 宿 轨道 q. (1) 的 显 式 表达 式 知 , 存在 一 个 时 间 
T.(6), 使 得 对 于 所 有 (> T. ,有 

dist ga (1) M.) < ó 


从 
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在 7 了 .处 ,我 们 定义 两 个 “着 陆 点 ”: 
40 = q (T 
9 = q(T 
3 有 限时 间 扰 动 理论 知 ,这 两 个 8 点 有 一 个 阶 O(s ) 距 
离 。 由 于 在 c> о Bf q (2) П,,ЖШ ¿€ WE. sss. 起 
发 "角度 2 使 得 扰动 的 着 陆 点 9 Є Wr. 
流 形 ке 是 余 维 1 的 且 与 Wo 相距 0(e) 阶 ,市 且 , 15 可 由 ;9 
€ HIF(q)+2=0! 刻 划 。 因 此 ,我 们 定义 : 
A= — qi- 4) 
作为 q 与 9, 之 间 的 距离 测度 ,这 里 s 沿 着 W 在 点 
qo 处 的 法 线 方向 的 直线 与 Ег 
о. 
450) = g(t + T.) 
00) = ge(t + T.) 
这 里 :<0。 类 似 地 ,对 于 1 宕 0, 我 们 定义 g,(1) 为 扰动 问题 关于 初 
{Н q 的 解 , 并 把 4. (7) 的 解 扩展 到 所 有 o 这些 轨道 允许 我 们 引 
人 定义 : 
A (t) = CE Cg gu) ga) (<0 
А* (а) = (Е (94, (0)),4 00) - gq.(1)), 1>0 
â = Д7 (0) - A+ (0) 
同 在 有 限 维 情形 一 样 (3'- ,通过 微分 A-(1) 和 A* ( (8848 38 
们 借助 于 Melnikov 积分 去 估计 距离 А, 
命题 8.1.7 距离 A 为 


A= е7 FOD, 604: Ddi + 000) 


> 


命题 的 详细 证 明 在 第 五 章 中 能 找到 。 


让 qu( 间 表示 一 条 未 扰动 的 可 积 偏 微分 方程 的 同 宿 到 不 动 点 
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ЈА С, 的 轨道 , 则 它 与 可 积 的 同 宿 轨道 g. (1) 有 一 个 阶 0(Ye ) 距 
离 。 利 用 G 的 显 式 表达 式 并 借助 于 gq(1) 得 
推论 8.1.8 距离 A 有 一 个 关于 e 的 表述 式 


А = єМ(а,В,Г,т,п,б) + Ole) (8.1.46) 


(о,й,Г,т,п,б) =) AF Cg- 0D, Clg (Da = 


- [oM, + BM3+ TM(O,) + 


mM,, + nM,] 


5 
H 


м, = | EODD) 

Ma = | (EUD, - Bgl Dd 

MOD = | (FCG) Dade = Maeos(Ó, ~ 2р0) 
м, = | FUD, 1а 0) чави 


м, = [7 Сва) ао Рав 


具体 地 ,利用 q(t) 和 下 的 显 式 表达 式 ,M,, Мз, Мо, Mm, М, 能 进 
行 计算 。 


[= 2л 4тш?вїп” 
0 2 Я 
ае], de з TP, [eosar + sinposinhzz – 
J-a% 004 


= 
" 


22 2 е 
sin po(2 + cosx )coshr + 2sin’ pocosx] 


ы 4па? sin° -sin po 


сод? 


d КЕ 


< 
lI 
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fsinpocoshz reosx = sin2po(1 + sinzx )] ， 
[2coshr - sinpocosx ~ 251п? pocoshr + 
2sim pocosx] + 0( sint“? po) 


[® Әл 4rw sin? po 
= инет и 
Mo | а), х А? 


{f= sinpocoshrcosx) 
2 
M, = M, ` “BL (sin2posinh z) + 
(cos2pocoshr + sinpocosx )2] 


2 
Mm = M, ` Аз! (sin2posinh с)? + 


(cos2pocoshz + sinpocos+ уг] 


这 里 po = arctan Маа? 1 ,00= Vhol ‚ А = eoshr — sinpocosx ,而 


(0) — — isin2posinhr + me) 
Jasi = coshr ~ ѕіпросоѕх 


wexp{ ilO, – 2po)} 


假若 M., Ma, Mn WM, 之 一 不 等 于 零 , 则 项 数 


- М(а,8,Г,т,п,0,) = 
aM, + PM; + TMocos( 0, — 2ро) + 
mM,, + nM, (8.1.47) 
有 非 退 化 零点 。 这 意味 着 ,我们 可 以 选择 参数 使 得 A = 0, 即 
q = 9 Є Ж 


8.1.42 第 二 测度 
由 第 一 测度 ,我们 可 以 选择 “起 飞 "角度 9, 使 着 陆 点 9 在 ИГ 


内 ,从 而 ,这 条 轨道 趋 近 于 M BE, ПЛ ЖЕ Еа Р | 


459 


点 Q. 为 了 确认 它 必然 回 到 点 0 ,我 们 实施 第 二 测度 。 

在 第 二 测度 里 ,我 们 将 使 用 Fenichel 纤维 并 采用 打 革 论证 。 
当 瑟 (@) 作 为 全 空间 的 子 流 形 时 ,其余 维 数 为 2; 而 作为 Wr 的 子 
流 形 时 ,其余 维 数 为 1。 由 第 一 测度 知 着 陆 点 р W ,因此 ,一 维 
打靶 论证 是 充分 的 。 

我 们 用 gs 和 940. 分 别 表示 在 扰动 与 未 扰动 情况 下 “着 陆 " 纤 
维 的 基点 : 


go € 7 „(-:0) 


q € Z: Cse) 


Ж. (50) RZ (е) EEA ЖАЙ 8 Е А F t) 
“着 陆 " 纤 维 - 众所周知 ,未 扰动 的 基点 在 平面 H. 上 , 另 一 方面 ， 
扰动 的 基点 位 于 余 维 数 为 2 的 慢 流 形 M E. 不 过 ,由 于 纤维 关 
F е 的 光滑 性 ,我 们 知道 基点 qo fq. E e 接近 的 。 现 在 的 问题 
是 ,基点 9.* 是 否 实际 上 在 稳定 流 形 多 = W'( Q) (YM, 上 。 为 回答 
这 一 问题 ,我们 给 出 如 下 命题 。 

命题 8.1.9 从 “着 陆 "基点 g,,, 到 稳定 流 形 W 的 距离 能 够 用 
“ECAR 0, 的 函数 来 测度 : 


d =wl2Tsin2po( 0, — 2ро) + 4awpo + 


4mw po + 4no5po] + O(Ve) (8.1.48) 
命题 的 证 明 同 第 五 章 中 相应 结论 的 证 明 类 似 ,这 里 不 再 叙述 。 
同时 ,假若 我 们 定义 ， 
d =2Tsin2pocos( б, ~ 2po) + 4awpo + 
| 4mw po + 4nw’ po (8.1.49) 
并 设 d 有 非 退化 零点 ,那么 ,我 们 能 够 再 次 选择 参数 ,使 得 4 = 0。 
8.1.4.3 同 宿 雪 道 的 存在 性 


定理 8.1.10 假设 参数 (w,a,8,P,m,n) 和 0 满足 下 列 条 
F: 
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D (4,1); 


(2) a >0,8>0,m>0.n>0; 


(3) 16 + nao? + mwt) = ë € (— арау) k iB 


; |а зер 
бозтар o ° 2wpo 


ро = aretan V 402 – 1; 


2арой 


(4) сов( 0, -2po) = - H 9,6 (Gm, 00), 其 中 


sin2po 
wh 
Foch 
SINÓ min + 00. = singo + додо, Omin < б; 


% = arctan ] = (h = P -w Ta) 


(5) Ma, Mg, Mn ЖМ, 之 一 不 为 零 H. 


2 4 
сле ас И ИТААТ 


М, + BMa sin2po 


奢 么 ,对 于 充分 小 的 正 数 。. 方 程 (8.1.45) 存 在 同 宿 胃 道 的 对 称 
m. 

证 明 :为 方便 计 , 我 们 固定 参数 (w,a,P,m,n), 且 这 
满足 条 件 (1) ~ (3), 让 Мз 0, ЯА 4ЖМ(а,В8,Г,т,п) 
和 8 的 函数 : 

= М(а.8.Г,т,п,0,) = 
aM, + BM + ГМусоѕ(0, — 2р) + mM,, + nM, 


% 


些 参数 
便 是 0, 


d = 2T'sin2pocos( 0, — 2р6) + 4awpo + 4mao2p0 + 4nw’ po 

为 证 明 同 宿 到 Q 的 轨道 的 存在 性 ,只 要 表明 Mla, p, Г.т. 
п,@,)Жй d 同时 存在 非 退 化 零点 邑 可 ,其 中 8 >0, 0, E (б.б). 
(Omi DEFE I 上 对 于 未 扰动 同 宿 轨道 而 言 9 035808 e E 


这 里 
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bo = arctan| „œh 
I - h 


—т, h = Г®—- «Га 


sinó, + Gomin = singo + баб, Omin < до 


当 М0 时 ,我 们 能 够 求解 4=0 和 MM(a,B,T,m,n,0,)=0 
而 得 到 


Р 2wpod 
соѕ( 6, – 2po) = - sin2po (8.1.50) 
Se Lf 2wpola + nw? + то) 
P = = ум, - aa Mo + 
тМ + nM, (8.1.51) 


BE W, FU HJ E R RGE B, R f] ПЕ ТЕШ sË (8.1.50) AIÈ 
《8.1.59) 所 得 到 的 点 (% ,8) 的 一 个 小 邻 域内 ,求解 4A= 4 = 0. H 
于 人 A=d=0, 则 点 gy€ WP ,进而 有 gi 位 于 基点 gE WW 的 一 条 纤 
维 上 ,因此 ,轨道 y,(1) 在 t=0 时 仍然 在 С, 的 一 个 小 邻 域内 。 这 
意味 着 轨道 


a), 150 
«о | t>0 
是 0 BANIE, Ж УЖЫ ЖӨЕ MARETIE 9 六 ,这样 
便 得 到 了 对 称 个 的 存在 性 。 
注 :着 我 们 让 C(I IEL, H a,m Mn 很 小 ,那么 ,能 
够 保证 M30 


82 导数 非 线性 Schridinger 方程 
六 维 模型 的 同 宿 轨 道 


众所周知 , 非 线 性 Schrödinger 方程 是 对 光纤 中 非 线性 脉冲 波 
包 的 传播 过 程 的 最 低 次 近似 , 即 仅 考虑 了 一 阶 色散 ( 群 速度 色散 ) 
和 最 低 次 的 非 线性 项 。 对 于 较 小 输入 功率 和 ps 量 级 的 脉冲 而 言 ， 
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这 种 近似 是 很 好 的 。 但 用 它 不 能 解释 对 于 更 窄 的 脉冲 (fs mE) A 
更 大 输入 功率 所 导致 的 输出 脉冲 频谱 的 不 对 称 调制 和 频 淘 Hs 
#. AIX — БЕ, Kodama 和 Hasegawa 利用 约 化 微 扰 法 导出 
新 的 具 导 数 高 阶 非 线性 Schrödinger 方程 (HNIS): 


iq, 一 йды + lq | gt + &[- Н qa 
мб 19 1), - А901 415.] =0 (8.2.1) 
RE eci 为 小 参数 。 


我 们 考虑 有 阻尼 和 外 力 项 的 具 导 数 高 阶 韭 线性 Sehr sdinger 
方程 


iu, + u + (lu -Du = 
{аи + Йи, + Rll u Pu), + 
Вб та 9) а + Г} (8.2.2) 


HE a, bi, Bo Ba ЖОГ ЖЖ, ur, DARRIERI, 8 B 
边界 条 件 
u(x + 2л,1) = u(x,t) (8.2.3) 
关于 方程 (8.2.2) 和 式 (8.2.3). ЛИЧНИ z f 
解 和 混沌 运动 的 某 些 理论 与 数值 结果 ,但 没有 涉及 关于 同 宿 轨道 
的 分 析 。 利 用 方程 (8.2. A 3 一 模 Fourier т 我 们 得 到 了 一 个 
6 维 的 常 微分 方程 组 。 这 里 ,我 们 将 讨论 这 个 六 维 模型 . 并 利用 
Melnikov a a 同 宿 轨道 的 保持 性 
8.2.1 扰动 的 具 导 数 NLS 方程 的 Fourier 截断 
对 于 方程 (8.2.2), 假定 x€ [0,2x] 且 满足 边界 条 件 式 
(8.2.3)。 现 令 式 (8.2.2) 有 如 下 形式 的 解 : 


u(x,t) = аб) + b(t)eosx + с(ї)зїпх (8.2.4) 
v 


代入 式 (8.2.2) ,并 忽略 高 阶 Fourier 项 得 


ео 
а + (тага ва ге .at 


©. 


1 i x 
x (ab +a b)b + Y ae" +a c)e = 
[айу Сас" + a с) 
2 a ce)B:— 


J e(ab* + а`%)В% бг 


заа ; 
(тага тва тео) + 


1 + и 
了 (ob +а*Ь)а + Loe + Ь°с)с = 
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š 1 2 
[а – pereli аа ТЬ а е) + 


2 


1 š * 
x a (ae +a epa + Pa) + bbe + ceb) - 


(Ba + 2B) = A eC b ÈI e 2) (0; +285)] 


1 2 2 
[Pla a Tl1bE Tale -2)e + 
4, 2 0) ПРЕ š 
2 (ae +a c)a + уб + b`ce)b = 
ie[acr 6-50 e+ 二 e+ 二 ep 
1 ` * 
таба + a" b)(i + 83) – 
1 З ‚ 
gelbe + cb*)( B, + 285) – 


1 š 
FO bP -h e PC +2830] 


в - 


(8.2.5) 
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容易 验证 . 下 面 的 坐标 变换 对 于 林 拢 动 (e = OWA FEH EA E 


的 ， 
(a,b,c) >(— a,b.c) (8. 
(а. Б.с) == (a, — b. = с) (8. 
其 中 式 (8.2.7) 对 于 扰动 (e > 0) 方 程 组 也 是 不 变 的 
进 - 步 假设 


а= ре" 
b = Dalt) + ialt) le” B 
ea ж (01е? 

则 有 

Ó + xuap+yoao= elap + Гео] 


д = кой жу) l+ l+ i+ 


2ersin0 
Г 


epal xyi = хуз) = 

, 2 Зэ» 1 
ад [j+ Ta + 4 2] + 
Tes Р БУ 
оў + 3272 72 = 


elaxı = Biyi) + {у + + у) уй + 


pyi(B + 8з) + Layi + хуз) (6 + 283) - 


уы? - у)(В + 28) } 


ә 


б) 
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ШЕ + хауз) ур + ріку = 
П ss 

= {50е + x` + у) + 

1 

2 хб ху + Xa) (Py + 203) - 

1,5 5 

4 УЭуз\®% + 28) }- є(ах› — Вуз) 

{х - уд + [22 + L, + 3 y" = 2] Бр 
ШЕК + жуаз] = 
СОЕ. 
elayı + Вуху) – RETT + x° + ух» + 
2 1 
xl Ba + 83) + убх + хуз) ° 
5 Л. 22у; 
yC + 285) + gula - y2)( 6, +28} 
la l, 3， 
位 9:75: у + [ze + 4 + С -2] y, + 

1 2 

Ох: + хуз) ху + еу |= 

REDE сә ¿S 
- (ауз + Bix2) + ef 5 (о? + х2 + ap + 


1 
збх + xy) yal Po + 283) + 


T (a у) +280} 


(8.2.9) 


2 х2 н i 
其 中 x2=x?+ x3,y = у 


(8.2.9) 变 形 为 


Í] =2eal + {2eT у 21 21 у?соз@ 


Габ __ 


ay + хоуз) уо + (аху = Biy) + 


RESA + Pye + B) + 10 + 28) 
хубх\у + хуз) 一 Туб - yB + 23) }+ 


aleni 
Мг а-у? 


Взех (уцхо — 132) = 


7 9 3... 4% 
n=l- Da- д-до - аю - 


Zaz + Far + жуз) y1 + 
ат 283) 
e(ax2 — Bi yz) + ЕГА + 了 xal Bz + 285 
1 2 
(хау + x272) ~ g (P2 + 283) y(x? - 2 |- 


V2eTxising _ 
Bexi (yix 一 хуз) + КЕТЕН 


ЕТТЕ 10 + x + уг) , 则 方程 组 
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1 
эби + x2y2) + (аур + у) – 


{81 + p(B + 6) + 1 y (Pz + 28) 


уткуур + X272) + в, + 283)ху(х? - Dh 


2еГузѕіпб 


Взеу (утэ — хуу) 一 
А 7 9, 
ўз = (21-0-9002 - g- 
19% = 1 
д7 + БЕЛМ + X272) + 
Я Р 1 
elay: + Pix2) – ТЯ + 208 + 283) 


(ху + хауз) y2 + 108 +283) (х2 – у) }- 


У2єГуувїп@ 
V 21 - х? _ у? 


Baey1( y1x2 хуу») + 


(8.2.10) 

在 方程 组 (8.2.10) 中 P =21- x- у2, е 是 一 个 小 的 扰动 参 

数 。 当 se=0 时 ,系统 式 (8.2.10) 是 可 积 的 , 是 有 下 面 的 能 量 积 
分 : 


1 
Н = -2P + 1- (i+ D+ l+ трай + 
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2 1 
Ziz + тз + 3( х} + уй) - 60 + 
Та у убу 2)? (8.2.11) 
g 2222 - 1622 T 4 OUY + x2y2 2. 
于 是 ,在 es =0 时 ,系统 (8.2.10) 能 被 写作 
; 2H ӘН 
№ = dx’ S дх\ 
; 2H ОН 
Ўр ату (8.2.12) 
; А 2H 
1 = 0, Ü == 31 
我 们 注意 到 : 子 流 形 Му=1хр=хз=ур=уз=0,/< l< 1. 
9E[0,2r] tn 天 ыз у бы ете 
Б. ху = хо = уу = уз = 0 ДЕЙШ F RAR- 不 动 点 : 
; 2H , __ oH 
31 = ду, ss 
(8.2.13) 
анан 
H= дык YEE dyi 


个 双 曲 不 动 点 有 二 维稳 定 和 不 稳定 流 形 , 而 且 这 两 个 流 形 相交 
2 个 二 维 同 宿 流 形 。 
命题 8.2.1 在 同 宿 流 形 上 , 同 宿 轨道 有 下 面 的 形式 :对 二 任 
意 (1,0)。 有 
(1) Ë r0 R x20, 那 么 对 任意 КЄ R 
xla) = r(t)cosgli) 
xlt) = r(t)sing(t) 
yilt) = kr(t)cos$(t) 
y(t) = Er(t)siné(t) 
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(2) Æ xj = xz =0, 则 
xla) = x(t) = 0 
yilt) = (0) соѕф (0) 
уз(1) = r(t)sing(t) 


УОН I(l + соз2#) - 1 
(1+ Е + Leos2g) 


r 


lan$ = Аїап(— àt) 
Spas 2 i[+ 1а). 
证 明 :对 于 系统 (8.2.13) ,关于 不 动 点 (0,0,0,0) 的 特征 函数 


为 
А -1 0 0 
1-21 à 
FA) = б В 
0 0 À = 
i 0 0 1-27 А | 


特征 根 为 1 = Аз=/ 21-1,А›=Ад= -/21—1( 这 里 7> 1), 对 
应 特征 向 量 分 别 为 

u = (A(1).f.(1),0,0)" 

v = (AC), - Ь(1),0,0)Ї 

r3 = (0,0, AC, 5С)" 

r4 = (0,0,/\(1), - f(D) 
于 是 ,局 部 不 稳定 流 形 是 mw 和 z, 的 线性 组 合 v= jovit+evler, 
S€ Ri. фе 0, ДИ у = ke), y = А (НН k= Є в). 

我 们 也 注意 到 ,对 于 ЕЄ А, ЈЕ (ху. xa, keis kra) 1 对 于 系统 

(8.2.13) 是 不 变 的 。 在 这 个 不 变 平面 上 ,系统 (8.2.13) 化 为 
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2 3 05 1. 2 3 
беж (1+ хіх (1+ ) x3 
= (001-10) - 201+ Е) (8.2.14) 


ła + k2)x 2 
这 也 是 -一 个 Hamilton Ж НЗ REE РЕЖ 


у 2 3 2 2 
Ho =- В+ +101 + Pit а + k?)x1x5 一 


ka + )х1-(1- dg + La (8.2.15) 


简单 分 析 可 知 , 对 于 系统 (8.2.14) ,点 (0,0) 是 一 个 双 昌 不 动 
点 ,有 同 宿 轨道 与 之 连接 。 现 给 出 同 宿 轨道 的 显 式 表示 : 
设 xi = гсовф, хо = rsing, 那 么 


r = 102 = Q + KP) r Ising 
$ =-1+ (I! + cos2$) — (8.2.16) 
(1 + у. + соз2Ф) 
从 而 ,Hamilton ЯЕ RREA 
Ho=- RE + 了 +(1+ го + T eos29) =: 
eitr + ШЕ, -1)] (8.2.17) 


于 是 
2o + 60804) -1 — 


= 3 1 (8.2.18) 
(1+ PS + 2 <оз2%) 


R $=1-(1+cos29). 进一步 ， HFE < 1<4 和 初 值 条 件 Фа 
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=0)=0 有 : 
tang = Atanh(— àt) (8.2.19) 
这 里 = v27- 1 ,把 式 (8.2.19) 代 人 式 (8.2.18) ,得 
1 “(4 ае] +3+1 (8.2.20) 
命题 获 证 。 
ÉZ 2=0+ 6.1] 


р sa I- l+ (+ 0) (8.2.21) 


利用 式 (8.2.20) 及 初始 条 件 EG = 0) = 如 ,得 


El) F уун] + 
(I - 1): + ĉo (8.2.22) 
未 扰动 向 量 场 限制 在 Mo 上 时 为 
1= 0 
|, АЕ У (8.2.23) 
这 个 系统 是 相当 简单 的 , 它 的 轨道 除 1 = 1 外 均 是 周期 轨道 。 


而 当 T=1 时 ,2=0, 即 由 7=1 产 生 一 个 不 动 点 圆 , 于 是 ,我 们 有 
一 个 共振 了 = 1。 在 共振 值 7= 1 时 ,利用 式 (8.2.19) (8.2.22) 
得 


ё(— œ) =- CARES reny 了 Я 
ё(+ =) = Ск — + É (8.2.24) 
$-a) = 4, #05 0) =- 1 


XAA £= 0+ $ И] 
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-e)s ig TIA + pr т) 
Ө(+ ©) = & + J+ N 1) 

i (8.2.25) 
AS 


2. 
па+ е ч 7 ) 
8.2.2 正规 双 曲 不 变 流 形 的 不 变性 
在 这 - -部 分 ,我 们 列 出 正规 妈 曲 不 变 流 形 和 它 的 稳定 与 不 稳 
定 流 形 的 某 些 结果 。 首 先 ,对 于 є = 0, Mo 是 正规 双 则 不 变 流 形 : 
在 e>0 时 ,我 们 知道 mw = xx= yí = Y=0 存 扰动 系统 
(8.2.10) 之 下 是 不 变 的 ,因此 .集合 
M. = i(x,vy.1.0)1 x = у = 0, 


1 < 1 < 4.8 € [0.2x]! (8.2.26) 
对 于 扰动 系统 而 言 是 一 个 不 变 流 形 (这 里 用 x My 分 别 表示 (xi、 


хз) (уту). 不 过 ,在 Wo 里 的 轨道 与 М, 里 轨道 有 很 大 的 不 
同 ,由 于 对 扰动 问题 而 言 了 0, 所 以 М, 必须 作为 一 个 有 边界 的 不 
DAE. 这 意味 着 M. 里 的 轨道 要 离开 MM RAFET ШОЛУ 
存 这 种 情况 下 ,我 们 能 够 证 明 : 对 于 £ 充分 小 ,扰动 问题 式 
(8.2.10) 存 在 局 部 不 变 流 形 Woa М.) ЖП] Wi. ( M.) ,它们 分 别 作为 
未 扰动 稳定 和 不 稳定 流 形 (ОМ) 与 ИИС Mo) 的 图 而 被 表示 
而 且 , 这 些 流 形 上 只 有 与 向 量 场 - 样 的 可 微 性 ,我 们 用 WM) Ж! 
Wr*( MM.) 分 别 表示 М, 的 整体 稳定 流 ] 乡 与 整体 不 稳定 流 形 . 并 定 文 
如 下 :让 更 () 表 示 由 式 (8.2.10) 生 成 的 流 , 则 
И“ ( M.) = US Wi M.) N u°) 


ИМ.) = US WMA N U) 
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这 里 U EM 的 一 个 8 邻 域 。 关 于 扰动 的 稳定 与 不 稳定 流 形 的 
详细 描述 可 参见 文献 191] 。 

接 下 来 ,我 们 在 共振 附近 讨论 M. 上 的 动力 学 行为 。 扰 动 矢 
量 场 式 (8.2.10) 限 制 在 М, 上 得 


' = 2e[PWeosg + al) 


(8.2.27) 
Ө үсү Es 
0 1 gang 
Ж Г=1+/ 2єГҺ,т =v 2&Г1, x 2.27) 化 为 
h' = cosg + 六 + (т соз) + 00р) 
(8.2.28) 
© = h = Я + 00р) 


ЖКА т 的 导数 ,7 = / 2єГ„ ХК (8.2.28) Е е0 时 取 
极限 (或 者 让 7 = 0) 得 


š [24 
ү = созӣ + T 9) 
0 = 
针对 系统 式 (8.2.28) ,区 域 М, 定义 为 
B= {x = ху = = у = 0,1Һ\< C,0 Є [0,21]! 
里 C 是 一 个 0(1) 常 数 ,被 选择 为 足够 大 使 其 能 包含 共振 结构 。 
简单 分 析 可 得 : 
(1) 系统 (8.2.29) 是 一 个 Hamilton 系统 ,有 Hamilton KEH K% 


2 


ж-- + sin0 + $8 (8.2.30) 


(2) 系统 (8.2.29) 有 两 个 不 动 点 ,一 个 是 中 心 点 mm, 另 一 个 是 
鞍点 do, 这 里 


и 


ро = (0,л – агссоѕ 7 F) = = (0, б) 
(8.2.31) 
qo = (O,z + arccos 5 F) = (0.0, ) 
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ЖИА бй ЖА: Ж ПЕЛЕ ТИН ЕШ УЯ: Р р 充分 小 且 
o<% <1, po 变化 成 为 收 点 ,用 产 表示 ,鞍点 go 保持 下 来 ,用 g 
表示 。 并 日 原 来 的 间 宿 到 до 的 轨道 被 打破 , а. 的 不 稳定 流 形 一 
LÉT р. RÜR: 

p. = pa + Ole = р), q, = qo + Ole = 1) 

,在 10 EIRA Е, р. бро. 和 go 是 0(e) 接 近 的 。 进一步 ,对 
于 .x 的 稳定 与 不 稳定 流 形 ,我们 有 如 下 纤维 定理 。 

定理 8.2.2 ( 见 文献 [134])。 存 在 6。 >0 和 eo > 0 使 得 :对 

于 任意 (有 ,6)E. ,有 一族 二 维稳 定 纤维 , 它 能 够 表示 为 


ху = хэбху,уз; Oe) 


= 


уз = o, 
е h(xis yh,0 у) 
0 = alx yh, ð VE) 
点 (及 ,0) 被 称 为 纤维 的 基点 ,这 些 图 对 于 任意 0< <60,0<e<eo 
Alala, ly l< 有 定义 ,而 且 , 这 些 曲 线 共 有 以 下 性 质 : 
1) 它们 关于 voy 是 CHAT. q. ve) 是 С СЇ: 


(2) 0) = U [хәбху,у;Ё.8,/ е), yr, у;Ё ‚д. 


ADE. 


Ve)]e 
GRG), IG). 4 中 满足 (R(0),8(0)) = (h.0)BJ-- 
条 轨道 ,让 (x a C y AD yD RAD GUD RR Wia 
(. Z, PRE 
0200) = xalxi (0), 5100):А,0./е) 


У = у(х100), у:(0);А ONE) 
(8.2.32) 


һ(0) = Һ(х\(0),у(0);һ,д у) 


8(0) = 005100), 11(0);h ,Oe) 
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的 一 条 轨道 , 即 这 条 轨道 由 基点 为 (h,9) 的 纤维 开始 。 那 么 , 当 
(һ(),д(и))Є.# HF, 

Clt), yC), ACE) OCE)) - (0,0, ACE) 000) 1< Се 
对 于 所 有 í>0 和 某 个 C >0 成立。 换 句 话说 ,从 一 条 稳定 纤维 开 
始 的 轨道 趋 近 于 . Z, 中 从 这 条 纤维 的 基点 开始 的 轨道 。 

(4) 在 时 间 流 映照 下 ,从 纤维 到 纤维 的 映射 使 这 一 族 稳定 纤 
BERTE. АЫ, ж a), хо (в) у (0), yaa), 
h(t) .9(1)) 是 满足 条 件 (8.2.32) 的 一 条 轨道 , 则 
x(t) = хох е) уз) 3А), 000) ,Ме) 
узб!) = у(х), у) АС), (0) ме) 
hl) = h(x УСО), O) е) 

001) = 90,00), у (0) 5А (0), #00) Ме) 

(5) 在 e=0 时 ,未 扰动 纤维 对 应 于 未 扰动 异 宿 轨 道 。 因 此 ， 

扰动 和 未 扰动 纤维 以 阶 0(Ye )C 接近 。 
一 个 类 似 的 结果 对 于 Wi. (. 友 ?成 立 , 而 县, 我 们 也 能 得 到 
W (q) FN ЖС а.) Желк 
8.2.3 同 宿 轨道 的 保持 性 
扰动 系统 (8.2.10) 能 够 改写 为 : 


Е Н 

ху = д + Ев: 

ӘН т 

х= ар 68" 

ӘН x 

JiS Jy, + 8 pa 
Р 3H ë 292 
ўз =- ОУ, + 6р? 

; Н JH 

1 = 50 +g (pg = 0) 

А 92H 

д =- 91 + eg? 
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这 里 ,HH 是 由 式 (8.2.11) 所 确定 的 Hamilton ВЕНЕРА, (з gs 这 里 (1,1,90) 是 同 宿 流 形 上 的 轨道 并 经 过 点 (x1, хә, у, уз, l, 


ёз. т, )' 由 方程 组 (8.2.10) 定 义 , 晶 有 如 下 形式 ; 8) = (0,0,0,0,1,90)。 容 易 验 证 , M(00) 与 系数 B(j = 1,2,3) 无 
ӘН; EEE 
na 事实 上 ,在 同 宿 流 形 上 (7= DA 
z. -a x кї п = (- #51. = ўз — 8,0) 
Jx, B 
ge 3H х› er 从 而 有 
| 
EM э 9%Ю y! gi (n, (ggg gg = 
g> Ж - Ən, +a е + e (8.2.34) (= х5) 1 Bike, + Baksil + (2. + Въ) kxip? > 
ду 
g yı 21 g (в + 28 a? 9) (B+ 280) - 
8 әң, 0 8 
а 10 Px (xl + ху + il- уко + ВА + 
- ӘН 
ar 二 (B+ 28) kalat + a?) = F e + 2DU = К). 
ЖР, et gt ДА ае xala + х®)} Б х Вока - (By + В)? = 
的 所 有 项 构成 , Hl =Y2T 21- x- 好 -好 -sing。 ix. | : I Р ° 
为 了 证 明 系 统 (8.2.33) 的 同 宿 轨 道 的 存在 性 ,再 分 两 步 进行 - FB + 283) хх] + 3) - 408 + 28001 — Кл. 


第 一 步 ,我 们 运用 Melnikov 方法 去 计算 W(M) 5 Wz(M,) И 


的 1 
G y yE a kupu S S = a r 
距离 ,从 而 表明 .中 不 动 点 的 不 稳定 流 形 在 W'( M.) H BI Ер s 
Ë 


则 要 证 明 前 面 的 不 稳定 流 形 相 交 于 基点 在 M. 里 的 稳定 流 形 的 稳 (02 + х3) - 1 (8. + 20,)(1 - Е) (ат + x3)! = 0 
定 纤维 。 
现在 ,我 们 讨论 天 (gq.) 与 (С М,) ZEER. 众 所 周 于 是 
知 ,对 于 同 宿 流 形 中 的 任意 一 点 (xi x Yi, уо, 1.0) ,该 点 处 的 法 《= 1,00)) = 
ӘН ƏH ƏH ӘН ӘН oH = Sie 后 ӘН ӘН 
向 量 为 n= (55у, зур дуу атаб? 采用 第 五 章 中 相 di - tal Jya +D +C бу +e) - 
Fie ШАТ 
ы " (28 a) pl 9н, Юу ТЕ 2а) = 
M(00) = Г (n, (gi, g з, ggi gN д (1.1,%))Ч! f ду» + ау) + ў ду, ОДУР 28 + 2а) = 
(8.2.35) ден + а(1 + K2)(x 22 = xz) — 200 (8.2.36) 
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上 式 右 端 第 一 .第 三 项 的 积分 容易 被 得 到 


ы] н =-2[Г[эїпд(+ %) – sm0(— ®)] = 


-2P[sin0(- о )(cosA0 — 1) + cos0( — о )sinA0; 


= r 2aðdt = —2а48 


(8.2.37) 
在 不 动 点 处 ,有 
cosô(- @%) =— Ё. sing(- œ) = \1 = (RY 
(8.2.38) 
所 以 
= | sm dt = 2ГЇ p sinA0 а) - Ср )2(eosA8 -1)] 
(8.2.39) 


下 面 ,我 们 计算 式 (8.2.36) 右 端 第 二 项 的 积分 。 由 于 х = 
rcos 风 ,x2 = rsing , 则 
духу = хур =- r$ (8.2.40) 
从 而 


| (тух) — ху): = af Фаг = 


8 [* °) — cos2é 2 
71+ в! 6-5) 3 + 4соз а? = 


2 6 ии d$ _ 
Е летот Е 


1 


zât - = $ —anh[ 2) (8.2.41) 
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ХШ Aó= $(+>%)-%(- 0) = =з 故 Melnikov 积分 为 


Mla, Dk) =2T[ PsinAd -4 1- (S )2(cosA0 — 1)] - 2aA0 + 


Гг 
ба "gi 
та 一 paMga? = 


2Г{ sind9 -A/ 1 С) (сод - 1)] 


4а 1 ба A 
Па+ my) = 7% 4) (8.2.42) 


\дё=®+——— [1 ikov зр 
其 中 А0 = 2 охоо 7 ). Melnikov 积分 可 以 另 写 为 


М(а,Г,®Е,б„) = 2P[sin(0, + Д9) - sin@, ] - 


4a 1 ба ҮЛ 
AA+ may) š g 4) (8.2.43) 


其 中 Oy, = п + arccos Sig 

利用 文献 [91,111] 所 得 到 的 理论 。 为 了 得 到 同 宿 到 ¿ 的 轨 
道 的 存在 性 ,首先 要 表明 Melniko 函数 有 简单 零点 。 这 个 条 件 对 
于 证 明 存 在 一 条 轨道 , 它 在 t>- ©] ТР q, ME оо В 
近 于 .z 中 一 条 轨道 ,是 充分 的 。 进 一 步 ,为 了 证 明 W 56 
于 基点 在 .x 里 的 一 条 稳定 纤维 ,我 们 定义 


АЖ = .Ж(0,0,) – 0, х + arccos Г? 


这 里 . 交 由 式 (8.2.30) 给 出 。 因 此 ,ee BJ SSS E WE ТЗ], 的 位 
置 , 需 由 如 下 方程 的 解 给 出 : 


А.Ж = F, - 91) + sinô, -sing = 0 (8.2.44) 
其 中 0, 被 称 为 起飞" 角度 。 


480 Де 
ЖЕШ ЕНЕ ЖИГИТТИ 4, 的 同 宿 航道 的 存在 性 定 K,aj,B.n(j=1,2) 是 正常 数 。 有 下 面 解 存在 定理 。 
F. 定理 8.3.1 Cauchy 问题 : Y( JEH H! 
定理 8.2.3 选择 参数 使 得 (a Dk 0 OEA R (-=,+ a) ЕВН (8.3. ОВИЕ RUC ыз) 人 


qois)) 在 Hl, x HU PRF: 8, B (а, д») 1, о = (qo qm); 


FO 一 б) + sin0, 一 sin0,, 2:0 
(gilts gos E), qoft. доз, &)) ЊН (ди, до) fll e- 


在 Melnikov 函数 简单 零点 的 - -个 0(1) 区 间 上 取 值 ,那么 ,对 于 6 ` к М 
文 个 定理 的 证 明 用 标准 的 能 量 估计 方法 ,在 
充分 小 ,存在 连接 q, WARA- Ие x 的 证 明 用 标准 的 能 量 估计 方法 ,在 此 略 去 。 
注 :(1) 用 文献 [91,111] 中 相同 的 讨论 ,可 以 表明 :对 于 适当 
的 参数 a 和 厂 ,定理 的 条 件 能 够 被 注 吓 。 к П, = gila, t) galat): до) =01 是 -四维 子 空 间 。 
(2) 采用 相同 的 论述 ,能 够 得 到 关于 不 动 点 p, 的 同 宿 轨道 的 Е 
存 存 性 在 了 .上 ,方程 组 (8.3.1) 可 写 为 
存在 性 . 
iqu = 201 фо 12 +1 12 @?]д — (арф + г) 
8.3 ”扰动 非 线性 Schrödinger ЖЫ J ТЕН Н? зс ий рар ЕА] Ж ; 
- Р #1 一 o 一 i 
同 宿 轨道 的 不 变性 ? < шр 
(8.3.2) 
8.31 预备 性 结果 取 极 坐标 
考虑 如 下 扰动 非 线性 Schrödinger 耦合 方程 组 Ё 
I 5 м КУ Se g = Vbexp0, = 1,2 
Qu = qia +201 g U +1 qa 1 ој + (Руф — ri) 
| 方程 (8.3.2) 变 为 
iqu = фе + 211 gi I? +l qa 2 — wg + ig ( Dsqo — r2) 
(8.3.1) I =- 2e(aih + ri v созбу) 
ШЕЖЕ o EC, Die 是 一 个 小 的 正常 数 ; D)(j = 1.2) 8 ди =- 211+ hw] + erising// VT, С) 
Sobolev 空间 H! = pE Н'. е 关于 x WRK 2х 周期 函数 ;上 的 有 1» = = 2е(а31, + rz созд) 2 
ФЕЯ, 
Я А 0, = - 211+ — w] + єгәзїпб›/ V h 
Did. =- аду + В.В ' A 
А 当 e=0 时 ,无 扰动 系统 在 上 可 写 为 
Юз = - азд + ВВ Вер 
а = 


В 表示 0 的 Fouriev 截断 
б =-2(һ+Һ-в®), j=1,2 
对 应 未 扰动 轴线 是 包含 不 动 点 球 ( 8. л + 1, = „УЕ. 


— [2соѕ( kx), 
Beos(kx) = | несы 


k < К 
Е > K 
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当 6 >0 时 ,系统 式 (8.3.3) 的 不 动 点 满足 下 列 方程 


a 
ecos; =- — yle 
j 
n 


J 


esinð; = 2 EVC + h- e). = 1.2 
£ 


按 摄 动 展开 , 解 上 面 方程 ,我 们 有 两 个 不 动 点 P=(p p) Q = 
(41.9)5 

Ь = де + >, VS аза? д) + ole”) 

0, = — aretan © 一 一 -二 _ к + ole) 

! apo vÓ; 
(8.3.4 
1, = ба? эру ó (2 . aw ду) + ole”) 
КЕ ra ахо 020, 
0, = arctan — ¿=e ш) 
j аш үд; 
Hp j=1,2,8>0 H д. + д = 1E e e 0yo dg, ба ) 周 围 线性 
化 方程 (8.3.3) ,我 们 得 到 关于 线性 系统 的 4x4 矩阵 
Г ne TRA. 1 
= 260 - 727 cosh, 2riey Hsing 0 0 
vh 
-2- — U иб, ‚з, -2 0 
ү V 
0 0 = lea – DE сб, 2re уеб, 
ую 
-2 0 -2- 2 sinĝ> £ соз» 

L зу B vh J 
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得 到 不 动 点 (4 6, ha, 0y ) 的 增长 率 
б, 


= 2 2 
ç 22У во (83013 ~ азо? д)))'* — ea; + ole?) 


в, =+ 2i /вщш(бу(т; = ада? 8;))'® -~ ео; + ole?) 


j = 1,2 
(8.3.5) 

于 是 对 s > 0, 球 S, 破裂 ,出 现 两 不 动 点 ,一 个 是 鞍点 Q = 
(0Q1,Q;), 男 一 个 是 螺旋 线 的 收缩 点 Р = (Pi,P;)。 它 们 分 别 具 有 
ЖКЖ o, Mo, 

引入 变 元 /=(1.) 

A = h- др?,Е = 1,2 
方程 (8.3.3) 可 写 为 
Ju = -2e[e (J, + 8102) + riv Ji + 8102050) 


b=- J+J) + 56 
V А + дуа? ; 


Jx =- 2eļla:( Jz + 82w?) + rav Jy + byw cos0,] 


CA 三 一 2(J J ) еж ысы in0; 
{+ + бүлү | 522 Е 
(8.3.6) 
为 了 描述 Q 点 的 稳定 流 形 附近 的 流 , 作 尺度 坐标 变换 
T = и 
(8.3.7) 


ДА = уу = Уе] = 1,2 
在 这 些 坐标 下 ,方程 (8.3.3) 可 写 为 
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je = = 20910810 + h) + г Võro? + ъўүсозб\] 


уг ; 
b = - 203 +j) + — sinl, 


Мба? + yji 


ja = -2 as( erw + эў) + г V ôw? + уўзсоз#›] 


уг R 
ba = - 20 + р) + ————=sin0; 
V дәш? + уз 
(8.3.8) 
il у=(/,81,/›,8›)' 
у = Y(y,v) (8.3.9) 
其 中 了 由 方程 (8.3.8) 所 确定 。 
不 动 点 0 的 坐标 为 办 = (Ca, o Oa, ,六 0)。 其 中 
№ =- зш V (ri = аө бк) + 007) 
— k= 1,2 
Vri- аад, 
0, = arctan EE оке — x + 002) 
Ü ако V Ôk 
在 (7 ) 处 线性 化 方程 (8.3.8), 记 了 =Y- 为 ,可 得 
ў = Ү(бу,,>)ў + 0092) 
YY 是 4x4 的 矩阵 
Cn 0 0 
A н -2 0 
0 0 -voat bu? + Зав, alba + у, ib, 
-2 0 2-5 тён? + Уай, удз + Pe, 
Y (ys,v) 的 特征 值 为 
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/Few А ТЕЕ 
М2 = 一 5100,10 = aña) 12 [95005 — 307205) — 
Lela + аз) + Ole?) (8.3.10) 


ро 
paa = ELCA ood) + 18208 - ała?) - 


Jelai + аз) + Ole?) (8.3.11) 


对 应 特征 向 量 分 别 为 eai(yj ,ex(y),es(y) 和 es(y)。 特 征 问 
量 光 滑 地 依赖 于 ,。 这 显示 了 Q = (Q1.02) 或 (%。 sYa ERRUR o 
从 正则 扰动 理论 和 稳定 流 形 定理 有 ,对 。 充分 小 ,存在 Q 的 
开 邻 域 , 它 与 s 无 关 , 使 得 Q 在 开 邻 域 U 中 的 稳定 流 形 为 v 的 光 
滑 函 数 。 因 此 局 部 稳定 流 形 的 部 分 能 用 参数 表示 为 
| = y. (s;x), 


5 = ехрб(А,т), А = (Cu ASA АЕ 1,2 
(8.3.12) 
Jali0<gs=s, =exp(hr、),s. 是 -一个 小 的 数 , 旦 与 es 无 关 。 为 了 
解 离开 Q 点 的 稳定 流 形 ,注意 到 Q H 00 = (Јо. ojo боо) 5, 
Juk = 0 


/3 aus 
Вор = arctan ` Fe „ m,k = 1,2 
ако др 


HI у ВС), (8.3.8) ЧЕГЕ 


jie =- 2001010 + гүш y 51соз0)) 
Ф = — 20 + јо) 
jar =- 2(а)дза? + rzw 3/8500) 
la = - 208 + j) 
的 0(v) 阶 扰动 。 因 此 ,引入 上 面 方程 组 的 能 鲁 
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Eib) = 7 (h + j)? = oldino + г У SsinO) 


E,(j,0.) = 0А + hY - о(85оз0ш + r V 8»вїп#») 


(8.3.13) 
其 中 曲线 Ere, &) = Er Cors Bor) (k = 1,2), НЕ AE 
流 形 。 用 Ch: yo (z) = (ya (z), ym(r)) 表 示 , 其 中 уу (т) = 
(ja(r), #ш(т))(#Ё=1,2). WEE то< г, , 则 从 正则 扰动 理 
论 可 得 ,对 то<т<т.,@ 点 的 稳定 流 形 为 
у = убт) + 0(») 
进而 ,用 C: 表示 对 应 rE (ro, o ) 稳 定 流 形 的 部 分 , C 可 用 参数 
E[0, so 表示 


у= y. (s,v) 
s = ехр(Ат) 
Hp y. E s 和， 的 光滑 函数 ,曲线 .为 O(v)BLB IR T yoo 
为 了 描述 С: 附近 的 流 ,我 们 用 类 似 文献 [4] 的 方法 ,引进 (m， 
5) 坐 标 ,其 中 т 表示 沿 C: 法 方向 距离 的 测度 。 在 (m,s) 坐 标 下 ， 
方程 组 (8.3.8) 可 写 为 
的 = a(s,r)m + O(m?) 


(8.3.14) 
з, = Аз + b(s,v)m + Olm?) 
其 中 m,a ЖЬ (5, v) ARARO < s < so。 这 些 坐 标 下 ,Ct 
对 应 于 m=0, 在 C: 上 流 为 
5. = Аѕ 

(ег, ез, ез, е4) Ещ Q EMC FD). 50 (8.3.10), (8.3.11) 
我 们 有 a(0,y)= р 

虽然 (m,s) 方 程 比 原来 方程 (8.3.8) 更 简单 ,但 仍 不 是 在 C: 
附近 描述 流 的 方程 , 原 内 是 在 s 的 方程 中 出 现 了 线性 项 6(s,v) 
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m。 为 此 , 令 
s= 9+ (ho + hin)m (8.3.15) 
其 中 常数 ho, hi 可 选取 为 
bo bi — hoa) 
GEEA ¿SEE R 
其 中 а= р+аз +0ls?),bo= bo+ bis + 0(52) 
作为 (m ,7) 的 方程 为 
т, = а(т,у)т + Olm?) 
l (8.3.16) 


т = àq + elq,y)m + О(т?) 
jJerBle(7,v)1 < col pIE С EOS зоо 
方程 (8.3.16) 的 优点 是 ,在 C: 上 , 即 т =0, А. 
7: = тоехр(Ат) 


ôm, = а, дт 
др. = 167 + c, дт 
它 和 在 Q 点 线性 化 方程 所 得 到 的 扩展 与 收缩 率 是 一 致 的 。 
8.3.2 S, 邻 域 的 方程 
为 了 研究 在 不 动 点 球 S. 邻 域 非 线 性 问题 的 动力 学 行为 ,我 
们 引入 新 的 坐标 (J,9, 了 /) ,其 中 J 为 在 平面 上 II, ES, 的 距离 测 
度 ,9 ÈS, EKHAR, HI, 的 正 交 补 。 首 先 设 q 可 写 为 
q = lolt) + f(x,t) Jexpidi(1), k = 1,2 (8.3.17) 
其 中 :ex 和 ЖЕЩП, БАЕФ: f€ ПІ, f 的 空间 均值 为 零 。 
用 (… ) 表 一 个 周期 上 的 空间 均值 。 对 。= 0, 流 12 模 是 运动 常数 ， 
因此 用 L RE olk =1 ale 


af 1] 2х т 2 + 
Rs A 0х = pi + (fo, k=1,2 (8.3.18) 
因 5 对 应 于 7= 万 + 五 = w?。 为 方便 引入 变量 
J = hw, k = 1,2 (8.3.19) 
在 这 些 变 元 下 ,我 们 将 得 到 关于 (J ,9,/) 变 元 的 方程 。 
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首先 , 式 (8.3.1) x 51 作 《) 运 算 并 取 虚 部 ,有 


1 dh / У 
эф T ва (еї + fif1)) -eBay ~ eripicos0, 


Ж osy Л + до 5) A 
Ju =- 26010 + буш?) — 2er, V Ji + бүш?совб + 
2eB ЛЛ, — 2єгүрусовбу + 2er V J, + iazeosg = 
= 2elail ЛД + rw?) + rv Ji + êlo cosh] + 
AJ f) (8.3.20) 
AiO Л) =2[ri V Ji + Siw cosh, — rioieos0,] — 
2R 六 = ОПЛ) 
对 小 的 Ji 和 万, 注意 到 


фи = [Ою + fu) + ilp, + Л) 01, ]е® 
替换 方程 (8.3.1) ,有 
ilou + Де” - (бо, + Л) де = реб + 
2[(о + fie + Л) + (е + А) (о + 5) — 
в?}(ю + Л)е ~ [а (о + fie + 
В.В (о + Л) е + т] (8.3.21) 
式 (8.3.21)"exp( - 褒 |) 并 取 (*) 运 算 , 我 们 有 
ion = обы = [9] + (P) ЕБ -lo + Í 
20 (f, + ЛОЛУ + KSDS + 
20000 + fx) f) + 2(6,f,f,) - 
(ауру + пе) (8.3.22) 1 
对 上 面 方程 取 实 部 ,有 


0, =- 203+ Љ) + ling Е 2ке АЛЛ) + 


01 
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CPP + бл + ЛОЛ) + ox (fs + РӘ) = 


Er, 


-2‹ + J) + тл 


V J) + дү" 


其 中 /= (CA 有)， 


ёгі 


Aai bf) = о sinó, и 


у J + дуа? 


заб + А.(Л,01,7) 


(8.3.23) 


sin, 一 2 Ае (АЛЛ) + 
pı 


afafa? + ол fOO + p. (fo + ffol = О) 


最 后 , 式 (8.3.21) x expl - i01) — 26(8.3.22) 


取 虚 部 ,有 


ifa -Aibu = Л + po fr + f) + ff. САА) + 
об + fo) + ff- SAD] +2[е + 05 w+ 
Л + f) + ffi + aha + fs) + f.fa]f - 
aA + fu) f? - СААЛ) - 2oX(( + fx) f) - 


(АРЛ) — ilafi + B. Bf.) 
用 2,, 蔡 换 上 方程 ,我 们 得 到 
ifu = fu] = ilafi + RBA) + 2( + дүш 


2 


«ЛАСЛА + Л) + 20—100 + Р) + 2о\\ АЛ - (АА) = 
(f) + АЉ) * [Л +h- АЛ) = (fo) + 


АЛ + ААЛ + 26 (fi + ЛЛ) + 


20; hfi + РЈ) < 2064 + fif1) - 2р0 + f-f) Б 


ААА) + РА) + а 


(Ji + БЛА + As Dfi 


而 ,有 
ifa = Л + УЛ + QU) + Ах) (8.3.24) 
其 中 
Lifi = Лу = lafi + BBA +28 lh + /1)) 
ө 
ҮЛ = 2л + fx) + еш. -fi + 2010305 + fa) 
v Ji + бш" 


GN 4a (ff, - ЛЗ) + 20 (fi - (fD) + 
2p (fs = PP) + 2005 - (ff1)) + 265( ff, - 
(ff) = 0af) 
АЗС) AAA - (f) + А» - (ААА - 
UAE + fi) -KAASO - 2\55) + 


AJo 0 ЭЛ = OF +h) 
类 似 上 面 计算 ,可 得 方程 组 (8.3.1) 的 第 二 个 方程 的 ( 记 ,0,, 户 ) 表 
ж. ТЉ (8.3.0) У 


Ju =-2e[a (Ji + 102) + rv + дра? 8020501] + 


eA1(J1,01,7) 
0. =-2(/ + h) + ra + AJ Daf) 


ifu = lifi + Vifi + 0300) + Asl 11,01,f) 
Ja =- 2е[0,(0 + 00?) + г» V 7» + 82w cosh] + 
єВ.(Љ,0,,7) 


Ег» 


0, = - 203 + J>) + ЕСЕ ѕ1п0 + Bal J,. 9, Р) 


V dJi + душ 


ifa = Lad + Уз» + 0307) + Bal ,02,f) 


(8.3.25) 


其 中 L, = fa - (о + Bbh) +20020 + fa) 
V... =2J.( f, +5) t pA +); 

ХЛ. ЛО = 1,.2)# 0 的 充分 小 的 一 个 邻 域内 ,方程 (8.3.25) 可 看 
Ж (8.3.6)йй—11{Й®й„ A, B.(j=1,2,3)28 0 的 2x 周期 函数 ， 
具有 阶 数 

А,(Л,0,,7,е) = Olf) 

As( J1.01,f,e) = oP) 

A Jib fre) = 0(J + f) 

B.(J..0,.f.e) = O(ef°) 

B,(J..0,.f,e) = OP) 

B,(J..0..f.e) = OUP + P) 
其 中 (k=1,2),f 为 小 量 。 

点 Q 为 式 (8.3.25) 的 临界 点 ,为 了 构造 在 Q 点 的 同 宿 轨道 ， 
必须 估计 Q 点 局 部 稳定 流 形 的 大 小 , 变 元 ( ,9) 的 大 小 是 由 稳定 
流 形 和 常数 平面 H. 的 交 С; 所 决定 。 为 估计 上 的 大 小 ,必须 利用 
方程 (8.3.25) ,但 在 该 方程 组 中 出 现 了 具有 麻烦 性 质 的 平方 项 
Q, (/) ,为 此 必须 利用 规范 形变 换 。 

3 类似 文 献 14] 的 讨论 ,我 们 得 到 如 下 命题 。 
命题 8.3.2 存在 一 个 接近 于 恒 等 的 平方 型 映照 式 , 它 将 方 


程 
р = fin + 262( f, + f.) + 00307) 
{д = foan + 202 (> + fo) + oS) 
变换 为 具有 立方 非 线 性 的 方程 
idg1 = Zi + 2w (gt + BI) + O( g?) 
idg = gon + 2w(g2 + B2) + Olg) 
其 中 а= у K(f, 了 ),K(f, 了 ) 是 双 线 性 映射 ,f= Urf) я = (а, 
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82) 
利用 (了 ,9,g) 坐 标 ,在 S. 附近 可 得 方程 
Л, = = 2:010 + ôw) + пул + бе? cos] $ 
Ni 6,6,6) 


0, = - 203 + Љ) + -— sina, + 


V Ji + дуа 
NJi 61.6.8) 
igu = Ligi + Vigi + МОЛ, 01,8.) 
Ju =- 2е[а( + 8а?) + гә РЕЗ Bzw cosa] + 
ОТ, 
б, = - 20 + Jh) + 240, + 
УЛ + дза? 


Naab, 6,6) 


ign = Laga + Уво + Nal J2, 0,8,6) 
(8.3.26) 

HP МОЛ, 01,26) = О(єд") 

МС ,61,6,е) = 00) 

МЛ, boge) = О(Ла + ер + g) 

МС, 0..6) = Oleg’) 

№03, 62,8.) = Об”) 

Ку Ь.б», а) = О( g +eg + g?) 

为 了 在 5, 邻 域 考虑 实 的 流 形 , 引 人 实 坐标 系 
u, = (Regi Img)", k = 1,2 

HI и=(и,и;)!. а= (аа). 为 此 .上 面 方程 可 写 为 
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J, =- 2e[a( J + да?) + Rv] + Qo? cos] + 
Ki(J,0,u,e) 
0 = 2С] + eR Ey KE,0,u,e) 2 
V J + бш 
u, = Ми + Va + KJ, 0,u,6) 
其 中 K, ЖН ЛЕНЕ, R. 
J = (А,Ь)! 


(J + w) cost = (СД + Hw) cos, (Ja + Sw) 2 cos0a)" 


(J + ĉa?) sin = ((J, + 0102) 1280,0 + буш?) sinb)" 


al 0 r 0 L 1 
| ыд" ше] | 
0 а 0 r 1] 


L. = Jan - el P + GÈ) -4w H 


R 


V, = – 4JIS + elg(J,8)] - 4рүр;К 
其 中 
ogi 2 “G a 1 0 0 
А -1 0 0 0 0 a 0 0 
J= Р = 
0 0 0 1 0 0 oa 0 
0 0-10 L ооо 
га 1 0 0 [0 0 0 0 
0 8 0 O ô ооо 
G = ， H= 
0 ов 0 0 0 0 0 
Lo 0 0 % 0 
0000 r0 0 0 0 
1000 0010 
5 = i К = 
0000 0000 
Lo 01 0 [1000 
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1000 

отоо 
I = 

0010 

0001 


607.0) = [risin0,( Ji + 6io2) 2,risingl( J) + 812), 


rzsing2( Ja + 2w)! ‚г›зїпӨ›( J + буш] 


pr=V + дой, — ps = V J: + dw 


8.3.3 局 部 不 变 流 形 的 存在 性 
在 S. 邻 域 ,方程 (8.3.27) 可 作为 如 下 线性 方程 组 的 扰动 


Ј = 0 
0, = - 2С] (8.3.28) 
рт: La 


为 了 研究 非 线性 问题 式 (8.3.27) 解 的 局 部 性 态 ,我 们 必须 分 
析 算 子 L 的 谱 性 质 。 考 虑 特征 值 问题 , Le = he, 利用 Fourier 分 
析 ,可 将 特征 值 À 的 平方 表示 : 
[А + edi(kY + (2 ~ 40281)] 
[CA + eds(k))2 + KPK — 44?8д,)] = 0 


于 是 MD = -ed (k) + ik yk - 4629. АО = — edy (k) + ik 
УИ 4620, ,其 中 有 下 =1,2,3,…, 且 


di(k) = 


к k < K, К 12 
i=l, 


Qis k > K, 


= 


表示 D 的 符号 ,K 为 其 个 正 数 。 因 w€( 方 ,1), 则 对 k=1 有 
Oisu = +01 - єй, (1) 
об, = + 05 – eda(1) (8.3.29) 


B = m Ж, 
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о; = у 4020; -l,i =: 12 
当 。=0, 对 应 于 特征 值 ois AIRERA ei ЖП е, 
e, = (el use u) = еа И Ж-01515 ж сз)'соѕх 
(8.3.30) 
х2, ИНАЯ N, RA ВЗ р 
А = + iQ) — sd (k) 
(8.3.31) 


AP =+021-є4,(®) 
其 中 0 = k V 4626 > 0, = k Л 4628, > 0。u REF 
平均 值 , 可 用 特征 基 表 示 
и(х) = ves( x) + ue,(x) + vola) (8.3.32) 
这 里 v Mo, 都 是 实 标量 , 且 
vo( x) € [span(xw.,e,,e,)]+ 
作为 这 些 变 元 ,线性 方程 (8.3.28) 分 开 写 为 


=0 

0, = 2С] 

Vut = бищ (8.3.33) 
Da == ой, 

vo = Lao 


于 是 可 看 到 ,对 є = 0, 线 性 方程 组 具有 一 个 不 稳定 方向 (eu )， 
一 个 稳定 方向 (e,) 和 无 穷 多 中 心 方向 (J,6,zo) ,利用 这 些 中 心 变 
元 v. = (J,9,v0) ,方程 (8.3.33) 可 写 为 


A 
Vu, = Gu, 


Vs, = — бё, (8.3.34) 


ос. = Аъ. 
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其 中 4 由 方程 (8.3.33) 所 定义 ， 

在 S, 的 6 邻 域 , 非 线性 方程 (8.3.27) 可 看 做 线性 方程 
(8.3.28) 的 扰动 . Ч е= 0 时 ,在 该 线性 方程 的 流下 5, 具有 二 维 
稳定 和 不 稳定 的 流 形 和 具有 余 维 数 4 的 中 心 流 形 。 我 们 集中 注意 
力 于 中 心 流 形 产 (5,), 以 及 中 心 稳定 流 形 E (5,) 和 中 心 不 稳 定 
流 形 E*( 5,): 


Е°(5,) = врап| e, {+ 

E%(S,) = span|e,| ` 

ES(S,) = spanje, ett 

对 s>0, 我 们 将 证 明 在 s. 的 一 邻 域内 ,不 变 流 形 的 不 变性 ， 
为 此 ,我 们 局 部 化 方程 (8.3.27)。 给 定 一 个 充分 大 的 整数 по, о 
= а/п, а 是 一 个 常数 ,与 无关。 引入 局 部 化 函数 p: 
pR В, (s) = ф(з/о) 

其 中 ¿€ C” ,满足 


1, sigl 
жю = (0) 15122 
我 们 将 局 部 化 函数 作用 在 方程 (8.3.27) 中 
J, =—2є[а(„ + ow?) + RVJ, + басов] + 
Ki(J,,0,us,e) 


b, = - 2CJ, + eR(J, + до?) Psin + Ks( Je, 0, uo,e) 
ш = La + [Vu + К(Ј,,0,и,,)) 
(8.3.35) 
其 中 对 任何 变量 s, Н s, = sw(sxc) 代 蔡 。 在 方程 (8.3.35) 中 的 一 
切 非 线性 项 或 者 乘 上 е 或 者 至 少 含有 (J, 4) 的 平方 项 , 落 在 原点 
О о 领域 中 ,因此 方程 (8.3.35) 具 有 整体 Lipschitz 常数 , 它 的 阶 
为 О(є +0): 
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Ф к= (оо), Я А 由 式 (8.3.34) 所 定义 ,可 写 式 
(8.3.35) 为 


ba = Ota + Rolvse) 
va =~ ow, + R (vie) (8.3.36) 
ba = Av, + Re(v;e) 
H Row, e) RENER Olo + e) 阶 。 
我 们 将 证 明 局 部 化 方程 具有 C 不 变 流 形 ,对 于 原来 方程 ,这 
些 流 形 在 5, 的 o 领域 中 是 局 部 不 变 的 。 
定理 8.3.3 存在 S, 的 一 个 o 领域 U,,eo(o) > 0 和 整数 1 > 


3, 使 得 ye E10,e0) ,方程 组 (8.3.27) 具 有 余 维 数 为 2 的 在 U, 中 
的 局 部 不 变 流 形 


= lv € Hi,v, = hv,, ve)! (8.3.37) 
其 中 函数 hE C1, 对 9 为 20 的 周期 的 ,更 进一步 , 当 e = 0 Bf, We 
沿 So 的 切线 和 有 相交 。 
类 似 地 ,具有 局 部 不 变 流 形 
Wt = jo € Н!,ь, = һ,(э„,ъ:є)! (8.3.38) 
其 中 函数 h,€ C', 对 9 为 2x 的 周期 的 ,对 e = 0， W 沿 5„ 的 切线 
和 ЕҢ. 
TRER 4 的 慢 流 形 M, 的 存在 性 有 
推论 8.3.4 设 M, 表示 交集 
М. = Wë N ЮР 
则 M. 为 余 维 数 为 4 的 在 U, 中 的 不 变 流 形 
М. = iv € Н, о, = hovese),v, = he(v.se)!(8.3.39) 
其 中 函数 h; С С',0 为 2r 周 期 的 ,对 se = 0, M, WS, ЫЛЕ" 相 
交 。 
附注 :在 М, 上 的 流 由 以 下 方程 给 定 


> 
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А о=-2є[е( + да?) + R], + ôw cos] + 
К,(Ј,,0.00,56) 
0, = = 2С], + eR(J, + 802) іп + Ks( Js,0, 70:6) 
vor = Lao + [Voor + Ka( J,,0, горе) } 
(8.3.40) 
其 中 ,如 前 所 述 ,对 任意 变量 s.s, = sy(s/o),K 是 KK 在 M 上 的 限 
制 。 


方程 (8.3.40) 可 写成 积分 方程 形式 ,定理 8.3.2 的 证 明 是 对 
积分 方程 应 用 不 动 点 原理 ,详细 过 程 可 从 文献 [4] 发 现 。 在 此 不 作 
由 于 线性 问题 具有 小 的 增长 率 , 同 宿 轨道 的 整体 结构 1 &€ 
( - mw,o ) 是 -个 奇异 摄 动 的 问题 。 在 有 限 维 情况 , Fenichel 引进 
了 不 变 流 形 的 纤维 表示 ,这 种 纤维 关于 е 若干 次 可 微 ,因而 对 奇异 
摄 动 的 计算 是 很 有 用 的 。 在 无 限 维 情况 ,我们 用 分 析 运 近 的 方法 ， 
给 出 不 变 流 形 的 纤维 表示 。 其 结果 可 由 下 面 定理 描述 。 
定理 8.3.5 对 一 切 e€[0,e0],C! RÉ We 具有 C! 坐标 系 
s = & 8 El- &,] 
ve = f'l Ebe) E Є Е 
使 得 子 流 形 М. 对 应 于 & =0,{Е We 上 的 流 具 有 不 耦合 的 形式 
Ë, = [at + Г°(&„,&;є)]& 
Ë = Аё + SCEE) 
Жей е, г", S 和 它们 的 导数 为 0(e +o) 阶 。 类 似 的 结果 对 W 成 
立 。 纤 维 存在 性 定理 的 证 明 可 参考 文献 [4,11]。 
下 面 考虑 在 M, 中 0 点 的 稳定 流 形 。 


| гү т ы етану Г = 
对 СЕ МЫ Q 是 定常 的 ,可 用 (J,9,u) 表 
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мачтага 
Е 
3 _ |+ Ole?) 
У отд) 
vri- 21029) 
агай === 
И ало уд) [7] Ole) 
= l- + Обе 
bag М r3 — aw 05 Е 
arctan 2 
азо ү 
и = 0 
在 @ 点 线性 化 方程 (8.3.35) ,可 得 Q 为 鞍点 ,具有 四 维 不 稳定 流 


和 余 维 数 为 4 的 稳定 流 形 。 不 稳定 流 形 沿 着 曲线 cu 和 常数 平 
ШЖ, We 沿 着 曲线 和 zw 方向 相 切 。 在 0 点 的 稳定 流 形 沿 着 曲 
RC ЖП, 相交 。 因 此 交集 M. 是 余 维 数 为 2 的 子 流 形 。 我 们 关 
心肌 = W'(Q) [1 M, 的 尺寸 。 

REFE N 上 Q 点 的 稳定 流 形 可 表示 为 

C= іу = (3,0) 1у = y.(s,v)| 

Ж = /eB у. = (уз. ,y2; ) 由 方程 (8.3.12) 给 出 。 
++ = Yis ,0..,n.) 
Oar = Y,(j. 0...) 


其 中 s = ехр(Ат). ТЕ М, 上 的 流 由 方程 (8.3.40) 中 的 (J,0,vo) 表 
示 , 其 中 J= у: 


j = »у1(30,0) + Ку, 0, uo; y) 
0, = ууз(3,0,2) + KaG, 0, оозу) (8.3.41) 

vor = Levo + Vao + Kalj, 0, воз) 
为 了 估计 W= PNM BJ S F, A AFH П, 上 的 坐标 
(7,m)。 作 为 这 些 变 量 ,在 М, 上 的 流 在 C: 的 邻 域 可 用 如 下 方程 
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给 定 : 
т, = уа(,у)т + Olym + tü) 
т = Aq + осу) т + O( vm? + v) (8.3.42) 
vor = Levo + Viro + O(vm2 + sü + vmvo) 
这 里 a,c 为 (7,*) 的 光滑 函数 。 
现在 来 构造 含有 C 的 在 Q 点 的 稳定 流 形 ,在 C: 上 
ns (tv) = poexpL mt] 
HP O< mo< so,1>0。 引 入 变 元 
у = 7- n. (t.u) 
方程 (8.3.42) 能 写成 
т, = va, (t,v,Bo)m + К. (2, т, У, 00.) 
r = àr + УС, (в, Boy + Ка, т, Y, vov) 
vor = Levo + У. (1. bo) vo + Kast т, Y, vosy) 
(8.3.43) 
其 中 V, =-4hjs(s,v)S +021600. ,0.)7 - 40.0 К 


> 


к= Olm? – уу? + тр) 


x2= Olym? + vy? + ъд) 


> 


Kie Olim? + vy? + иб + 0) 


方程 (8.3.43) 的 线性 部 分 由 耦合 ODE 和 PDE 组 成 ,其 系数 依赖 于 


to 


ODE 估计 。ODE 的 基本 解 由 2x2 矩阵 组 成 
A.(t,s, Dov) 0 | 
T(t,s, hoy) expl M(t — s)] 


ГЕ 
А, (2,5, mo. u) = exp( | vads!) 


P. (tss, Wor) = ›|`ехрї и - 5!)]с„(5\)А.(5!,5)45! 


为 估计 A. ,注意 到 a , 可 写 为 
a, =p+ā 
Га |= Cyoexpl vàt] < Csoexp[ vàt] 
其 中 j 给 定 在 式 (8.3.10) 中 ,由 此 可 得 4 ,的 如 下 估计 (+,s>0); 
Ciexpl uult - s)] < А, < Crexpl yu(t - s)] 
其 中 C, C; 是 常数 ,与 е 无 关 , 我 们 回忆 
lcs Ге Csiexp[2mr] 


由 此 推出 1 P. |< G, | [ерл = sl) +2535! + pls’ - 


5)])4з! 1% 
H А+д=-2в›+0(›»”)<0 


可 得 上 面积 分 的 有 界 性 : 
Гі &lt-slepbàlt-s)], Vi,s > 0 
eh c 与 e 无 关 。 


PDE 估计 。 为 了 估计 PDE 基本 解 的 增长 率 , 为 方便 计 , 用 线 
性 算 子 的 Fourier 系数 来 表示 Z( k); 


- d (k) =Ë +e 0 0 
Rl Е -481а2 -4J, i-i ~- edi(k) - 40102 0 
0 0 = edal k) - + р) 
- 40102 0 82-4050 - 4], -es -eds(h) 
其 中 pe Ban... goana, 
J. i+ душ? Jart да? 


Pip2 = J. i + wV J> + да? 
HJ. =. (i= 1,2),ËE ерм) у, (Е) ға (= 1,2) 
的 光滑 函数 。 这 里 k=2,3, ЖТ ИОРАН, Е® 
[CA + edi)? + (K + 40162 +4]. + єрү)(&? — єрү)] 
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[(А + edz)? + (K? +4830? + AJ. + ep2)( - єр;)] = 


16(pip2) (k? = єрү)(%” — ep2) 
我 们 假设 s > 0 充分 小 使 得 D.( k) > 0 
UC 4 对 角 化 


(i= 1,2), 就 能 用 


1 1 NIQ NQ. 
-M, М, N. М, 
k) = SPR 
к) 20 №0: 1 1 
№ N - М M 
iD) ү ЗС. p A £ —, 
其 中 а н l as~ a; + iD;' ! a- a- iD; 
- (k? -ep) ~ _ - (k - sp) 
Q = = Pi Ора 


a- a- Ш 
ai=ed;i(k) (i=1,2), 


p= say + даду Јо + 80? 


iD, 


a- a; + iD; ` 


М; = 


= (0-р) 2 _ = (K - sp) 
a-a- iD, 


A= ОАО, A = diag( Ау, А). ЕЖА U 为 空间 [span id, eu» 
e111 的 有 界 算 子 。 如 果 作 m 到 o 的 变 元 变换 ,其 中 bo = U (k) 


(k) ,可 得 
ñ (k) = Аф(Е) 一 UU (k) зн) 
JL 0-10, 是 有 界 的 : 
ITU, le © ерд) 
其 中 C 与 6,k 无关。 
事实 上 , 令 
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1 1 мо, МО, 
Е = ‚ B- 
- М, М, N. N. 
№0 №0, 1 1 . 0 0 
C= Ер ‚РЭ = „ Е = | Q А | 
№ N; -M M, = Му М, 


| 


v=|. 
C D 


ç dm. | iD, ] iD (2 — epi) + їРүєр' 
мү. 2 a i 
(А2 — epi) 


9 Js d 
рі = СЕ Ы J = vAexp[ vàt] + 2. 


| р\ {= суехр[ vAt ] 
' 1 
Di = PD, epi( k? – 40192 -4J. = epi) — 
(° — еру) (J. + ep1)] 


Ja = SH n Huds дыш) 
1 J. 1< Crexp[wz] 
Җир А = шахі ТА 1, ТАЗЕ, ЗИВ 3) 
и С ы) 
1 ем) 
Э Ё НАЗЕ, ВТ, ТЕТ, Ао 
РАО Шей T С) ород) 
从 方程 (8.3.44) ,我 们 得 到 积分 方程 


(K) = FUs aa 有 -| 有 De(Dds 
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其 中 К(ї‚,5;Ё) = exp( 
对 zs>0 
| F(r,s;k) Is С(8)ехр[ ~ ed(k)(t — 5)! 
d(k) = maxi dilk), (0)! 
进而 ,我 们 有 
(к) |< С(ё)ехр[— 4С) (2 = з) i olk) 1+ 


A(r)de) 


pel- edl k(t 一 s' )exp[ was! ] lê | (k) | ds 


cwl 
由 于 和 <0, 这 意味 着 对 (> s> 048 
| ф (К) |< С(ё)ехр[— ed(k)(t 一 5) l Фок) i+ 


ОЕ гак) 1 ds 

用 Gronwall's 不 等 式 有 
| (k) ie C(ó)exp[ - ed(k)lt – 5) 11 0006) 1, Yyt>s>0 
BJE, Ш Ul, х) вл PDE 的 基本 解 , 则 有 

LUC, svol n = С(ё)ехр[— ealt - s) 11 г» n 

dlk) > a = maxia, о)! 

定理 8.3.6 在 0 点 存在 MM hi СЇ 的 局 部 稳定 流 形 。 能 

(7. vio) RR 


W = i(m,n.so):m = (00)! 
其 中 ELO, sol, || roil СТО, г). B 709,0) =0,1ті< G: 
定理 的 证 明 类 似 文 献 [4] 中 定理 5.5。 在 此 略 去 。 
8.3.4 无 扰动 系统 的 同 宿 轨 道 
为 证 明 扰动 系统 (8.3.1) 的 同 宿 轨道 不 变性 ,我 们 需 用 孤立 子 
理论 中 Hirota 双 线 性 方法 先头 得 末 扰 动 系统 的 同 宿 轨 。 
4 e =0 时 ,系统 (8.3.1) 写 为 
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ү” = qia +2119 2 +14 2 wg 


igu = фе +211415°+1 g l- olg Rae 
易 看 出 系统 (8.3.45) 有 一 简单 平面 波 解 (qo ,go ): 
| да = суе 2а атан] = сес 
do = сре Dither = ezer) 
ë 
qi = ісце 
| z 20 eat (8.3.46) 
其 中 c ,cs 是 常数 ,01,0; 是 复 函 数 
将 式 (8.3.46) 代 信 式 (8.3.45), 有 
#01. = Qin + 2001 + с) 0; - 216.1 Qi l? + 
ei Qll = 0 
105, - Оо. + 207 + с3) 0 – 20,1 09,12 + е 
со 1 0 12]0 = 0 


引进 变量 变换 
Qi = G/F, 0 = H/F 


其 中 C,H ERRI, FEKRR. RA8.3.45) TEH FINRA 
性 型 


(iD, - D1)G F = AG F 

(iD, ~ D2)H : F = АН. F 

D(F F) + (2, Q) F2 _ АЁ? = зш) 
200266° + єїНН*) 

其 中 А 为 一 待定 常数 。Hirota 双 线 性 算 子 DD? 被 定义 为 

DibDra(x,t)b(x,1) = (9, — д„)"(д, — д„)”"а(х„)Ь(' t) 1 


хак 
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ны 2(h+2 
C=1+ (b em Ун bze ipx уей+у + bye и+2у 


H = 1+ (Бе? + bse ™)e® + beet? (8.3.49) 


ў =й 2{}+2 
Е =1+ bi( ei: + 放 ix) ety + һе н+2у 


其 中 b, к bs 是 复数 ,p,0 ,by, bs 是 实数 。 
将 式 (8.3.49) 代 入 式 (8.3.48), 导 出 下 面 常数 关系 式 : 


A = 0 
Dep 
bi = b = b, = bs = агу (8.3.50) 
by = „= СУ? (8.3.51) 
+р 
4 2 
бе е: (8.3.52) 
В = Ple? + єз) - p] (8.3.53) 
进而 ,系统 (8.3.45) 有 同 宿 解 
У 1 + b, st +e rye 7 E. bs е??? 
41 = се ү ble ipx -nr ety + bg e20r+27 
(8.3.54) 
PUR 1+ bale" + eT уеду $ be е20:+2У 
Чут 1 + br(ew +е-#)ей+? + bg «201+27 
(8.3.55) 
HOP bi~ bgp Q 满足 式 (8.3.50) ~ (8.3.53) ШЖ р <4(сї 
+3) ,我 们 选择 N > 0. 


由 式 (8.3.54) 和 式 (8.3.55) 给 出 的 解 表 示 系 统 式 (8.3. 征 ) 的 
ШИ: ДЕ 


这 是 因为 , 当 ! 一- оо, gice Hn ,gy we eO), 
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2 
м a MEF 9 0-р Т 
де: усу: æ if, gice 90:0 йж 929 сзе БОП + SE 


20р Е 
们 具有 -2е 的 相位 差 ,其 中 tnp = кў 


-0 

8.3.5 回 宿 轨道 的 不 变性 

本 节 ,我 们 用 局 部 不 变 流 形 和 未 扰动 系统 的 同 宿 轨 去 构造 鞍 
点 Q 的 间 宿 轨道 。 论 证 分 两 步 , 即 第 一 测试 和 第 二 测度 。 在 第 一 
测度 里 ,我 们 构造 一 个 距离 函数 A, 它 的 零点 对 应 于 这 样 的 轨道 ， 
即 不 在 常 值 平 面 I. 中 ,于 反 向 时 间 (1-> - %) 趋 于 鞍点 0 ,而 在 正 
НЕ] (2 + © ) 趋 于 M.。 第 二 测试 也 构造 一 个 函数 d, EWF 
点 对 应 于 第 一 测度 中 所 得 到 轨道 之 一 和 纤维 相交 ,纤维 的 基点 在 
Q 点 的 稳定 流 形 之 中 。 因 此 ,从 纤维 的 定义 ,A 和 4d 同时 为 零 , 保 
证 了 0 点 同 宿 轨道 的 存在 性 。 

1. 第 一 (Meinikov) 测 度 


扰动 CNLS 方程 具有 形式 
qx = iDH,(g;) + eG;(q;),j = 1,2 (8.3.56) 
2л 
Жн (и Рад, [GI q Plg PY -oC q l? 
+1 q 12) {ах 
DH; =- qa = 21112 +l g 2 ®°]ф.у = 1,2 
j I Е Ва 4 (8.3.57) 
604) =- aq; + BBa- т.ј = 1,2 


论证 从 0 的 稳定 流 形 本 (0) 开 始 , ПСО) ЕВО 2. EE 
II IL, c M, 里 有 一 个 慢 方向 , Q 的 不 稳定 流 形 为 曲线 ct , 它 由 能 量 
式 (8.3.13) 控 制 ,曲线 C 位 于 不 动 点 圆 C。 的 附近 , 且 可 视 为 整个 
圆 的 一 个 图 。 即 曲线 Се 能 通过 一 个 角度 0, 参数 化 。 

因为 (0) We 的 子 流 形 。 则 

WW(Q) = a IFC) 

其 中 кеже жй». gs 的 不 稳定 纤维 特别 地 ,我 们 在 
曲线 C: 上 国定 一 个 基点 q (对 应 角度 % ) ,考虑 有 同一 基点 的 两 
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个 不 同 的 不 稳定 纤维 一 一 扰动 纤维 F. ( :< ) 和 与 它 要 邻 的 未 扰 
动 纤维 成 (' ;0)。 国 定 一 个 小 的 正 数 8, 沿 着 这 两 条 纤维 ,我 们 定 
义 扰动 和 未 扰动 的 “脱离 点 ” : gq. (0) = Fs (6;e) 和 和 g,(0)= Fa (8; 
0) ,它们 都 是 基点 9%( 对 应 角度 9) 的 函数 。 接 下 来 ,我 们 考虑 初 
始点 在 “脱离 点 "的 两 条 轨道 qM q (i). El g;(1) 是 未 扰动 系 
统 的 同 宿 轨 ,肯定 在 前 向 时 间 趋 于 I.。 另 外 ,轨道 g.(7) 是 扰动 系 
统 的 一 个 解 。 我 们 的 目的 是 确定 是 否 可 选择 “脱离 角度 "6, 使 保 
ШЕ qet) М, C t e). 

由 式 (8.3.54) (8.3.55) FP gp (1) 的 显示 表达 式 可 知 ,存在 
一 个 时 间 T. (6), 使 得 Y i> T. ,有 ditl (1). e)s ТЕ Т, 
go = q(T ),g = q(T.) 

由 有 限时 间 扰 动 理 论 知 ,这 个 "着陆 "点 有 一 个 0(e) 阶 的 距 
离 。 因 r= + e q > Ш go€ Р. RWA RAHE 0, h q € 


з 
є о 


流 形 те 是 余 维 数 2 的 且 与 И 有 0(s) 阶 距离 。 我 们 定义 
А = (DH(qo),qi — 4.) 
其 中 DH(: ) 由 式 (8.3.57) 给 出 。 
作为 ф 与 4; 之 间 的 距离 测度 ,这 里 g, RRA q W Wo E 
点 до 处 法 方向 的 直线 与 е 的 交点 。 
为 计算 A ,定义 轨道 
q(t) +q (t + T.) 
ыб) = q (t +T), t <0 
类 似 地 ,对 :>0, 定 义 员 (0 为 扰动 问题 关于 初 值 g, 的 解 。 并 
把 q. (7) 的 定义 扩展 到 El- о, + о), 
由 此 ,我 们 引入 距离 测度 
А” (и) = (DH(q.(t)),q.(1) ~ 9:(1)), í <0 
At (t) = (DH(q.(t)),q,(t) – 4.00), 1>0 
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А = A (0) - At (0) 
XIV C Hl. 


к 
(DH{ д). v) = - ке 2 Las +2019 [Pi 
21 


19 12 a а?) а]8Чх 
同 有 限 维 的 情形 一 样 :1 ,通过 微分 A- (4) 和 A+(1), 能 让 我 
们 借助 于 Melnikov 积分 来 估计 距离 A。 
命题 8.3.7 Вад 给 定 为 


А = ef CDH, 0), CU ()))dt + Olè) 
命题 的 详细 证 明 可 参考 文献 [4] 。 
Ж qo 表示 本 扰动 系统 同 宿 到 不 动 点 圆 Co 的 同 宿 轨道 , 则 它 
与 同 宿 轨 q (4) 有 -一 个 Ve 的 距离 。 利 用 G 的 显 式 并 借助 于 gq,(1) 
得 到 : 
推论 8.3.8 距离 A; 关于 e 的 表达 式 如 下 
A= еМ(а;, Bsr O07) + 0O(e32) 


Mk(a.B.5.0,) = |” CDH) Gg (dt = 


- [a M, + BM; + rMo] 


My =| _(DH(q.(0).q. (008 = 


mS 


> 
-Re | дд(.д)дд\,8д)йхйг = 


i 
ojRe| a i? da tG lt хаг 


2л 


б 199401 I go Ddxd! 


Му =- Re | 
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Mo =- Re| 2л (даба, 0004: = 


- 2х Ке (да+ %,0;) – qal- ®,8,)) = 
- 2ло (іп; – sin( 0; ~ 2ф)) 


1 + biletat + еб уебы+? + breat? 
qa = 1+ bale? 7 eT Po yeft+ 7 ~ bpe? +27 
í 2с š 
ое 26). }=1,2 
2 
ia 0 
0 = оз 3 
po — 00 


О =рЇ4( + 02) — рі], wl + шз = о 


bis bz, b7, bs 满足 式 (8.3.54) ~ 式 (8.3.55)。 
Маэ о, q EE ае – 200 的 相位 差 。 假 如 
My, My Moz- DETE, MRAZ 
M;l ajs В 7.03) = aM; + BMy+ УМ =0 (8.3.58) 
有 非 退 化 零点 。 这 意味 着 ,我 们 下 选择 参数 ,使 得 A = A, + A; = 
0, 即 
q = q, € ШЇ 

2. 第 二 测度 

我 们 可 以 选择 “脱离 " 角 0, 使 “着 陆 " 点 4 € е, АПШ ДОЙ 
q ÉF М, 但 不 知道 它 是 否 趋 于 鞍点 G0。 为 保 还 (т) Р] 
@ 点 ,必须 实施 第 二 测度 。 

在 第 二 测度 里 ,我 们 使 用 Fenichel 纤维 进行 打靶 论证 。 当 W° 
(0;) 作 为 全 空间 的 子 流 形 时 ,其 余 维 数 为 4, 而 作为 we 的 子 流 
形 , 余 维 数 为 2。 

我 们 用 gi, 和 go. 分 曾 表示 扰动 和 未 扰动 情况 下 “着 陆 " 纤 维 
的 基点 


qo, € Z (030) 


Oh 


qa € Fpa Cae) 

其 中 Zos OM Zgo ERRAR F НЕ “ЖЕТ 
维 。 已 知 末 扰 动 纤维 的 基点 go.*E I, 由 于 纤维 关于 的 光滑 性 ， 
则 基点 gw 和 qop EE 接近 的 。 

问题 是 ,基点 9 是 否 落 在 稳定 流 形 罗 = W'( Q) YM, 上 。 为 
此 ,我 们 给 出 如 下 命题 。 

命题 8.3.9 从 “着陆 "基点 q PIRE WU W 的 距离 d 能 够 
用 “脱离 ” 角 0, 来 测度 


dj = w[ 2r; /Ə;sin2 pocos( 0; - 2ф) + 


4aðwpo] + OWE), j = 1,2 
d = 4 + dz 
д, +. ĉi = 1 
命题 8.3.9 的 证 明 主 要 包括 : 
(1) 利用 纤维 的 光滑 性 得 到 扰动 和 未 扰动 的 基点 是 充分 通 近 
的 ; 
(2) 能 量 式 (8.3.13) 用 于 测度 在 L 上 的 距离 ; 
(3) 稳定 流 形 下 可 视 为 一 条 “纤维 带 " ,由 前 面 对 瑟 (0) 的 大 
小 的 估计 可 知 ,这 条 带 的 宽度 保证 有 轨道 能 进入 带 内 ,从 而 准确 地 
捕捉 ”着陆 "点 ; 
(4) 可 积 系 统 轨 道 的 相 移 显 式 表明 了 “着 陆 " 点 是 脱离 角 0, 
的 函数 。 
关于 第 二 测度 的 详细 讨论 参见 文献 [4]。 
假若 我 们 定义 


(8.3.59) 


d; = 2; VOjsin2 gocos( Os - 290) + 4a оро 
j=1,2 (8.3.60) 
并 设 4, 有 非 退 化 零点 ,那么 ,我 们 能 再 次 选择 参数 使 得 4 = d, + 
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d, = 0, 
3. 同 宿 轨道 的 存在 性 
定理 8.3.10 WRS w, aB yF 9 满足 下 列 条 件 
(0 ә.) 
(2) а,8,7,20, ј=1,2 
і 91200 sin2go __ 
9 72у V Ò; `2шфо V д, 


Gp E (O; min» 80) 


(3) а= E (O00), ao = тп! 
1 


(4) cos( Oy —2ф) = = 
其 中 
бю = arctan У а “ЗЕ, J, 12 
sinl; ыл + G; VÕ; min = sinf + 0; М9. Omin < On 
(5) M. ` M; Mo DHF, ME 
e M, + BM; = Moacos( б» — 29po) = 0 

那么 ,对 于 充分 小 的 正 数 。 ,方程 (8.3.1) 存 在 - -对 同 宿 轨道 。 

证 明 :为 方便 计算 ,我 们 周 定 参 数 (ai ,o y), HIE Ma z 0.) 
M; Ra 使 是 名 和 局 的 函数 。 

为 了 证 明 Q 的 同 宿 轨道 存在 性 ,只 要 M. Жа, 同时 存在 非 退 
化 零点 即 可 ,其 中 局 >0 生 8p E (Ojon бо) ,这 里 (90.90) 是 平 
Hin, 上 对 未 扰动 同 宿 轨道 而 言 6 的 取 值 范围 。 

当 Ma #0 时, 我们 能 求解 dj =0 和 М, = 0 而 得 到 


-26 yO 
cos( 0; - 290) = тащ (8.3.61) 
А 2a; 8 ор 
- [aM + aa Mal 
Р 0 . 
B = ` — Йй, j=1,2 (8.3.62) 


AJ ЕНЕ, Ж] e 充分 小 ,能 够 在 由 式 (8.3.61), 式 (8.3.62) 
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所 得 点 (6 ,8) 的 一 个 小 邻 域 内 求解 A=d=0。 由 于 4A=d=0， 
则 点 qr€ Р, AMA q 位 于 基点 为 gsE 多 的 一 条 纤维 上 ,也 即 
0 的 稳定 流 形 的 一 条 纤维 上 。 因 此 ,轨道 q,(1) 在 上 >0 时 仍然 在 
C, 的 一 个 小 邻 域内 ,这 意味 着 g,(1) 是 原 方程 的 解 。 且 


qult), í < 0 
q(t) -| 
400), t0 


是 Q 的 同 宿 轨 道 。 


8.4 具有 导数 项 非 线性 Schrödinger 方程 在 
小 扰动 下 同 宿 轨道 的 不 变性 


8.4.1 预备 性 结果 
我 们 考虑 抗 动 非 线 性 Schridinger 方 程 (DNLS) 
iq, = qa +2(1415- @2)q — 1014124), + 
ix(Dg - Г) (8.4.1) 
其 中 ,9 是 关于 yx 为 2x 周期 的 复 函数 ,wE (0,17 -6+37)Ж— 
常数 ,e >0 是 一 小 扰动 参数 ,D 是 有 界 耗 散 算 子 。 假 设 D 取 如 下 
ÉR: 
De = - aq + BBq (8.4.2) 
其 中 ,a,8 是 正常 数 ,B 是 9,, 的 Fourier 截断 。 
В[соѕ( kx) + isin( kx)] 


[- k'[cos( kx) + isin( kx)], k< K (8.4.3) 
J 0, k> К R 


定理 8.4.1 F qo = 4010) 1, 0E H MEC- е, + о), 
程 (8.4.1) 在 空间 天 ,中 存在 惟一 解 9(1,e), 且 g(1,e) 关 于 1 连 
续 , 进 而 g(1,e) 连 续 依赖 于 go 和 e。 其 中 Н! = 1 € Hilg(x+ 
2л) = g(x)| 是 通常 的 Sobolv 空间 。 

这 个 定理 的 证 明 应 用 标准 的 能 量 方法 ,参考 文献 [1]。 
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8.4.2 常数 平面 上 的 解 分 析 
常数 平面 [I =1q(x,1)19,g(x,t) =01 是 方程 (8.4.1) 的 一 
不 变 平面 。 在 II. 平面 上 ,方程 (8.4.1) 可 写 为 如 下 形式 : 
iq = 2019 ? - 02) – ilag + Г) (8.4.4) 
令 9=Vyemp101, 式 (8.4.4) 的 极 坐标 方程 为 
了 =-2e(af+ 了 Jicos6) 


0, =-2(1- а?) + elsin0/ V] (8.4.5) 


X e =0 时 ,由 式 (8.4.5) 可 知 ,方程 (8.4.1) 具 有 不 动 点 一 一 圆 C.: 
7= w?, 系统 在 无 扰动 时 的 轨道 是 围绕 С, 的 一 族 圆 套 。 当 se > 0 
时 , 圆 套 破裂 ,扰动 系统 在 C. 附近 出 现 两 不 动 点 :鞍点 Q 和 焦点 
P。 式 (8.4.5) 按 摄 动 展 开 , 可 求 出 P,Q 的 坐标 


1, = «? тл VI- а?а? + Ole?) 
Sa 25 
0, = ~ an е @ _ x+ Ole) 
(8.4.6) 
h= o - 5р Г? — w + Ole?) 
/ т? 22 
0, = ару. =A r+ Ole) 
aw 
将 式 (8.4.5) 分 别 在 P, 0 处 线性 化 ,可 获得 增长 率 
б, = + 2 / ee (T - о?ш?)!* – ва + О(є??) 
an = + 21 ео (Г? - aw?) _ ea + Ole?) 
令 J]=1-w ,方程 (8.4.5) 变 为 
Ј, =-2ela(J+ а?) + TVJ + o2eos0] 
(8.4.7) 
0, =-2J +` 26 == віп 
у J p а? 
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为 了 描述 鞍点 Q 的 稳定 流 形 ,我 们 引进 尺度 坐标 
T=», J = v, v = Vs 
方程 (8.4.5) 变 为 
je =- 2lalw + ы) + Га? + vjcos8] 
(8.4.8) 
0. = - 2j = sin 
и b Ма? + Уј 
令 у= (10)7, 则 式 (8.4.8) 写 为 
yr = Y(v.v) (8.4.9) 


Y= (ҮҮ)! 由 方程 (8.4.8) 定 义 。 在 这 些 变量 下 ,平衡 点 Q 的 
坐标 为 为 = (j, ,9,), 其 中 


jk = - Буз УГ" ~ ада? + 00°) 


УГ — адо? 


aw 


0, = arctan 


-n+ 0?) 


在 у, 处 线性 化 方程 (8.4.8), 并 记 了 =y- 为, 有 
y: = Ү(у,„,»)ў + 0092) 
Y(y ,>) 的 特征 值 为 
p = -2/ (Г? - aa)" ya + 00?) 
u = 2 Vo (T? — адај)! ya + 002) 
对 应 于 А, н 的 特征 向 量 分 别 为 e1(y) 和 ez (v), H 


(8.4.10) 


ё\(0)=(—-2,1)7 
ез(0) = (3 07 
w = 2 Vale <: а?) 


这 表明 平衡 点 0 为 一 鞍点 。 从 扰动 理论 和 稳定 流 形 理论 , 当 。 Ж 
分 小 ,存在 Q 点 的 一 个 与 e 无 关 的 邻 域 U ,使 得 Q 点 的 局 部 稳定 
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流 形 能 参数 化 。 
Fie y. (s,v) 
| (8.4.11) 
з = ехр(А,т) 
Еф б<з<з. = ехр(Ат, ), 5.118 5 е 无 关 。 
Q 点 是 0o= (јо, во) OC RERE 
Jo = 0 
ĝo = arctan УГ" аа? = к 
aw 
方程 (8.4.8) 是 下 面 保守 系统 的 0(v) 阶 扰动 。 
J 2( aw? + Twcos0) 
(8.4.12) 
0. = - 2] 
式 (8.4.12) 的 能 量 为 
E(j,0) = Т? = обоо + Геп) (8.4.13) 


HBR EG, 0) = 天 (jo,bo) 是 无 扰动 系统 式 (8.4.12) 的 稳定 流 形 . 
我 们 用 С 表示 : 


Ci:yo(rz) = (jolr), Gol 5)) 


如 果 固 定 тост, ,对 Yr,ro<z<r*, 由 正则 扰动 定理 , О 点 的 稳 
定 流 形 为 


у = убт) + 0(») 
进而 ,用 С: 表示 Q 点 的 稳定 流 形 (rE (0, + © )),Щ С: 能 用 
sE (0, s ARUEU F : 


у = yx (8,0) 
5 = ехр(Ат) 
其 中 y,(s,v) 是 关于 s Av НОК у. 是 yo 的 002) ME 
近 。 

为 了 描述 C 附近 的 流 ,参考 文献 [2] ,我们 引进 坐标 (m,*)、 
其 中 т 是 曲线 C 法 向 的 一 个 距离 测度 。 在 (m,;) 坐 标 下 ,方程 
(8.4.8) 可 写 为 
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m, = a(s,v)m + O(m?) 
3 = às + b(s,v)m + О(т2) 
其 中 m,a, b 是 关于 (s ,vy)(0<s< зо) HIJE R 
为 了 描述 С: 周围 的 线性 化 流 , 设 
s = + (Ао + А) т 
其 中 常数 ho, hi 选择 为 


bo bı Ва 
hos zip hs 7 


(8.4.14) 


Ha=p+as+0ls°), b= bo+ bis + 0($°) 
式 (8.4.14) 关 于 坐标 (m, 7) 的 方程 变 为 
m, = a(9.v)m + 0( т?) 


5 (8.4.15) 
六 = А+ с( зу) т + О(т?) 


其 中 1 ce(7,v)1 єс со! Р.Р C EBR: 087s вос 方程 
(8.4.15) AF С: 的 线性 化 流 
9. = тоехр(Ат) 
ôm, = а, дт 
др = Ар + С. дт 
与 C; 周围 的 线性 化 流 有 相同 的 增长 率 和 压缩 率 。 
8.4.3 Co 邻 域 的 方程 
为 了 研究 C. 领域 内 解 的 动力 性 态 , 方 程 (8.4.1) 用 坐标 (J， 
9, 有 表示 。 没 


qd=(p(1) + f(x,1))expid( t) (8.4.16) 
其 中 o 和 8 RFH 上 的 极 坐 标 ,AE Пс, Я. 


L /dr = 0 
Pa 

A 

x 


r 


ee еә Бә A 
fis 5), ggdx = р? + (Ў) 


Jf S Toa 
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方程 (8.4.1) 可 写 为 
Ji =-2e[a(J + а) + PVJ + o?eos0] + 0,(/.0,/) 


其 中 


0 =-21+ -si ;0,0,0,7) 
а f 
Л = Lf + VS- P, 8f) - iQ.(J.0,f) 
(8.4.17) 
L.f =- ifa ~ e (af - Pfa) - 2iw (f + f) -wi(2f. + f.) 
йы LEN O НР Е 
V J + а? 


Q, = Relo F f.) + FFE = 2680.5) - 


ol fi’) 


1 1 Я 2 
= Ж беге жы = )sin0 ~ 2Re[ (F 
i “Джа ДУ МЈ а? u ү 


D -i+ ff + fD) - нег А 
ОЖ Ә-Ә] = 
O(1 f 12) 
05 = 2i[ff + ff. + f. ff + ff. + ЙО] + 
AF- Оў?) AUP - (Р) = ОУ) 
Qa = РОД + f.) - 2 (f, - О) - 
ОЎ, - AE ААР ОРУ + Qf = 
Озу) 
对 于 if = f+2w2(f+f) + wQ3(f) ,引进 规范 变换 : 
їдд = gu +2w lg + g) + O( g) 
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其 中 g=f+K(f,f),K(f,f) 是 有 界 双 线性 映射 。 方 程 (8.4.17) 
变 为 

J, =- 2e[a(J + @?) + ГУД + а?соз@] + Ni(J,0,g,e) 


ЕГ 


0 =- 2] + sinf + Ns( J,0,g,e) 


J + oo 


ig, = Lg + Vg + Na( J ,0,g,e) 
其 中 Ni(J,0,g,e)= О(ед?) 
Ns(J,0,g,e)= О(д?) 
Ni(J,0,g,e)= 0(Je + єд? + д?) 
4% и = (Кед, mg)", ЕГЕУ 
J, == 2elalJ + а?) + ГУ] + o? cos0] + 
Ni(J,0,u,e) 


T (8.4.18) 


Вор ssin0 + Nal J,0,u,e) 


+w 
и, = Lau + ГАЯ + №(Ј,0,и,е) 
eh Ñ, 为 一 个 二 元 向 量 。 
L. = J?a ~ w PI, - 4025 – e(al - BI9,.) 
ersing - 


А EAA a аА 
sale, фе Jek йе, 


8.4.4 不 变 流 形 
在 C, 的 邻 域内 ,方程 (8.4.18) 被 视 为 下 面 线性 系统 的 扰动 


Ј = 0 
0, =- 2] (8.4.19) 
цо = Ё.и 
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为 了 研究 方程 (8.4.19) 解 的 局 部 行为 ,必须 分 析 算 子 L. 的 
W. 我 们 考虑 特征 值 问题 
Le (x) = Ае(х) 
用 Fourier 展开 ,六 的 特征 多 项 式 为 


À telk? + a) Заг Е р Р 0 

= Зу? Е А+ (2 + o) 0 k 

- (02-42) 0 Atel + a) wk 
0 - (k? - 402) - а? À + (+ а) 


L, 的 特征 值 为 
Af =- [00 +е]+ 0 
u =- є{ + a] + iÓ), 
其 中 


GQ, =V – (2 tol -45w +4V 2 4а? Fa) 


Q, =V -E(k wl -445w -4V 0 да? + w)) 
а= 202-40), b= (wk) 


Н ®Є (0, М/37-6),АЖЯ АР REB, д (k> DM p? (k> 
DEER. $ 
в = 4V oi(l — 402 + ай) — (1 — 4@? + 5ш%) 
ШАР = жо-є(#+а)ь 
正 的 特征 值 Mr 表示 线性 化 方程 以 指数 率 о 强 增长 , 负 的 特 
征 值 *7 表示 以 指数 率 o 强 衰减 。 它 们 有 特征 向 量 


1 i А 
еу, а = == (1, F @)!(созх + sinx) 
2 rw 


这 些 特征 向 量 属于 C, 附近 轨道 的 稳定 方向 和 不 稳定 方向 : 因 
此 ,uw 可 表示 为 
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u(x) = е„(х) + ne,(x) + vola) (8.4.20) 
其 中 w 和 vw, 是 实 标量 , 且 
vo(x) Є [span] П,,е,,е,! 17 

于 是 方程 (8.4.19) 分 解 为 

了 =0 

0, =-27 

ba = ÀF Va (8.4.21) 

ма = АГ» 

ьа = Lao 


可 清楚 地 看 到 , 当 s =0 时 ,线性 化 方程 有 一 个 不 稳定 方向 
1esl 和 一 个 稳定 方向 ie,| ,无 穷 多 个 中 心 方向 (J ,8,vo)。 їй u= 
(J,9,zo) ,方程 (8.4.21) 能 写 为 


pa = ÀF Vu 
Vsa = Ат (8.4.22) 
ve = Aw. 
其 中 4 由 式 (8.4.21) 定 义 。 
当 s=0 时 ,C. 有 一 维稳 定 流 形 和 一 维 不 稳定 流 形 , 还 有 余 维 
数 为 2 的 中 心 流 形 ,我 们 注意 的 是 中 心 稳定 .中 心 不 稳定 及 中 心 流 
形 : 


Е°( С„) = [spanle,|]1 
E%(C,) = [врап!|е,1]` 
Е(С,) = Гѕрапіе,, е.) 
我 们 将 证 明 在 C, 的 领域 内 , 当 e >0 时 ,不 变 流 形 的 持续 性 ， 
为 此 , 需 局 部 化 式 (8.4.18)。 引 进 局 部 化 函数 ys: 
ds: R—> К, pls) = p(s/6) 
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y ECR, H 88 E 
і, hatet 


TOER 
Š 0, 15122 


局 部 化 方程 (8.4.18) 为 


J, =~ 2e[(Js + а?) + ГУ Ј5 + ocos] + 
Ni(Js3,0, us,e) 


3 (8.4.23) 
0, =- 2) + єГ(}; + w) зіп + Nal 5,80, uge) 


u, = Lau + [Vus+ Na( Js,0,us,e)] 
对 任意 变量 э,» = 500540). 
方程 (8.4.23) 有 Ole + 9) 阶 整体 Lipschitz 常数 。 用 变量 " = 
(sn в)! 和 算 子 4, 方 程 组 (8.4.23) 写 为 
шы = Ао, + (о, є) 
һа = Ато, + (v,e) (8.3.24) 
ж = Av, + (о.е) 
其 中 局 (v,e ) 的 一 阶 微分 是 0(8 + se) 阶 的 。 
定理 8.4.2 存在 C, 的 一 个 6 领域 U; ,存在 一 个 eo(6)>0 


和 一 个 整数 1! > 3, 使 得 VeEf0,so] ,方程 (8.4.18) 在 U, 中 有 余 维 
数 为 1 的 局 部 不 变 流 形 


We ш т? ЄН! |v, = h(s vE)! (8.4.25) 

HP, RR h, 关于 其 所 有 标量 是 C': 的 ,关于 6 是 2x 周期 的 。 进 

Ti, e =0 BF, WQ Wk C. 5j EDER, 

Ж" = le € Hillu = А (о, езе)! (8.4.26) 

其 中 ,函数 h 关于 其 所 有 标量 是 C: 的 ,关于 0 是 2x 周期 的 。 进 
而 , 当 e=0 时 ,WY 沿 C, 与 2"* 切 向 相交 。 

推论 8.4.3 0 M, = ЮГ“, М, 是 方程 (8.4.18) 在 Us 

中 余 维 数 为 2 的 局 部 不 变 流 形 , 且 
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M, = (ЄН о, = (ое), о, = А036) 
(8.4.27) 
其 中 ,函数 hih 关于 其 所 有 标量 是 C: 的 ,关于 0 是 2r 周 期 的 。 
X e = 08}. М W C, 与 反切 向 相交 。 
定理 8.4.2 及 推论 8.4.3 的 证 明 是 将 方程 (8.4.24) 化 为 积分 


方程 ,然后 应 用 不 动 点 原理 。 参 考 文献 [2] ,由 于 方法 是 标准 的 ,在 
KEE. 


附注 :在 M. 上 的 流 ,由 下 面 方程 给 出 : 


Ј =- 2e[a( Js + а) + ГУ Js + wcos0] 
Ni(Ja,0, voa;e) 


0, =— 2] + єГ( Ja + w) sin + Na( Js,0,voa;e) 
vo = Lo + [Vevos + Nal Js,0, vos,e)] 
(8.4.28) 
НФ, R N BEL hi fE M, 上 的 限制 。 
不 变 流 形 We 的 纤维 表示 由 下 面 定理 给 出 。 
定理 8.4.4 VsE(0,so),C: HE We 充 许 一 个 C! ~? 坐标 系 


统 
s =, ёЄ (- Eo ё) 
ve S CG бе). бше 
使 得 We 的 子 流 形 М, 对 应 于 & = 0, 且 在 W LERA F BASE 
合 形式 : 
ёз = [At + AlE, E)E 
ё. = AE, + $(&;є) 
其 中 г,,&,,Л°,55 的 一 阶 导数 是 O(es+ 6) 阶 的 。 
纤维 定理 的 证 明 可 参考 文献 [2,5]。 
` 在 流 形 M, LO 点 的 稳定 流 形 


H a< Ei Q 是 方程 (8.4.1) 的 不 动 点 ,在 (了,0,4) 坐 标 下 
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表 为 
J; = 一 E VT? fan а?а? + Ole?) 
0, = arctan ` ЫЕ а?ол -x+ 0(е) 
ош 
и = 0 
由 方程 (8.4.23) 在 Q 点 处 线性 化 ,我 们 可 知 点 8 是 全 空间 中 


鞍点 ,有 二 维 不 稳定 流 形 号 (0) 和 余 维 数 为 2 的 稳定 流 形 
WOO) СО) АЕ Се 与 常数 平面 U. 相交 , 沿 о, 切 向 与 WE 
相交 。 久 (0) 沿 曲线 C: 与 平面 H. 相交 ,其 交 是 M, 的 余 维 数 为 
1 的 子 流 形 。 

下 面 我 们 要 估计 = Q) M, 的 尺寸 。 
前 面 已 经 讨论 过 ,在 H. FE Q 点 的 稳定 流 形 可 参数 化 表 


С: = іу = (},0) | у = ysls,v)} 
Y， 由 方程 (8.4.11) 给 出 。 用 J= yy 代入 方程 (8.4.28), 并 利 
15Җ(8.4.11)Ж 
л = vY,(j,0,v) + №0, 0,005) 


0, = vY,(j,0,v) + Naj, 0, toiv) (8.4.29) 
va = Lao + Vao + №07, 0, 003) 
在 G 的 一 个 邻 域 中 , М, 上 的 流 在 坐标 (m, wy) 下 变 为 
m, = va( nvr)m+ Olum? + 05) 
т = àq + en vm + Olum? + 05) (8.4.30) 


Va = Lvo + лө + Olm? + Ч + vmuo) 
其 中 а Me ЖТ у, 光滑 的 函数 。 
设 r=7- 7x(t,r) 
其 中 9. (1,0) = 7oexp(wi)， 
方程 (8.4.29) 可 写 为 


0< то< зо,!>0 
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т = va, (1,0. Nom + №. (т.г, vov) 
п = Аг + ъс. (tv, о) + №, (6, т.г, no) (8.4.31) 


ты = Lao + И, (t.v, то) во + №. 302, туг, voy) 


其 中 v Se ys EEA (з.›)), 


a J-y(sirv)P 
N., = O0( im + w+ тщ) 

N.= Olim? + м? + 0) 

N.32 O(um2 + и? + иб + 00) 


“方程 (8.4.31) 线 性 流 的 估计 


容易 看 出 ,方程 (8.4.31) 的 线性 部 分 是 由 一 常 微 方程 和 一 偏 
微 方程 耦合 而 成 。 
首先 ,我 们 估计 常 微 方 程 , 其 基 解 由 2x 2 矩阵 给 出 
А, (1,s, 70y) 0 | 
Г.(2,5,10,У) exp(vÀ (z — s)) 


其 中 А. (1,5, 0у) = expl fra ds) 


Г.(1,8,70,) = ерде se GAG, 


s)ds 


注意 到 a, =v+åâ,lâis Cnoexp( vÀt ) < Csoexp( råt ) 
上 由 式 (8.4.10) 给 出 。 这 意味 着 4 .有 如 下 估计 ,对 s >0,4 


Ciexpl vult - s)] < А, < С›ехр[ vu (t — s)] 
其 中 Ci, C, 是 不 依赖 于 е 的 常数 。 
HTI|C. I< Csoexp[ 244 ] ,于 是 


t га , . . 
IT, I< бу 1 ep( [Ar = r) + 225 + и(з = s)])ds | 


С 是 独立 于 e 的 常数 。 
其 次 ,估计 偏 微分 方程 记 Z(k)= L + У, СЕ) 
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Fourier 89 ТА ЕЁ 


-elk +a) -3k(w + J) - rp 0 
3а? + J.) - (82 +a) 0 -tp 
т е р, = р 0 -Elk +a) - Ка + J.) 
0 - 442-4]. -р Каж J.) -elk +a) 
фр Ü ES J, су, E ехр[ 4] 和 的 光滑 函数 ,= 
V J. жа? 


2.3,…。 算 子 ИСЕМНЕ У 
Аз =- Elk +a) + D. 


Азад =- elfk? +a) + iD; 


H h, D = V (5а. +6.) -24/ да +а,ь., D, = 


/ Ga a Ааа кашуы ау буу ra yapay = 
(PO p)(p- + 4а +4, )ь 

我 们 假设 s >0 充分 小 ,使 得 D.(k)>0(i= 1,2), Д] Z(k)8Ë 
用 矩阵 U(k) 对 角 化 , U AU = A.A 为 对 角 线 上 元 素 为 4), 7， 
Аз» Аз 的 对 角 阵 。 

注意 到 U 是 空间 [spani N, е,, el 中 的 一 有 界 算 子 ,如 果 
ор, fo= И(Е)Ф( k), WA 


í, = Aú(k) - U-! Ugo (k) (8.4.32) 
HU ULAR 
010, (< сехр мг] (С Бє Mk ЖЖ) 
对 方程 (8.4.32) 积 分 


(Ë) = FOr за) вов) -| FO,s sh) U U0(b)ds 
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1 
Flt,sik) = epf ACr)dr, t> 52 0 


| F(t,s;k) I< Cexpl - e (pk? + a)(t — s)] 
进而 ,我 们 有 
l(k) \< Cexp[-s(82 + a)(: - s)] | 00) 1+ 


cl 三 exp[ - «(82 + a)(t — з )ехр(ъАз )] | (k) i ds 


由 于 AXA<0, 这 意味 着 ,对 > sz>0, 有 
{WB(E) \< Cexp[- e(@k2 + a)(t ~ s)] 1 Ф008) 1+ 


t . 
c| | (k) 1 ds 


Н Gronwall's 不 等 式 , 有 
| 2(Е) I< Cexp[- «(82 + @)(:— 5) ] 1008) 1 
最 后 ,如果 用 U(1i,s) 表 示 偏 微分 方程 的 基 解 , 则 有 估计 : 
| UCi,s)vo 1 < Сехр[— ealt — s)] Il vi | g 
定理 8.4.5 点 Q 存在 在 M. 中 的 Ci 局 部 稳定 流 形 能 由 (7， 
vo ) 参 数 化 : ү p€ [0,so] 
W = (m, 7,2. | m = fn, vo)) 
H | vio ЇҥЄ[0,є>”*]„ ЖТ 0,0) =0,1 ml G. 
定理 的 证 明 类 似 于 文献 [2] 中 定理 5.5。 
8.4.5 Баі: 
1. 无 扰动 系统 的 同 宿 轨 道 
当 e =0 时 ,无 扰动 DNLS 方程 是 空间 H. ЕАУ Hamilton 系统 
- iq, = DH (8.4.33) 


其 中 
DHo =- qx + 1019 129), ~ 201412 – а?) д (8.4.34) 
式 (8.4.33) 是 一 个 完全 可 积 系统 , 它 具 有 Lax 对 
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= U(q.q.A)9 (8.4.35) 
$, = V(q,4.A)9 
| І | © - 24А — гу 
其 中 人 n Е ту 
s= -2й%- 14174 = 11412 + о? 


m= igs + 14174 
v= -ф-1141°й0+2@ 

上 面 待 定 系统 相 容 (9&. = д,%,) HANAR q 满足 无 扰动 
DNLS 方 程 ,因此 ,能 用 线性 系统 式 (8.4.35) 来 获得 无 扰动 DNIS J; 
程 的 解 g(x, 1)。 

设 qo(t) = ге = техр| —1[2( r-o )t- УП, EAR 
DNLS 方程 空间 一 致 的 周期 解 ,其 中 r 和 y 是 任意 实 常数 。 

式 (8.4.35) 的 两 个 线性 无 关 解 为 


2 
£ Te 2 
|, e Я ganna | | (8.4.36) 
并 (go,4) 


其 中 
E EAE E E S эр 
A (А) = П, (А) +А ашу А = (Еи 


В, (д) = (2 - rI (А) +А) = 


® 


+ (24 + 2) мА aA)r 
设 (дод) = (уб до. А), ф»б до, А)) = С. Ф" (40,4) + С.ф 
(qA) ЖЕ C,,C_ 是 任意 常数 。 取 特征 值 4*= — ialo 为 非 零 
Зэ), Н о-1>0, 
Darboux 变换 ,我们 得 到 方程 (8.4.33) 的 一 个 解 : 
(gn qo0,4)) РАСТИ: 
2 (c - 1) 1 AA(qo.2) poe” + Co 1)( AANI 
+ ехр[й] 《7 为 任意 实数 ) (8.4.37) 
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其 中 pilgos à) = r[ C, expl ох — (20 + г)о) + 


Cepl - рх + (29+ 12) )ехр = 2-00]; 
$(90А) = ліС. +I, (А)ехр[ рх – (20 + 2)ot] + 


С.П. (Ајер - e + (2а + г) ехр 3 89] 
取 о= (А2 (1 д) 2) (02+ (a - 1) 2)12 
fro) “E= 
| Ул, | ACE r | 
7= -x+2p 


用 式 (8.4.37) 通 过 直接 计算 ,就 获得 无 扰动 系统 (8.4.33) 同 宿 到 
до 的 同 宿 轨 道 


qi (t) = [cos(r+ 2р) + isin(z + 2p)tanh2r F cos(x + 


2р)зесһ2т ]/[1 + cos(x +2p)sech2r] (8.4.38) 


其 中 r= - (20+ rp p= шап s,sE R* 
易 看 出 , 当 + w 时 ,gj (0) qoli) 
2. 扰动 系统 DNLS 的 同 宿 轨道 
方程 (8.4.1) 写 为 下 列 形式 
q, = iDHo + eG(q) (8.4.39) 
其 中 , Ho 是 光 扰 动 系统 的 Hamilton #, А6 
DHo =- qa + i(l q Éq), - 2(1 q 12 — o2)q 
С(4) = ñq. - aq -T 
为 了 用 无 扰动 系统 的 同 宿 轨 去 构造 扰动 系统 的 同 宿 轨道 ,我 
们 需 引进 两 个 测度 : 
"第 一 测度 
HT (0) (О) ЕИ, ВАЕ Си 上 的 纤维 表示 
(0) = И 1-е) 


© С 
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其 中 ,局 (';e) 表 示 基 点 是 4 的 不 稳定 纤维 。 我 们 固定 基点 ç, 
(对 应 幅 角 9,) 在 曲线 C+ 上 ,在 q, 点 引出 两 条 纤维 :扰动 纤维 
Кое), ХАЗЕР F. (5:0). ЕРДЕ КИ НИЕ 6 > 0 适当 
SEX q (0)= Fy (0,0)# q,(0) = 局 (6,e) 为 无 护 动 和 扰动 纤 
维 的 "脱离 "点 。g, (0), gq.(0) 都 是 点 q, (9,) 的 函数 。 

考虑 初始 点 在 “脱离 "点 的 两 轨道 q. (1) 和 а.б), q(t) 是 无 
扰动 系统 的 同 宿 轨道 , 它 一 定 渐 近 到 平面 H (3 :一 + ©). 我 们 
的 目标 是 如 何 选择 ,使 9. (1) 一 家 (1 王 + =)? 为 此 ,定义 “着 


~ 


qa = фь\ Т.) 
IEF q (T.) 
由 于 %(1) 是 无 扰动 系统 的 同 宿 轨道 ,所 以 存在 7.(6) ,使 dist( q, 
Qa), Cs aT.) ВЕТ Т. AGE. WA BREE ès 
原理 ,9 与 4 Æ O (e BLR AO. AE 下 (8) 是 余 维 数 为 1 日 
0(e) 阶 通 近 Wolwe”). REX 
А = (DHo( qn), qi — 9) 
为 gq 与 gq, 之 间 的 一 个 距离 测度 ,其 中 g, RRA qir Wa E q, 
点 的 法 向 的 直线 与 г? 的 交点 。 
我 们 定义 :<0 的 轨道 
q) = g(t + T.), 
АРЕ hay, 
当 !z0 时 , 设 g,(1) 为 扰动 系统 具有 初 值 为 q 的 解 ,并 扩充 4. 
(4) 的 定义 到 € 只 ,这 允许 我 们 引进 距离 函数 
A (1) = (DHo( gi. (t)) g(t) - g(t)), 10 
А* (0) = (DH/(q.(t)),q (4) - q.(0)), (> 0 
A = A- (0) - A* (0) 
命题 8.4.6 距离 A 由 下 式 给 出 


= 0 
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A =e] (DB. (0), CC. ()))dr + 0005) 
车 用 q, 表 同 宿 到 С, 的 同窗 轨道 , 则 q, EMNERNE 
q- (D ERRA А 有 下 列 关于 的 展开 式 。 
推论 8.4.7 距离 A 关于 e 的 展 式 为 
А = eM(a,8,T,0,) + О(є??) 


м(а.В.Г.в) = | (онад. (0)), 6C. Dde = 


- [eM, + BMs + TMo] 


= 
" 


21 
| 《Dio(q.(0) q. (1))d = 
Ref f 19,,(2,0)4,(:,0)4х@ = 
2 Pea 
w Ке) |, id .gu (1) g(t)didx 
an (е 
Му = о rej |, igalt) д„(а)аха: 


aS 
Mo кеј" i2n(3 qa (1,0))dt = 2ло (зіп - sin(0 - 4р„)) 


l+ ¿cotp,,tanh2 z + ғсѕер,,соѕ2р,„ѕесћ2т 
其 中 а= 1 + icotp,tanh2 r + resep,sech2r golt) 


由 上 面 推论 , 令 A =0, 寻 找 WH(e,p8,2) 的 非 退 化 零点 ,然后 
用 隐 函 数 定理 ,选择 参数 名 ,使 


Ф = q, € № 


“第 二 测度 

作为 第 一 测度 的 结果 ,脱离 " 角 0, 的 选取 ,使 WE wz. A 
此 ,轨道 g9.(1) 渐 近 到 М, ,但 q (1 是 否 渐 近 到 (0) (1 + %) 
还 未 知 ,为 此 ,我 们 引进 第 二 测度 。 

瑟 (@) 是 全 空间 的 余 维 数 为 2 的 子 流 形 ,是 W 余 维 数 为 
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的 子 流 形 , 因 此 WORT W 的 纤维 表示 , 设 g。., ,qi.; 分 别 是 
无 扰动 与 扰动 时 "着陆" 点 gw 与 9 所 属 稳定 纤维 的 基点 。 即 : 
gos € 2⁄2 (0) 
qua € ps s€) 
已 知 g pE H. W) q € 好。 由于 纤维 关于 е 的 光滑 性 ,我 们 知 
道 qa Re MEDE qo I ARESA gi.s€E = (0) NMH 
下 面 测度 决定 。 
命题 8.4.8 从“ 着陆 "基点 9 到 稳定 流 形 丈 的 距离 4 能 用 
“脱离 " 角 0, 的 一 个 函数 测量 
d = @{2Гвїп2р„соз( 0, — 2р„) + 4ашр„] + O(Ve) 


d = 2Psin2p cosl 0, — 2р„) + 4awp, 
如 果 4 有 一 非 退 化 零点 ,我 们 可 选取 参数 ,使 4 = 0。 
“ 同 宿 轨 道 的 存在 性 
定理 8.4.9 aB, DA 0, 满足 下 列 条 件 : 


(2) реш 
一 2acp。 


Tsin2p, ” 


(3) cos( 0, ~ 2p,,) = O, E (бш, б) 


其 中 b = arctan у x 


Sin min + туб = Sino + sea, min < go 
(4) Y Ma, M3, Mo 非 堆 
aM, + PM; - TMo = 0 
则 对 一 个 小 的 s ,方程 (8.4.1) 有 同 宿 轨 道 对 称 对 。 
证 明 : 我 们 固定 参数 (w ,a,B, 古 ) 满 足 条 件 (1) ~ RG). E 
设 My 关 0, 考 虑 Mla, B, T ,0,)#l d 作为 名 和 8 的 函数 
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(а.В.Г) = оМ, + BM + TMo 
d= 2Tsin2p,cos( 0, — 2р„) + 4аор,, 
为 证 Q 点 的 同 宿 轨道 存在 ,只 需 对 8 > 0,0,6 (Onn 00) B$, 
Mla. BT, 0M d 有 非 退 化 零点 。 如 果 M.= 0.116888 24 =0 
Ж М(а,8,Г,0,) =0, E5 


一 2a 


cos( fs = 2р„) = Psin? p, 


ш _2аор,, 
pS | гм, ш sin2p, Р Ms 


由 于 点 gi. 在 基点 gi.€ W 的 稳定 纤维 上 ,因而 ,轨道 (1) (> 
ORE С, 的 一 个 小 邻 域内 。 这 表明 g,(1) 是 初始 方程 的 解 。 且 罗 


道 
qalt), tg0 
q(t) = | 
q (t), t> 0 
同 宿 到 Q 点 。 由 于 无 扰动 方程 有 两 间 宿 轨道 gq# ,所 以 扰动 系统 
有 了 两 对 称 的 同 宿 轨 道 22 (0) о 


第 九 章 “扰动 非 线 性 Schrödinger 
方程 的 同 宿 轨道 


在 第 五 章 中 ,我 们 已 经 证 明了 有 具 扰动 的 非 线 性 Schrödinger 77 
程 
iq = qa +2019 °- о) + (рд - Г) 
[ШИЕ 80 S ETE, Вн 
Dq = - aq - BBq 
这 里 B 其 有 符号 


k= 
b(k) = | 
0. 


这 一 章 ,我 们 要 研究 的 是 
Dg =- оф + бды 

其 中 a,8 为 正 数 。 二 者 在 定性 上 是 有 很 大 差别 的 ,前 者 是 有 界 算 
子 , 由 此 所 确定 的 半 群 算 子 定义 在 -- 切 1E(- =, =) КИИ й 
仅 定义 在 20 上 ,上 且 只 有 在 i> 0 时 的 光滑 性 。 前 者 所 形成 的 闪 
群 对 。 和 4 是 光滑 的 ,而 后 者 形成 的 半 群 算 子 % (9) 仅 对 。 是 连 
续 的 且 D,St 对 * 不 连续 。 因此 ,我 们 得 采用 更 为 细致 的 估计 广 
法 。 在 第 所 章 中 ,我 们 使 用 了 规范 变换 ,而 这 时 ,我 们 采用 与 之 不 
同 的 Lyapunov 泛 函 方法 ,也 得 到 了 预期 的 结果 。 


9.1 主要 定理 和 基本 方程 组 的 建立 


现 考 虑 如 下 扰动 的 非 线 性 Schrödinger 方程 
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йш = ue +2(1и1?°- o2)u + ig (us = au 8) (9.1.1) 
其 中 u 为 2x АЖА х 是 偶 的 ,常数 a, B. o 满足 wE 
(51) осоо < 8, >9 为 耗 散 参 数 。 以 下 记 H KRA 2x 周期 
函数 构成 的 Н" 空间 。 方程 (9.1. 1) 定 义 半 流 5.:[0,%) х Н 
下 ,其 中 Si(&) 对 所 有 变 元 是 连续 的 。 更 进一步 ,对 任何 n=l, 
SECH), REH e,t 固定 。 因 此 ,我 们 可 把 式 (9.1.1) 视 为 一 
个 ҥ 的 动力 系统 (s =0)。 我 们 的 目的 是 要 建立 关于 式 (9.1.1) 的 
不 动 点 的 非 平凡 同 宿 轨道 的 存在 性 (e > 0) 。 

首先 ,注意 到 常 值 平面 

П, = іи(х) 1и, = 01 
在 (9.1.1) 作 用 下 是 不 变 的 。 在 I。 上 可 将 式 (9.1.1) 改 写 为 
iu = 2(| u I? wu (аш + B) (9.1.2) 


记 
u = V J + oe” 


在 此 坐标 下 , 式 (9.1.2) 具 有 形式 
J, =-2e[a(J + а?) + ВМЈ + wicos0] 


9.1.3 
0 = - 2] + Рт | | 
当 s=0 时 ,所 有 中 心 在 原点 的 圆 ( 除 J = 0 外 ) 为 周期 轨道 ,而 J = 


0 对 应 于 不 动 点 圆 。 当 es >0 时 ,在 П, 上 的 这 些 轨 道 发 生 了 很 大 
的 变化 。 首先 , 仅 存在 三 个 不 动 点 0, PA Q ,其 中 О, 是 原点 的 
变形 ,而 已 Qe 则 由 了 =0 对 应 的 不 动 点 圆 变 成 。 为 了 更 好 地 观察 
这 些 扰动 轨道 在 J = 0 的 邻 域内 的 状态 ,引入 


J = uJ, Tr = vt 


这 里 y =Ye , 则 式 (9.1.3) 化 为 
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|, =-2lalyj + о?) + 8 uj £ wzcos0] 


(9.1.4) 
Qac 2} = = sin0 
Му + o° 
式 (9.1.4) 在 vy ->0 时 为 
ji = — 2( aw? + Bocosg) 
| б (9.1.5) 
т = - 6] 
因 aw < 月 ,方程 组 (9.1.5) 具 有 了 两 个 不 动 点 ,中 心 Po 具有 坐标 
| = 0 
Г 159 (9.1.6) 
À амаи жыга 
0 = п ~ arctan ЫБ 
AIRRA Qo 坐标 
= 0 
а 2 2 (9.1.7) 
| = x + arctan у саш 


鞍点 Oo 具有 特征 值 
Aë =+2Va@(B – aw) (9.1.8) 
当 ，>0 时 ,鞍点 00 对 于 方程 (9.1.4) 是 不 变 的 ,0. = (j: ,9.) 
= Qo+ 0(v), 具 有 特征 值 42 = ле + 0(v)。 这 里 的 鞍点 Q. 对 应 
于 方程 (9.1.1) 的 鞍点 (限制 在 不 变 平面 П, 上 )。 我 们 将 证 明 以 下 
主要 定理 。 
定理 ”对 任何 <。 > 0,w、a > 0 在 某 个 区 间 内 变化 , 则 存在 

B8(e ,a) 使 得 方程 (1.1) 具 有 同 宿 于 Q, 的 同 宿 轨 道 。 
对 于 常 值 平面 H. 上 的 解 , 当 e =0 时 ,方程 (9.1.5) 具 有 首次 


积分 


Е(],8) = ў - e(Bsin0 + аа) (9.1.9) 


因此 , 06 的 不 稳定 曲线 与 稳定 曲线 一 致 ,是 与 Qo 连结 的 水 平 集 
E(j,0) = ЕС Qo0) 的 一 部 分 , 即 出 线 
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FF = olaw(0 — б) + B(sing - sinGo)] 


这 条 曲线 与 j=0 轴 的 另 一 交点 是 (0,9), 这 里 0 € (0, - 2r,0) 满 
E 


ao (0 – 00) + B(sing — singo) = 0 
于 是 ,存在 两 个 函数 Ф, ë. [6 +6,%m) 一 R, 其 中 6>0 为 任意 小 
的 不 依赖 于 е 的 常数 ,使 得 Ф.Ф, 的 图 Pe ЯП Р; 分 别 为 Q, 的 不 稳 
定 曲线 与 稳定 曲线 的 子 集 。 进 一 步 , 有 


HO = -1002o[ao(g - 0) + 

B(sin0 ~ singo)] 1 (9.1.10) 
H) = 1 多 2o[eo(9 = 65) + 

Blsing - singo)]H2 (9.1.11) 


H #,# ЖЕ Ө,» 是 光滑 的 。 同 时 ,对 于 0 € (0,0.),0,€ (0,0 
+2х)ЖЯ(Ф,) >0,(#:) <0,ХШ GELA, O] 55, Т0 此 和 
$ 均 在 区 间 !0 ,8›] 上。 

对 于 方程 (9.1.1) ,我 们 讨论 在 不 动 点 贺 C, 邻 域内 的 解 , 令 


u(x) = (p + f(a))e2 


1 2: 
2х6 


т 8 (9.1.12) 
J = | u ldz -w = р + (f) - о? 
其 中 o 为 正 实数 , 且 


(Р = 1а = 0 


‚ 注意 在 常 值 平面 I. E.J AMEDEE- K, MO, 0.) 


标 表示 函数 2 方程 (9.1.1) 具 有 形式 
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Je = = 2elal(J +w) + B V J + ф?созӨ] + eQ (f, J.0) 


sing 


0 =-2J += те + 007, 1,0) (9.1.13) 
f, = Lf + VIOS- 0307,2.) - 0307, 7.0) 
其 中 
Lf= - ifa + €l - af + fa) 207+ f) (9.1.14) 
V.(J,0)f= -20(/+)- | (9.1.15) 
01072,0) = -XLR Jð - 28cos8(/ 7+ а (f f) = 
V J+ а?) = ОС) (9.1.16) 
QIO) = - (0+9 - B 2, 
СЕТ 
вао jig = “s e | = 
ofi?) (9.1.17) 
0307. 7.0) =P GFF- Р) +202 – (>)] = 
ол?) (9.1.18) 


Q.(f.J.0)= - (+f +6ff)/+2(/f#- (f) - 
+u +0)/-2/Й/+ 


г 1 _ 1__ a 
взе Tro- (fh) GP ST: 3 7 
O(1/12) (9.1.19) 
HOR h 表示 Н! 模 , 上 述 估计 在 1J1,1LAP < je ШЖ z. Н. 
01.0;.0;3.04 对 它们 的 变 元 是 光滑 的 -方程 组 (9.1.13) 是 下 面 
我 们 所 讨论 的 基本 方程 组 . 


E SRR 
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9.2 不 变 流 形 和 不 变 时 片 


常 值 平面 П, 在 式 (9.1.1) 下 是 不 变 的 , 它 的 Н! 中 的 正 交 补 空 
间 


Ju € H' | (u> = 0| 
关于 式 (9.1.1) 沿 着 IL, 中 任何 解 的 线性 化 方程 是 不 变 的 。 我 们 首 
先 研究 没 着 不 动 点 圆 c, 的 线性 化 方程 。 
考虑 式 (9.1.13) 关 于 /方程 中 的 线性 算 子 4 的 谱 , L 的 特征 
值 为 


Аф = - (а + 0) + Еу 4а 0, k=1,2,.. 
因为 wE{ 寺 ,1 , 则 4F ERNA > 1) 是 复 的 。 令 
o = V4w -1 


， (9.2.1) 


则 
АЁ = +0 - є(а +1) 
ERE Аг 表示 线性 化 方程 具有 强 指数 增长 率 ,而 47 表示 强 
指数 衰减 率 =, 它 们 有 特征 函数 
2 1+ is 
е (х) = Iaa A 
RERE RROTAT ЗЕТ. C. 的 任何 轨 线 的 强 稳定 和 不 稳 
定 方向。 对 任何 > ] ,复数 对 АЁ 的 特征 空间 是 Е, = span | coskx | 
CH , 它 是 复 二 维 的 。 当 s = 0 时 ,) 为 纯 虚 数 ,它们 表示 具 不 同 
频率 的 振荡 。 当 se > 0 时, 一切 4# (k> 1) 上 有 具有 负 实 部 ,它们 提供 
了 具有 从 0(e) 到 % 的 指数 衰减 率 的 线性 稳定 性 ,这 里 的 扰动 是 
无 界 的 。 
Er L а MR: са C 的 余 维 1 的 局 部 中 
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定 纤维 。 
我 们 指出 ,扰动 方程 组 (9.1.1) 形 成 的 半 流 不 是 未 扰动 方程 的 
C! 扰动 ,这 是 由 于 这 里 的 扰动 是 无 界 的 。 
记 wu(x)=(p+f(x))e®, 令 f(x)=7 


(x)+y e (x)+h 


(x) ,其 中 y: 为 实数 ,e* (х) АГ bes ТЫ, х)) = (h(x) 
соѕх) = 0。 由 方程 组 (9.1.13) 得 
h, = Lh + V(J,8)h – 103. – 104, (9.2.2) 
S мды S. i o, 
у! = oyt- ela + 1)y w. UY +7 ) баш. 
[C DY- (2 + 1) У] - Qi, Qia (9.2.3) 
S Е Ш дуи -y _ epsing =: 
у = оу (а + 1) 7 SJ(Yt+ Y") ВУ, утс 
[Ca + Dy- (02 – 1) У71- Qi1- Qa (9.2.4) 


其 中 07 .02/.Q; i. 041,03, 和 Qae 5 03.0. 分 别 到 相应 子 空 
间 的 投影 ,它们 具有 类 似 于 Q, 和 Q, 的 估计 。 我 们 经 常用 (7,68， 
六 ,7 В) и 的 坐标 。 

对 56>0, 令 

Вп(8) = lz = (7,0) ЄП, / |< ôl 
BI Bn(5) 为 C, fE UL 中 的 一 个 8 BR Ж н" 作为 一 
Hilbert 空间 , 设 
ES = lu = (J,0,yt,y ,hE Ну = 0| 

显然 , Es ЖЭН" 中 余 维 1 的 闭 子 流 形 。 

命题 9.2.1 对 任何 m 宕 1, 存 在 eo,6 >0, 使 得 对 任何 sE [0， 
so0] 和 z6E Bn(8), 有 一 个 映照 g:(z,*):[ -6,8]~>Es, 且 gr(z,s) 
ЖТ г.а. В.е Ms ÆC 的 。 对 于 z=(J,0)E Bn(6), 令 

(7,0) = 1(J,0,7*,0,0) + gt(J,0,7')17*E€E [- 8.8]! 

则 映照 g:(z) 满 足 : 
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(1) yz €C Bul), 2" (2,0) = 0, H XF z= (0,0)€ C,, 
0,25(0,9,0) = 0. 

(2) 设 1 >0.z,zl = 

$:С5) 
为 一 个 微分 同 胚 - 
我 们 称 WECO DRAIS z 的 不 稳定 纤维 ,(2) 为 不 稳定 纤 
维 的 局 部 不 变性 。 因 此 ,对 任何 z€ Bn(6) 和 y+ E[- 5,5], 当 向 
后 轨 线 12(1)11€E[ 7,0] с Bn(8) 时 ,向 后 轨 线 Lu) (и = (z, 
7*.0,0)+ glz V DECL- Т.О КЕЕН Е St(u)€ Wu 
(z(1))。 注 意 ,虽然 S 关于 s 不 是 C1 的 ,但 gE Cle) 

我 们 用 Lyapunov-Perron 方法 证 明 命 题 9.2. 1 ,一 个 惟一 的 强 不 
稳定 叶片 能 够 用 一 个 外 溢 不 变 流 形 上 的 基点 来 构造 。 因 此 ,我 们 
首先 截断 方程 组 (9.1.13) 而 使 Bu(36 ) 为 截断 方程 组 的 外 溢 不 变 

设 7SC”(R,R) 满 足 suppyC(-4,4), 在 (-2,2) 上 ,7 = 0; 
(5.2) 6, рете (2-35) к. у= -1 并 县 1#1<4。 让 
m = 7(*/6), 对 于 小 的 常数 GFE), J 在 式 (9.1.13) 的 截断 方程 
组 中 为 

J, = 5є{бль( J) -2e[a(J + w?) + B V] + асов) + 

0107, 1,8) (9.2.5) 
注意 到 Ba(36) 在 截断 方程 组 下 是 负 不 变 的 , 它 对 于 1J1<28 是 不 
变 的 。 

对 任何 (Jo,66)€ Bn(386), 令 (Jo(1),00(1))(1<0) 为 截断 方 
程 组 具 初 值 (用 ,90) 的 向 后 轨 线 , 则 对 任何 ts0,(Jo(t), 0(1))€E 
Br(36)。 Jol) + J), Ot) + (0), у? (1), ут (4),h()) 
为 截断 方程 组 的 一 个 解 ,让 

0 = (J,07 ,h), 101, =1J1+10 {+ УЗ +11 


Selz) E Bu($), 则 有 
IWE (2z1)) N w (z) 一 Wa W (|) 
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则 у* (1) 和 wr(1) 满 足 
y; = ау'+А* (301), 6001), У*,2) 


ооо 0 

оа 020 (9.2.6) 
= * + A Jot), Oo0(1),Y’ ,5) 

0 0 -a 0 


ооо k 
这 里 4+ 和 4 = (A,A AT A DERRI, A 
At= -ela + Dyt ŽD + DO) = 
_sBsin( Go(1) + 0 + 2) 25, 
20/00) + J + в? 
Qia = Оза (9.2.7) 
А! = Seol mJolt) + J) = PJolt))] - 
2e[aJ + BOV Jolt) + J + wcos( Oo(1) + 0) - 


(222 1)yt- (2 + 1)y 1- 


V Jolt) + а2с05000:))1 + Qı (9.2.8) 
й sin( folt) + 8) К singo( t) Я (9.2.9) 
ео на Ум) Flee 
А-= -ela + D7 20000) + (Yt) 


+1)y*+ 


_eßsin( бб!) + 0) (0а? 
20/00) + J + о? 
(1 -= 0°) Y7] - Qsa - Qia (9.2.10) 
A" = Val Jolt) + J,06 (t) + 0)h – 103. – 104: (9.2.11) 
HACC), OCN ARIA EAR, ERA 
At (Jolt), 90(0:).0,0) = 0 
А©°( (),6(1),0,0) = 0 
进一步 ,4+ A 为 光滑 的 。 M е < 8°, ді, ytl 11, <58. 
n=l, RAW ТЇШЇЇ: 
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Та АТ (2+6 tt) ty De 


CS(1vl, кту) (9.2.12) 
дзр, a+ til 
a <@ (9.2.13) 
р;А* \ +1р;А°1„&< Сео Тут, + 11/8) (9.2.14) 
РА ++ ТРАТ Сед + 1б 1„+1у*1) (9.2.15) 
Р.А + 1+ 10,41, СО, жу ОЛА) (9.2.16) 
D, D, A* \ + 1D, D, А1, + ID.D;A* 1 + 
10,р;А°\„< С (9.2.17) 
D;DA* | + 1 D.D AS |, < Ce/6 (9.2.18) 
DDA* | + 1р,р,А“\„& С/8 (9.2.19) 
D;D;A* | + ID;D;AS l < Ge (lut l, + 
Iytl+1J1⁄/62) (9.2.20) 
D; D; A* | + 1D; D; Alag Сеа, + 
Гу+ 1+ 3/82) (9.2.21) 
D.D.A* i +I DDA I, gCo lpt 
Iy*i+1J1/8) (9.2.22) 
D;DA* | + ID;D.AS |, < CC lol, + 
lyti+1J1⁄82) (9.2.23) 


这 里 ,yy 2. y€1J,0,yt,y hl, Ji yay Ela) 0000), 
y€la,01,C 为 仅 与 %,a,B 和 w 有 关 的 常数 。! DAt AI DAI 
分 别 为 


| DA'I= sup | DA? yl 


1 DA 1, = sup | DAY 1, 
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里 y 为 变 元 之 一 ,y УШУН" 中 的 数量 或 向 量 ,171。 为 绝对 值 
Н". 
S Ве 为 方程 组 (9.2.6) 的 矩阵 算 子 ,对 :>0, 有 


в B: 


| eB i | (9.2.24) 


жє (56, ©) Ны. 


Гү „= lga) = (у (о), DLE (— %m,0),g(1) 对 1 连续 ， 


Па, = supe (1 у*()1+115(:т)1„) < æ} (9.2.25) 
容易 看 到 ,在 模 | lan Г, Banach 空间 。 令 BB „(-) 
为 Г} PRR BE ye Є[-8,8],ШЖ g0) EEO, O 
Ct), oC), 0,0,0) + g(1) 为 方程 组 (9.2.6) 的 一 个 解 且 具有 


7*(0)=уу .那么 ,对 任何 1< to<0 有 


yt (to) = еу + 


[зел (з), вое) Сз) 
s(t0) = PPAG) + (9. 2.26) 


| eO деа) 8005) gls))ds = 


[е одесса) Ва) ONT 


fE Ж ТЕ В, „(28) EKTA ADR, 我们 将 求解 方程 组 
(9.2.26). 
对 任何 (2) = (у (0), GEB, „(28), уғ<0, 


yil) = eyg sferat (Jols), 800), g(s) )ds (9.2.27) 


= енедо ров) gd (9.2.28) 
并 让 : 
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Flg) = {Yt ,51) 


FRESKY a,b, Jo boe 和 w。 因 为 线性 算 子 半 群 eti 是 
强 连续 的 , 则 在 式 (9.2.28) 中 的 积分 对 : 是 连续 的 。 令 
Cià) = mafi, 1 + + + =) 
引 理 9.2.2 当 


0 < СС102)8 < 7 (9.2.29) 


Ff, F ЕВ, „(28)Ж5 CI 可 压缩 的 ,其 常数 С 仅 依赖 于 n,a, B Ж] шь 
证 明 : 首 先 ,我 们 证 下 映照 B.,(25) 为 它 自己 。 从 4+ 的 连续 
性 可 知 y г 的 连续 性 , 写 
v(t) = [еби = s), olt ~ s),g(t ~ s))ds 
vi A КРЕВЕТА A° 的 连续 性 和 控制 收敛 定理 得 到 。 对 任何 
i<0, 从 式 (9.2.12) 和 式 (9.2.24) 有 


I yi (t)e-* I< ебе). l y 8: 


0 
Jasus РА? (Jols), 0005), 2(5)) lds < 


0 
er | y£ l+ G| вет os) li +1 у* (s) Dds < 
t 
C5 
+22 lelai (9.2.30) 
和 


1 外 (zt)e 1, <Í С(1 +t- s)e"1⁄ 
| А°(Ь(5),%(5),&(5)) 1,05 < 


Н 
G| (1+:-— sje? eC] vy(s) 1, +] yt (s) Dds < 


< 


cè |i zl ala + =) (9.2.31) 
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因此 ,变换 РАЕН В, ,(26 ) 为 它 自己 ,其 中 0< CA) 
1 
6 <>° 


T 


KI FERM. 对 g1 = OT, o) E Bn 0M e = 
(у*,)Є N „Йй д (У, 515) = DF(g1)g。 从 式 (9.2.27) 和 
r s t0, 8 


HOD = fe DAt Сав) „6065090905 (9.2.32) 


KO) = | DAU) Gos), gi(s)) gCs) ds (9.2.33) 


其 中 DA t 和 DA RRR y 和 o 的 导数 。 为 完成 引 理 的 证 明 , 只 
要 证 明 DF( gj) 在 ГУ ПЕНН. НО gj 是 Lip 的 。 由 估计 
式 (9.2.13) 有 


0 
| уН) | i <f Elo) ед | А+ + 
СЛС), 6005), 3050) 11 g(s) hds < 


її [Ге {oA 945 < 


Сд 
TSA lI £ l АЛ (9.2.34) 


t i 
1 (2)e* l. = | СО += в)ет етә - 
| DA (Jols), 8005), 2105)) ta | g(s) lads < 


F i 
cè || g | К (+r sehid < 
ШР 


1 1 ' 
Сас + 5з) 16| а (9.2.35) 
这 就 推出 РЕСЕ T БЕНАЯ, А. 
| РЕС) |, ССА) lg liaa 0.2.36) 


БИ ,Е ЖАО. 对 任何 ea = (у*,5)Є В, „(28). а = 


(72,5%) = DEF(8E2)g, 从 式 (9.2.17) 可 得 
ГӨ) =) еа < [eea | pA" (Jo(s),00s), (5)) - 
DA* (0С), 8005), 2205)) 1-1 (з) hds < 


0 
С | g il | | g(s) _ вл(з) hds < 
一 和 el l 
од 1ё'3418&2— gias (9.2.37) 


0900) — 0500) lne 22 < | C(l + t- s)e™ 
I РА°( }(5),6(5),а1(5)) т 
DA (3005), 0005), в2(5)) 1, °l g(s) 1,05 < 


t í 
CÌ gl aal (I+ t= в)е7220-9е- | gls) — gils) 1,85 < 


1 1 
с(5- + 35) Пай lec gilan (92.38) 


| DF( g2) = DF(g1) | Хг) = | DF( е») = 


Fle) мг гу) < 


CC (2) l &2 — 81 |z (9.2.39) 
由 此 推出 F ТЕВ, „(25) Еу Ch 
引 理 9.2.2 推出 存在 惟一 EBTT LM 下 不 动 点 ,今后 我 
们 将 设 条 件 式 (9.2.29) 成 立 (选取 8 适当 小 ) , 令 zo € В, „(20) 9 
的 不 动 点 , 它 依赖 参 数 ус, Јо, бо. а, В 和 se。 在 讨论 go 对 于 这 
些 参 数 的 连续 性 之 前 ,我 们 指出 ,如 果 式 (9.2.29) 成 立 ,m = 1,2， 
“sno U go 5 п 36, gE В, n (26) R: ајр лк МЕ — ELA 
R Ti А, СГ, ае (пу л», à SA 9. 
首先 .由 于 映照 对 yg 是 连续 的 ,由 -- 致 庄 缩 映照 原则 , go 
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式 (9.2.30) 和 直接 计算 易 知 
[ Dy: во |, < 2 

为 了 证 明 z 是 其 他 参数 的 C! 函数 ,我 们 定义 

Аў = lalt) = 《Jo(1) ,00(1)) 10,4 为 :的 连续 函数 ， 

Гаі. = supí] Jolt) 1+1 0000) 1) < œ! 

Аў = |z € AB i z(t) € В1(38),: < (9.2.42) 
容易 看 到 , A 在 模 1. 1, 下 为 Banach 空间 ,A$ 为 A КИЛИ ТЕ. 
对 任何 (Jo, 00) Є Bn(36), 令 1( jo， o) = (Jolt), 0,0:)),:<0, 5 
截断 方程 在 П. 中 具 初 值 (Jo, %) НОТЕ SER; TRIR 1( Jo.) 
€ 4#。 我 们 考虑 FF 具有 参数 z(1)€ 好 取代 (Jo,b)E Bn(36)。 

引 理 9.2.3 映照 1 将 (0, 900)E€ Bn(36) 映 照 为 轨 线 Jo, 
Oo) E A3 ,1 对 于 初始 点 (J0,600) 和 参数 ,8,e 是 光滑 的 。 

证 明 : 开 始 考 虑 在 (Jo,60) 上 对 (Jo(t),9o(1)) 的 依赖 性 ,在 平 
面 工 上 , 沿 (Jol1),90(1)) 的 第 一 变 分 为 


(9.2.40) 


(9.2.41) 


j = | = 2 ч ea ia) Ө?) 
其 中 
Зва) - 2a - s PB DC Y wisha, (u) 
жы | Хб. вео) 
2000) + а?) папу: 


[| 1%! C8, I Jolt) 135, RITA IHI <C. КЕЕ 
式 ,对 任何 上 <0 有 


Aole) Е °) к 
A0( t) F -21 0/ \ A00) И 


t 1 0 AJo( s) 
fie jro ИИ № (9.2.44) 
" \- 2-8) 1 Аб з) 


Ж 
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推出 
1 АЈо(2) 1+ 1 A0.(:) |< (1 20) (1 AJo(O) 1+1 А% (0) 1) + 


t) AJ (s) 1+1 A0.(s) Dds < 


< 


(1-2:)(1 А00) 1+1 8000) 1) + 


г 
А, ер «о-о дз) 1+1 Abols) Dds 
(9.2.45) 
由 Gronwall 不 等 式 推出 
| AJolt) 1+ | Абу(т) lg (\ 2794 + 译 / бү Еур Pje @ $ 
(1 АЬ(О) 1+1 4800) 1) (9.2.46) 


利用 这 人 我 们 能 证 Л, 00,0, В Же 


是 光滑 的 , 且 当 e < 65, 有 如 下 估计 
ИШИ. <S, ID. <£, л. <S (9.2.47) 
其 中 z= (Jobo) wE la, 1. 
现 考虑 FEIER a, b e, EAk 的 函数 , 令 yC y= ilea, 


В, 2)1еЄ[0, e0), zE ЛАї,0< оо < B, BECO, M)! , HEP eo < 0°, М 
为 参数 8 的 上 界 , 令 
{УУ = 11е 1+1а 1+1 8 1+1 z 1, 

设 条 件 式 (9.2.29) 对 一 切 参数 y€ Y 满足 ,因此 下 对 一 切 yEY 是 
С! 压缩 。 

引 理 9.2.4 对 n>5 
Р:В,.„(20) x YT, С! 且 严 的 一 切 导数 对 5 是 Lip 

证 明 : 对 任何 уз = бєз, а), Bi. 2) € Y, g) = ( yÉ 


, 1) € 


В, „08),Ф z = (97,6) = (ал. y) XH <0,АЗ (9.2.14) 
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0 
Гру) б) Те“ <| еї? | D At (ys) ,gs) 195 < 
i 


= 


o ， 
ef e-e% | gi(s) hds < 


lal, 
AEAN г А! 
(Буйу) „е“ є | (+ s)e2 1 Da At(yi(s),m(s)) hds < 


全 | q + sje e | g (s) 1,45 < 
ETI 1 

БЫ + 5) Па 

由 此 推出 : 


l РЁ, уу) laa < FOA) gs lan (9.2.48) 


为 了 估计 六 ,我们 必须 首先 估计 Daet, MER (9.2. 6) 和 式 
(9.1.14) 可 得 


0000 
ы 0000 
0000 
0 0 0 -e | 
D. e: = ID Beet | 
Dae”! = P(DB ев | 
因此 对 120, 
| Dae |, < Ge, | Dae” la < Се? 


对 XE (58, ) ,类 似 于 式 (9.2.48) 的 估计 可 得 
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| „ЕС в\.у,) lans Gea) | gilla (9.2.49) 


因 含有 奇 性 扰动 项 en, ,对 є 的 微分 可 能 导致 正则 性 的 损失 。 事 
实 上 ,我 们 有 


0 0 0 0 
0 0 0 0 8 
D.B° = De! = 1р,В'е?' 
0 0 0 0 
0 00 -е+д„ 
因此 ,对 任何 o 120,9 
| "Р,ебцх ао Gr l Рев ла С? lno 


于 是 从 不 等 式 (9.2. 16) 可 得 
| DEC y) аә < Eca) İlgi llan (9.2.50) 


对 任何 z€ A ,从 不 等 式 (9.2.15) ,类 似 于 (9.2.48) 的 估计 可 得 


l + 1 十 
a-t Q - 8) 


I D.F(g1,y1)z | 


15) | |! = 
РЕ, к 1 т ПА, а 


СС,(А)121, а 1.54258 (9.2.51) 

最 后 ,我 们 由 估计 二 阶 导 数 而 得 到 导数 的 连续 性 ,一 阶 导数 的 

Lip 常数 为 二 阶 导 数 模 的 界 ,利用 估计 式 (9.2. 17) 和 式 (9.2.23)， 

能 证 DF SA (T, @ Д8)? 到 玉 -23.4-4 的 有 界 双 线性 映照 。 我 
们 有 


上 DE lg y) || < CC (À) 
CC (2) 
Б 


| РК(а\,у) | < (9.2.52) 


CC (2) 
д 


1 DaF goy) | < (9.2.53) 
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其 中 wEla, 81. 依 式 (9.2.39) ,给 出 DF 对 g 的 Lip 常数 。 

引 理 9.2.5 ХТА, <А, Е: В, (26) х ҮГ; „Ж 
的 - 

证 明 :由 引 理 9.2.4, 不 等 式 (9.2.48) 和 式 (9.2.49) 推 出 F xf 
в.а 和 8 是 Lip 的 。 这 对 证 明 F 对 e 和 z 的 连续 性 是 充分 的 。 
任何 z€ В, „(28), ур = (era, 8, д) EY, k =0,1,% m = (УГ, 
в) = Flg, y) RIA 


0 
вир! yP) = 0600) Le) < sp 人 elap erir 
Le т 1 


ГА? (у(5), 2(8)) — A+ (yo(s),g(s)) 1 as} = 


С Сар 


e А (205 ) — zo( s ) I+ 
lei во 1) il g(s) hds Él glas 


0 
f К 2108) ~ 2008) 1+1 el – eo 1) 4 (9.2.54) 


因 eO -a ERE, 12105) – zals)! &68, Y s0, zi(s)> zs) 
局 部 一 致 (1z; - zo1->0) ,推出 


вир! (2) = уб Се) Тет 1-0, Туу ~ yol.-*0 
另 一 方面 
supl | vi(1) ~ 0600) е < TI +t-— 3s)- 
| A°(yi(s),z(s))— ACyols) в (90) 1„ HI (еве ү, - 
б) 4 Ооба) gl) lds} < 
apf eT EO + DU nto) - 
zo(s) I+} єр—- eol) I g(s)) 1, + 
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| (eg (is) і. з) ic)4(yots),g(Cs)) „а < 
0 
Cel la | es) = al) 1+ 
f ш 
| sl — €o 1)ds + supl | ел 1 (е (9 leze, Л 


«Кч-ө | _ A yols), а(з)) КЛ (9.2.55) 


类 似 于 y 的 估计 , 右 端 的 第 一 部 分 当 1y - уо! .一 0 时 , 它 是 收敛 
于 零 的 。 
最 后 ,我 们 证 明 对 任何 给 定 5> 0， 


г -s Blr- s) 
[К eas | (es ете ы [РЕ 


° 
А“( уб з), 6050) Inds < £ (9.2.56) 
у:<0, Blei- sol 充 分 小 。 注 意 到 
| eB ts) [у-у eto) |. I< C 


因此 ,对 任何 to <0, t= minl tosti, 


F ee | (es 0-9 кеч ež t9) ese)A (yols), ets)) 1.45 < 
сд | il f А-А) фу 
8 Пла) E s < 


. WU 9.2.57 
д, ela mn (92.50 


因此 ,存在 to。<0 使 得 
| eh | (es (es) kars eft- 1.240068), 1,05 < š 
于 是 ,为 了 证 明 式 (9.2.56) ,只 须 证 明 


2 Bit-s) WO) 
|. e ht | (е less -ae беу 
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ru lm 


A(yo(s),g(s)) 1,05 < (9.2.58) 


МЄ 110.0. ВЖ ео, (ее 9а) A (yols),g 
(58)) 对 e1, tE Lto 0], € [ro Е М. "4 e = eo, 它 等 于 零 。 
EE, Mie,- со, 9—0) Є [0.0], sE Lto] A 


C йы; w е8 -9 | 


eg) Oah gl) hds <= Ee 
to 


日 此 推出 式 (9.2.58) 和 

supi oilt) vot) ет 0, tyi- yol, > 0 
РКИ, {ПЕЛЕ I yi- yol. 00, || Fle, у) -Flg уо) l iga 
>0, 利 用 已 有 的 工作 ,我 们 能 证 FCO, у) А80 g (y) Є 
BB.,(26) 对 于 Y=(e,a,B,z) 的 C' 光滑 性 。 

引 理 9.2.6 ву): УГУ зз. УС УЗЕ С! RA. 

证 明 : 选 取 gil(y) =0Є В, „О08),уу© Y. Ф 

graly) = F(g,(y),y) € В, „(28),Е = 12 
因 F(',y) 对 -- 切 уЄ Y 是 压缩 的 。 当 kw 时 , gy(y) 局 部 一 至 
KAF go(y)。 因 此 从 引 理 9.2.1~ 引 理 9.2.3, 如 gi: 了- 
Газзан C' 的 , 则 
Dgi-1(y) = DeF (gi(¥),y) Dagr(y) + 
DF gy), 7) (9.2.59) 

从 了 到 TY_33.，.s 是 连续 的 ,gy_1: YTY зва а 0 ,我们 也 证 明 
Da 一 致 收敛 。 

为 简单 化 , 记 1 уьу). ЛАЛ D.F | 分 别 表示 在 
LCY, Гаваа) LOTY 33,n-4), L(Y, Ti -38.n- 4) 上 的 模 。 从 引 理 


9.2.1 并 注意 到 5 >А>55, 1 DF | < CC1(4)6, 我 们 有 


上 De) < DEC) y) | + 
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| DEC eray) у) | ЇЙ Derio) < 
IDEC) у) | + CC,(A)8 || рд (у) < 


m=k-1 


> (СС,(4)8)%-1-" | DEC gn Cy), y) 1 (9.2.60) 

因此 从 不 等 式 (9 2.48) . 式 (9.2.51) ,对 于 8 充分 小 ,可 得 
| Бвь\у) || < ССА), | Da,(y)| < СС,(А)ё (9.2.61) 
Прв, Су) | < CCi(A)e (9.2.62) 


其 中 wE fa, 8:2 
其 次 ,证 明 D z, 为 Cauchy 序列 ,事实 上 ,由 式 (9.2.39) 3È 
(9.2.52) 和 式 (9.2.61) 可 推出 


| D... (y) - Dey) 1 < J D.F(e,(y),y) - 
DF в, Абу). y) + (D,F(z,( y), y) - 
DeF аууб у), y) Dgr y) + DF erly), y) Dely) - 
DaO | < l DaF il i Су) — erai) llaa + 
СС1(А)8 | Digi y) - Diery) | + 
CC,(À) 1 gly) — grily) l А—38,п-4 | Р, (у) < 
СоССС,(А)8)®?С | D.F + СА) | Р, (у) |) + 
ССА) | 2,6, (у) - Der (y) | < 
CC + СА) 8) (СС, (А)8)82 + 
СС,(л)5 1 р, (у) – Р, 1(у) 1 < 
(СС, (л)8)%' ПР, (у) | + (k - 1)CC,(A)(1 + 
cae CC,(A)6)12 < 
ЕСС (А) + СА) 8) (СС, (А) 5) +2 (9.2.63) 
其 中 用 到 了 
Шабу) = ra) llan < C3(CCCICA)S)E2 
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的 事实 。 因 此 D z, 是 一 个 Cauchy 序列 ,从 而 go(y)E C: y-> 
ГЕ з, „-4. Dgo 满足 估计 式 (9.2.61)。 

因此 ,对 固定 no > 5,26 = ү, йй ac (о, о) 使 得 条 件 式 
(9.2.29) 满 足 , 对 一 切 +E [Xo -56,40+56],n =1,2,…, no, 则 所 
有 以 上 估计 成 立 ,e < 0, пепо. 基于 引 理 9.2.3, goE Cl ,对 于 
YG ,а, 8, Јо, 60. е, RITA 


|! Dy: во за, | Dago ll 333.44 ж C, 


I Dego 1, заа £ (9.2.64) 
Сє 


| Dago заа < (9.2.65) 
ЖР г=(Ьь,.6%),шЄе,8!,т®т>®пэ®5,АЄ!А-58,Ау+58]. 

现 回 到 命题 9.2.1。 5 no = m +4, 9 go (i) = (302), 000), 
Yt), y G), h)), ERA yt(0)= YG。 对 任何 z= (Jo. 8o) 
Є Вп(8), yd E[ -6,6] 和 小 的 。, 定 义 

Ba:(z,76) = (J(0),0(0),0,y" (0), А(0)) 
因 截 断 方程 组 (9.2.6) 当 1JI <28 时 是 同 于 原 方程 组 ,容易 验证 
gi 满足 命题 9.2.1 所 列 出 的 性 质 。 

为 了 完成 前 面 的 证 明 ,我 们 给 出 不 稳定 纤维 的 性 质 。 设 206 
Bn(6) 使 得 在 方程 组 (9.1.13) 下 , 它 的 向 后 轨 线 1z(1)11<0! Cc 
Bn(6) 对 任何 yt E[ -6,6], 从 命题 9.2.1 存在 y+(1), 对 一 切 : 
<0 使 得 (z(2),y*(1),0,0) + gt(z(1) ,y+ (1)) 为 (zo0,Y? 0,0) + 
gil zo yi ) 的 向 后 轨 线 。 

命题 9.2.7 我们 有 

Гу (t) |< Сде"?, Ví < 0 
其 中 C 为 不 依赖 于 z 和 e 的 常数 。 
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命题 9.2.7 推出 zo 为 (z0,y* ,0,0) + ge( zo,y*) 具 指数 衰减 
Ж /2(1>%) 的 渐 近 位 相 , 从 方程 (9.2.6) 可 以 看 到 :命题 的 证 明 
是 显然 的 。 
前 面 提 到 的 六 ,在 常数 平面 I. PRA 0. 的 不 稳定 曲线 ,可 
HIJ = ACO), 0) lacio a AERP у е, 69: [0,,0,]-+ А 
为 光滑 函数 。 定 义 


U We(vW@(80),0) (9.2.66) 


берй 
可 知 W: 为 C! 二 维 流 形 , 它 对 y 也 是 光滑 的 。 从 命题 9.2.7 可 知 ， 
任何 初始 点 在 不 稳定 流 形 W: 上 具有 一 个 方程 (9.1.1) 的 向 后 解 ， 
且 这 个 向 后 解 当 :一 ~- w 时 , 趋 于 0.。 因 此 W H O, 的 二 维 局 部 
不 稳定 流 形 , We 的 大 小 在 9 方向 为 19: - 011 ,而 在 e+ 方向 为 28。 
考察 在 Q, 处 线性 化 方程 的 特征 值 ,可 看 到 最 弱 稳 定 和 不 稳定 特 
征 值 的 实 部 之 差 为 0(v), 局 部 不 稳定 流 形 的 直接 构造 将 产生 
ОС) ИТА ЈЕ о 
我 们 下 面 将 证 明 具 有 C 类 光滑 , 余 维 1 的 在 НБ С, 的 
不 变 中 心 稳 定 流 形 W 的 存在 性 。 在 每 一 点 上 , We 的 切 空 间 为 
ЕТ ЫЕ W> 像 一 条 沿 着 C, 具 宽 度 6 КИК, с 无 关 , 我 们 
BERCEA Жн Q, 的 余 维 2 的 稳定 流 形 。 写 
u(x) = (p + /(х))е”, 
Кх) = у?е (x) + Y" е (х) + h(x) 
其 中 y* 为 实数 ,e*(z) 为 A 的 特征 函数 ， 
(А(х)соѕх) = 0 
ХР 0 = (Ј,0,у*, А), 
Га laa = шах}! Ji, 101, ТУТ, ТА [илз 


lof iao = шах}! /1,] ytl, ТАТ, ! 
МЇ = lo = (),0,у*,А) il lno < 8} 
它 是 余 维 1 子 空间 БО rh C, 的 一 个 邻 域 。 
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命题 9.2.8 存在 C! р: NER, А a p 也 是 C3 
的 ,使 得 : 

(1) Dogs 、Dag? 对 e 是 连续 的 , реве 对 se 是 强 连 续 的 。 

(2) 对 任何 С, (0) е 是 Lip 的 ,其 中 Lip 常数 关于 
> 是 一 致 的 。 

(3) 1 Degë | < C, g7 (J, 8,0,0) =0, E4 e =0 时 ,Dg$ (0, 
8,0,0) =0. 

(4) e € М, yt = gp (e). Syta) = (yt (t) 
a) ТО (1) ENT, V (C [0,T], WJ y* (t) = g (a° 
(1)), YIE[0,.7]。 

这 里 Degë 对 e 的 强 连 续 性 意味 着 ,对 任何 WE NY A e, 
eeo Бу г (o0) Буа (00) 28. 我们 不 能 证 明 Dies А є 的 -- 
致 连续 性 ,这 是 由 于 D.S (SL 为 方程 (9.1.1) 形 成 的 半 流 ) 仪 对 
为 强 连续 。C, 的 中 心 稳定 流 形 为 

We = (yt,0) №, у= es(v)! 
显然 仅 能 证 明 W° 对 e 是 Lip 的 。 它 对 于 同 宿 轨道 的 构造 已 经 足 
够 。 性质 (3) 说 明 在 平面 U, 中 图 C, 的 一 个 邻 域 被 包含 在 Wi 中 ， 
Н. 琢 在 C. 上 正切 于 酬 ,对 于 es=0。 最 后 ,性 质 (4) 为 中 心 稳定 
流 形 We 的 局 部 不 变性 。 

我 们 用 Lyapunov-Perron 方法 证 明 这 个 命题 ,除了 ае 对。 的 依 
赖 性 外 , 它 同 于 命题 9.2. 1 的 证 明 , 故 省 略 之 。 首先 ,我 们 构造 映 
照 gf ,再 证 明 它 对 s 的 Lip 依赖 性 

设 jE С" (К, К) у — Р, 18 

ѕиррӯ с ( - 4.4), (0-2,2) E $ = 1,191<1. $ f= 


(3) E 
Mayo) = СЛ ру?) mY (ТА 1) 
为 了 构造 映照 gs ,考虑 如 下 式 (9.1.13) 的 截断 方程 组 : 
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|. = oyt+ À: (у*,ь) 
n = Ва + А°(у* 2) 
其 中 B 为 方程 (9.2.6) 中 的 大 矩阵 , 4! ,A = (A1,49, 有 4- ,A4) 为 
光滑 的 ,具有 形式 


(9.2.67) 


жос ..2 7 eBsing 
At = (yt.6)| —є(а+1)у* + 二 JOY нут) – — 
+ | а 204] + а? 


((о?-1)у* – (а2 + 1) у) – Q3- Q£, (9.2.68) 
А = e (yt ODL -lal +?) + 


ВУР + асов) + Q (f. J,0)1 (9.2.69) 
А = (0°, бело + 0207, 7,0)] (9.2.70) 
А = (Yo) LV Oh 03. ~ iQas] (9.2.71) 


Ат = б) еба +y (yt жут) 
_є@зїпӨ (е 2 


Dy 
ANTRE +w? EYUA 
(1-o?2)y )- Q7- Qi] (9.2.72) 


这 里 ,我 们 依 н! 模 截 断 除 掉 阶 为 0(1) 的 线性 项 之 外 的 方程 组 一 

切 项 。 当 1w110,1y* 120 时 ,截断 方程 组 (9.2. 67) 同 于 原来 的 

方程 组 (9.1.13)。 注 意 到 对 任何 u, u€ 下 ,以 下 式 子 成 立 : 
ши la & C(I u, шо l3 +l x l3 | uo l1) 


如 同 估计 式 (9.2.12) ,通过 式 (9.2.23), 当 e < 62,6<1, 对 一 切 y+ 
和 wv,n= 1,3, 有 


ПА (уто) + ТАУ, 2) а 
С (yt 0) (е + (101, o + 17+ 1)) (9.2.73) 
РА +1 +1041, = С (9.2.74) 
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ІРА 1. DA. < G (9.2.75) 
РА ++ ТРА 1 + ID.DA* 1 + 
IDDA < C (9.2.76) 
ID, D.A 1 + 1D, Р, АС (9.2.77) 
ID:D A | + 1ID.DA ls CG/ (9.2.78) 
ID.DA 1+1 DDA 1. С (9.2.79) 


其 中 符号 ууу У, 7,6, А, У. уЄ la, 81. DAH DA 
被 考虑 为 不 上 的 双 线性 映照 。 

国定 АЄ (50.0/5) к, 

ГУ = ів) = (У a), а) Є (0, о), g ER) 8 


的 

а.а = варете Су (Ol C) laa) <] (9.2.80) 
容易 看 到 Гу „ЕЙ N laa FE— f Banach 空间 。 对 + >0, 仿 

Ве „(т) = 1201) = (у (2) ,0(1)) € Tial 
supe (| у (0) I+1 о) < rl 

TR, ВУ ,(7) 是 在 PS ,中 的 一 个 闭 子 集 。 
固定 o € №, і z€ 7T% ,为 方程 (9.2.67) 中 的 一 个 解 ,其 
v (0) = 芍 ; 则 对 任何 io 宇 1=0, 有 


t Ж 
yt (t) Е еч! yt (to) ‚| е0 ДА+ (g(s))ds z 
to 


0 


° eat (g(s))ds (9.2.81) 


#+ 


А 


(1) = еъ + 


ваде абв) 48 
0 


我 们 将 作为 在 BE ,( Co8) 上 的 一 个 不 动 点 问题 ( Co > 0) 求 解 以 上 
方程 。 


Кы 
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IHEM а= (у) Є BY (Co6), 今 
у) = [ед (08904 
| е (9.2.82) 
#1) = р + [eeds 


V:>0, 定义 Flg) = (7+ ,if)，P“ 具有 参数 四 ,a,8,se。 因 线性 
ЖЕТЕР е" ДЇ 强 连续 , 式 (9.2.82) 右 端 第 二 项 积分 对 ЖЕ 
жї. 

我 们 首先 构造 在 Н! 中 的 中 心 稳定 流 形 , 再 考虑 它 对 e 的 依 
ЖЕ. HE Є NY , 令 


C (2) = mafi, 1 + 1 + U: 
引 理 9.2.9 对 某 常 数 Co > 0( 它 仅 依赖 于 о), ЕТЕ BS. 
(Co6) 上 是 可 压缩 ,如 


0 < СС) < 5 (9.2.83) 


成 立 。 其 中 C 为 一 常数 , 它 依赖 于 oa, 8,w。 

引 理 的 证 明 同 于 引 理 9.2.2。 常 数 Со 的 出 现 是 由 于 les'o8h о 
H Cll oR ЕЁ Lip 常数 仍 为 CC1(4)8。 因 此 存在 一 个 不 
动 点 go€ Bš C06), 它 依赖 于 vha, В, о. BAR go 对 这 些 参 
数 的 依赖 性 。 

引 理 9.2.10 

C) FEE ВУ (Сод) EXT g ,v5,a,B,e 是 连续 的 。 

(2) A1 > A, F”: В? ,( С8)—>Гё ОР а, оза, p ЖС! 
连续 的 。 更 进一步 , D.F 0 Ру е 是 连续 的 ,而 D. Fe l БЕ“ 
对 e 是 强 连续 的 。 


(3) FHF g, voa, B RIER: В (Сод) = Е Xt g 是 Lip 
的 。 


证 明 类 似 引 理 9.2.4 和 引 理 9.2.5。 事 实 上 ,在 性 质 (2) 中 我 
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们 失去 了 衰减 率 从 А 到 2, 仅 当 我 们 证 明 导 数 的 连续 性 时 。 这 里 
我 们 不 能 得 到 р, F°, БЕЗ] e 的 一 致 连续 性 ,原因 是 е {дя 
强 连续 。 从 不 等 式 (9.2.74) . 式 (9.2.75) 可 得 估计 

| РЕ | ueo < CA), DoF иго < С (9.2.84) 


| D.E |, < ССА) (9.2.85) 
Ж „«Єја, 3. 进一步 ,考虑 ЕЕ В (Сод) P .1 的 一 - 
个 映照 ,我们 有 它 对 g 的 导数 的 Lip 常数 的 估计 


Шр," < CCA), рар, Е" < ССА) (9.2.86) 
其 中 Є іо, pie Р; РААК Т g- 

A 

x 


Y, = ly = (va, p) 1% € №.0 < aw < B.B < MI 

уа = mail s 1л le 1, 181; 
其 中 M SSO 的 上 界 。 从 引 理 9.2. 10 和 一 致 压缩 映照 原则 .个 
动 点 go(y,ejE BEIC Cod) E F (y, e) X} y е 是 连续 的 。 

其 次 ,我 们 证 明 对 于 до, y € 了 的 C! 依赖 性 。 选 取 8 充分 
小 ,使 得 式 (9.2.83) 成 立 ,yE Yio 

引 理 9.2.11 对 每 个 固定 的 小 的 =0, go: ҮГ Ў є 是 
C1 函数 , 它 的 导数 对 e 是 强 连续 的 。 

引 理 证 明 比 引 理 9.2.6 更 多 一 些 。 我 们 有 导数 的 估计 

| Dsg аа C, 由 Dage(y)1 <CCCA)s (9.2.87) 

这 里 wEla,Bl。 

对 %Є №, go(1) = (76 (1),w6(1)) 为 具 参 数 的 不 动 


点 。 令 


89055) = 74(0) (9.2.88) 
容易 验证 gs 对 6 的 2л 周期 性 和 命题 9.2.8 中 ge 的 性 质 。 
FRIEZA go 对 e 的 光滑 性 更 为 复杂 些 。 设 ge € Fin HTS 
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具 参 数 Є Ме 的 不 动 点 ,形式 上 有 
Dago = DF (go) + DeF (go) Digo 

由 于 出 现 奇 性 扰动 项 eu ,我 们 仅 能 期 待 D8"*(g)E TY _;。 因 
E, Dg Er? оН). 我们 将 证 明 1" 的 不 动 点 go€ TS XJ e 
Æ Lip hJ, уЄ Үз. 我 们 能 证 明 中 心 稳定 流 形 对 ЕН! 中 是 Lip 
的 。 

引 理 9.2.12 设 式 (9.2.83) 成 立 , Y yE Ya, go€ Г Fe BU 
不 动 点 , 则 


| go(e2) - golei) [лл < CCQ) I ez- erl 
YY 充分 小 的 sl,s: ,其 中 C 仅 依赖 于 MM = sup8。 


证 明 : 固 定 yE Y, ЖН] 320 (9.2.73), ЭШЕ 所 映照 p, 
(Co6 ) 为 它 自己 ,y6E 了;, 式 (9.2.83) 成 立 。 

对 任何 se 和 [0,so),so>0 充 分 小 , 令 g1(e)=0€ Ве5( С), 
考虑 达 代 序列 g. (e) = К“(є,ду-,(є)),Е>2 В FRR BS 
(C06) 为 它 自己 。 我 们 有 grle) Є Be3(C06), V k,e € LO, ғ). 
Ф ву(є,1) = (уў (e,t), vile,t)), XJ {EM e1 е [0, £0), t20, 
150136 = ó 和 不 等 式 (9.2.74) ,不 等 式 (9.2.76) 可 得 


上 了 


eai ec | А* (е2, gi (62,5)) z 
А* (elsgi(elss)) | ds < 
c тд = 
oe [Гез - є Í+ ô] pg(e,s)— 


grle s) hads < C(I e2- 61+ 
C(A) || а, (є2) — glei) llai (9.2.89) 


1 оќ, 1(є2,#) — vhled) e < 
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et | (eff |, = e" | в) lia + 
ef (1 (е8 1-0 le, senn le )A (E21 в(є2,8)) li + 


C(1 + t- s) I А°(є›.ду(є›.5) - 
A (ep glens)) hilds < 


(re | e3- є 125 13.0 + 
£ Ра 
ef [C(t - s) lez- є 11 Å (ez, g(€238)) lao + 
0 


C(1+ t= s)(l ez-e l+ ôl glez s) - 
glens) ha)lds < 
CCIA) ez~ ei 1+ 8 1 gelea) — абе) 1,1) + 


cf er = s) | €z- €; (e+ Ó | д(є58) 130)ds < 
0 


ССА) (Тез ~ 611+ ó | grle) – gile) | аа) (9.2.90) 


注意 到 д 的 Lip 常数 为 零 。 从 条 件 式 (9.2. 83) 和 上 面 估 计 , 由 归 
纳 法 可 知 
| gre2) — glei) i < CCQ) Iez- e; 1, Yk е, € [0,e0) 

САКЕ M. 

另 一 方面 , FE BE Co EIEI 6 go(e) 表 示 Р 
动 点 。 则 ‖ gle) - gole) ‖ 1—0,3} є 一 - 致 成 立 。 因 此 gole) 3t 
є X lip HJ, H Lip 常 数 为 CCI(A), 它 与 yE Y, 无 关 。 

最 后 ,选取 AC (506, 75), 8) è > 0, 使 得 条 件 式 (9.2.83) 成 
e gë 为 式 (9.2.88) 所 定义 ,从 引 理 9.2.2, gs (wv) 对 e 是 Lip 的， 
Є AS ,命题 9.2.8 已 证 。 

以 下 考虑 稳定 流 形 , 对 充分 小 。 > 0, 方 程 (9.1.1) 具 有 鞍点 
Q@:, 从 式 (9.1.8) 和 式 (9.2. 1) ,能 期 望 0. 具有 一 个 余 维 2 的 稳定 
流 形 。 从 曲线 
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Pi = 10,0) ij = #(0).0 € [0 ,0,]! 
为 在 常数 平面 [I 中 0, 稳定 曲线 的 一 个 子 集 ,， е, ре Јл. 
因此 ,P: HO 的 余 维 2 稳定 流 形 的 一 个 子 集 。 而 稳定 流 形 可 看 
成 沿 Р; 的 一 条 纹 。 问 题 在 于 这 条 纹 的 宽度 。 在 式 (9.1.8) 和 式 
(9.2.1) 中 的 最 弱 稳 定 特征 值 的 阶 数 为 0(e)。 依 通常 的 原理 仅 能 
产生 稳定 纹 的 宽度 为 0(e), 它 不 是 充分 大 使 我 们 可 构造 同 宿 骨 
线 。 在 文献 196] 中 一 个 规范 形式 的 变换 被 用 来 消去 方程 (9.1. 13) 
中 的 平方 项 ,去 证 明 稳定 流 形 的 宽度 为 0(e34)。 这 里 ,我 们 采用 
不 同 的 方法 来 证 (显然 规范 变换 这 里 也 用 到 )。 注 意 到 最 弱 稳定 特 
征 值 为 Ole), ERBE EREE а s 的 差 
М 0012). 因此 我 们 首先 能 构造 一 个 没 着 Ж.О) O(el2) 局 
部 不 变 流 形 。 它 对 Q алаан, 但 这 些 轨 线 在 这 
个 流 形 上 不 会 增长 快 于 exp( ш!?), a > 0。 由 能 量 泛 函 , 我 们 能 估 
H 0, 的 吸引 盆 作 为 这 个 流 形 的 子 集 的 大 小 。 

周 定 充 分 小 e >0,v = е, i= 1 ,从 方程 (9.1.13) 


j = - 2v(a(vj + 0?) + BVY + o2cos0) + v0 (9.2.91) 
0, = - 23 — -Psin + 0 (9.2.92) 
vy +o“ 


稳定 曲线 РЕСП, 给 定 为 j= E), ELA, 0], IER 0 < 0, < 0, 


<0.<0 +2л,0 HRO.OREX, é: H0, v,a 和 8 的 光滑 函数 ， 
因 


$ = | 22+ I 2щ(ав(@ – 95) + B(sing - sin0o)) 


存在 a >0,8808(6) >a, y OELLO, 0] ,对 于 充分 小 ,>0。 
A 
4 
1(0,у7,А) ПАЦ, | y l< 12,0 € (0, + (8,0, — C8)| 
р 2>0 为 充分 小 ,待定 。 


命题 9.2.13 设 
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4(1—-")(4+ а) > ®(8°—- ао?) > 0 (9.2.93) 
则 存在 6 >0 与 e,a,8 XX Fl Lip HÉ ш: >R 使 得 gi (8.0,0) 
= 多 (0) ,对 任何 (097 ,AGE М, АТРО, Ө, У,у. А), j= 
(0, ут. А), Yt =E 0 Y h) 41, TF 0, . 
命题 9.2.13 的 第 .一 部 分 是 一 个 技术 性 条 件 , 人 在 文献 L96 HA] 
刘 规 范 变 换 , 此 种 条 件 对 于 构造 稳定 流 形 是 不 必要 的 .然而 规范 
于 非 共 振 条 件 .在 某 种 情况 下 .要 验证 这 种 条 件 
是 很 困难 的 。 这 里 我 们 利用 男 一 种 能 量 泛 函 的 方法 来 证 明 ， 此 时 
条 件 式 (9.2.93) 出 现 于 估计 中 ,注意 到 8 > оо 对 于 鞍点 Q. 的 存在 
性 是 必要 的 。 
0. 的 稳定 流 形 给 定 为 
W = |(j.0,yt. y. h)1(0.y ,hE Nj = gly h), 
yt= gr (wy,0,7 А)! 
为 了 证 明 命题 9.2. 13 ,我 们 用 异 于 (7 ,9) 坐 标 使 得 在 U. 上 的 
DERBE. 令 у=у)-%#.2=80-8,.0,=(}..0).Н 
у, = À (ё)у + дубу. ё) у + 


vO1 = (RCE + 0,)0› (9.2.94) 
& =- (2) -2vy + ›?д›б»у,&)у + 05 (9.2.95) 
其 中 £i 82 为 光滑 函数 ,用 
vBsin( ё +0) 
PCE) = 20(5 + 0.) – 
i I ЕЕ + а? 


注意 到 %(0) =0. 在 的 方程 中 , - 2vr 是 一 个 麻烦 的 项 ,我 们 将 
МНН Б. Т Q = £ + b(£)y, WE 
О, = -,#(0) + (2Ь(4)#'(&) - 5(&)#(@) – 2)y + 
b (2) у(- 2vy + vg, EY + 05 + 
eeN, y)y + vz (Q0.y)%' (£) - Ь(&)#(4)-2 
其 中 gaga X b ЖИПЕК. EKA 8($) 满 足 
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24(&)#'(&) - DCERE -2 = 0 
则 很 理想 。 不 幸 的 是 ,这 个 方程 的 任意 解 在 [0, - 0.,0,- 0.) EE 
0 点 处 不 是 C, 且 %(0) = 0。 设 56(1) 为 如 下 方程 的 解 : 
(2+›)#'(@)5(#) - b (ESCE) -2=0 (9.2.96) 
#[0 -0.,0,.- 0] F 000-0.) = 5(0,-0.)=0. 容易 验证 
5(6) 是 光滑 的 ,用 
IDLE) IDLE) bE), b (E), Әз (E) = 0(1), (ë) = 007!) 


在 [9 -和 ,0:- 汪 上 .因此 坐标 变换 从 (六 9) 到 (y,Q) 是 微分 同 
胚 的 (171 是 小 的 ) , 且 


д(у,П) ‚(0,8 
10597. асуд) ОЧ 
2 的 方程 变 为 
Q, = ~ BOY + b (EE 2›у + ›?ду(›у,&)у + 01+ 


6300. у)у + vg ,yy + Q> + 

Ь(&)[›>0,-ь(#)(& + 0,)0›] (9.2.97) 
其 中 g4, zs 为 光滑 函数 . 

我 们 仅 工 作 在 中 心 稳定 流 形 We 上 ,其 中 y* 是 由 J,9,y- 和 
h REK, E yt =g, 0, Y, h)s (у, О.у, №) = g? 
(J,0,y" h) ЕСЕ W ТЕ P 的 一 个 邻 域内 。 注 意 到 
ё(у.0,0,0) =0 
ECY Q, Y h) 1 CO yt+l h li) 

从 方程 (9.2.2) , 式 (9.2.4) ,能 写 ул 

Үт =- Y + дь(у,О,У,ћ) + Озу + Qa (9.2.98) 


h, = B.(Q)h + G(Q,y)h — 103. — 104. (9.2.99) 
其 中 


B.(Q)h = - ihe = 2io2(h + h) + e(h. - ah) - 
. єВѕш(0 + 0.) 
2600 + 0.)(h + h) – Ятт 
(9.2.100) 
вві Ol +l y ОС y I+1 h ii) 
1600, y < Cv l yl 
再 令 EC”(R,R) 为 横 截 函数 ,满足 
supp c (- 4.4). $ = 1, 在 (-2,2) ЕН!ў 1<1 
令 M=) 
MYTA = 00 NY Ahl) 
考虑 如 下 改进 方程 组 : 
у, = Ф (О)у + Åy R, Yh) 
Q, =- WAA + Âa N, Y h) 


ур =-всу'+А_(у,О,у ,h) (9.2.101) 
hi = B.(Q)h + А(у,О,у”,Һ) 
其 中 


%(0)= p 22а >0 


HF RELA -0 + {8,8-8 - O], Â, Ân ÂF A, HRR 
BRA (y.y OANT EFA y MAELO - 6. 
+ 8,0- 0. – OIE: 


А Сф (у УА) (еуі жоу + 

у ТА) < Ce (9.2.102) 
Аа Сф (у У.А) (еу жуу + 

Iy- + ТАВ) < Có2e (9.2.103) 
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tÂ lis C0(y,y 7 ,h)(vlyllhl + ly 12+ 


А) < Сд?є (9.2.104) 
АТ Сф (у, Ут, В) (Тут l +vlhl + 

Iy É + 1А 1) < e (9.2.105) 
ІРА, + 10451 + I DÂ i< Сд, IDÀ IsO (9.2.106) 


其 中 的 导数 是 对 О, y, ут, А.а MB Е БАРОКО 
充分 小 。 固 定 С. > maxi 0 - 8,,8, - 0,1, 
Г = |у(ї) = (g) A), y (и), 
һ()) ер 0,600) € CO 对 1， 
Al) E [O 6, + CS,- 81- CH] (9.2.107) 
显然 IS 为 完备 的 度量 空间 ,在 模 |‖ - | 上 ,我 们 确定 P 的 庄 缩 性 。 
RIE 0,6 [0,- 0, + C8,0,- 0, - C8],yç € ( - C,⁄2, C,/2), 
hoH l hoti жоу бы 对 于 任何 g€ Г, (0) = O,AO), 
YR) E AG), Y (0 (iD 为 如 下 问题 的 解 ; 
д, =- (ÖĞ + An(g(1)) 


Yr =- sy + А. (g(t)) (9.2.108) 


h, = B,(Q)h + А000) 
000) = 00,7700) = уб ,有 (0) = ho。 对 任何 (20, 


yG) = [eni СС) А, g(r) ds (9.2.109) 


定义 Flg)=g KP є()=(у(:),0(),у (4), 有 (1))。 容 易 
WH g 为 F 的 一 个 不 动 点 , 当 且 仅 当 它 是 方程 (9.1.101) 的 一 个 
解 。 在 我 们 开始 证 明 F ТЕГ 上 压缩 前 ,需要 以 下 引 理 。 
引 理 9.2.14 对 任何 gE ,5(b) 为 式 (9.2.108) 所 定义 。 计 
B.( Q (1)) 形 成 的 发 展 算 子 Ult, s) E 8 # + C • exp 


[-2.4+ а). С 58,є,в 无 关 。 
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证 明 : 状 虑 问题 中 的 F 氏 系数 , 仿 В, (00 BAUE H 
ЗЕЛ ЇН] (ЕН i созд БЛОК, К >= 2) ЫШ W B, e OPTK HRE 


2 + val Aa) 
(9.2.110) 


-elk +a) 
K -4a + val A)) -elk +a) 


Hop a 和 а, HAARR В (ORAE – (kE +a) 
(к). 其 中 


DCK) = V (KÈ ` va (ANE — 4w? — уаз(@(1))) 
В, СВЕ Е VOX AE. H 


1 1 
V(k)= 77103: 二 iD( k) Е (9.2.111) 
K-a AU) É 2.4 (0 (4) 
BDAC) = УСЕ) Bi ЕС) ЗТЯ ER) = “№ А00) 


Пыл 
(coska ) 满 足 h = В.(О(ї))А: 考虑 hi ЯА Ышш А 9 0, = 
V(k) !h W aJi 


д, = АОБ) + УСБ), (А) 


Hali 
КОЛЛ 
这 里 常数 C уе, k ЖЖ. Аз(9.2.103)#1$(9.2.108).4 Ó = 
03-0. + ©, 
б, <- (0, - 0.) + Се < 0 
Зу, 40 =0,-0,- 0.0,>0. 2 0,619, - 0, + (8.0. - 0 


1.9.000) EL - 8, + 09,0. - 0, - 68`,у:>®0 АЖ 
(9.2.108) 和 常数 安 易 公式 ,对 1 二 0 有 


дб) те eA | go |+ 


га "ду К 
| ет} йде | An(g(s)) Ids < 


20 
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= 


е2. бу + Сд (9.2.112) 


因此 


10, 1 < б,е-?®' + Che 
于 是 对 任何 t> n > 0, 801—0) s Eint ]A 


| (s) |< 22o | ale) (9.2.113) 


我 们 有 


0:00) 11 0. Ава (д) 


cl | алов | (е-?## 4 82 
0 


eto) 


Ce) eo) (e2% + 12, 


t 
1 


е +) tt) 


-elk +a) 
Cee 2 0 | l (n 


f 
1 


(1+ C.)e 


出 式 (9.2.113) 满 足 对 ге. 


1 h (t) |< C | ú,(t) |< Ce 


2 
Ce Se | 


= 


ЖР C Бє, ЖЖ,5|ЖИФШЕ. 


fi -elk +o) 
) [е 2 


-elk ra 
2 


[+ 


v) 1%,(5) | ds < 


< 


| dlti) 1+ 


=el ta) 
2 G-0) | dlt 


)e ) 1 ds < 


< 
EANES 


0-00-25 + 62v)ds < 


алә | wt) | (9.2.114) 


因 条 件 式 (9.2.113) 对 :> 0 是 满足 的 ,上 述 估计 和 连续 性 原理 推 


G 


ep 2.2 
ач | dlt) 


hti) l, уг> 


3518 9.2.15 FED 上庄 缩 且 具有 Lip 常数 C6 
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证 明 : 我 们 证 明 (2) Er, V z€ Pb Ж (1) = (у(:). 
AG), у (0), АС) g = (а), gt) = (yG), 0000), 77 (4), 
h(t)), 

设 C, > maxi ba- 0. ,0. – 0,1 ,基于 式 (9.2.12) 可 得 


е lnN()ls С, Yiz0 


从 引 理 9.2.14 有 176 1,1holi < 二 C2, 由 常数 变 分 原理 ,可 得 》- 
的 类 似 增长 估计 。 对 了 的 估计 可 从 式 (9.2. 109) 和 到 > 2 得 
到 。 因此 ,gE Г. 

其 次 ,证 F 是 压缩 的 ,对 任何 у, Є Г, ga) = (y(t)， 
QAD ED OD) Br = РС) Ba) = GDA), YE 
G) ,hi(1)) ,k=1,2。 从 不 等 式 (9.2.106) 有 


Sre Oy pe [Чем = 
еа уд (ga(s)) x 
е Par | A,(g2(s) -A(g1(s)) I lds (9.2.115) 
= [ereot caf" 1 Q(t) - Qi(r) 1 dr + 
Cò | g(s) - gils) hlds < 
lg- gll [Ге =a (rs 中 errdrds + 


Сде" | z, =- gills < Ce™ | g- gill 
为 了 估计 162(1) -让 (0)1, 设 0(0)0 = #00), +E 
(0. - 01), = v8 (A) - $ (G,) + An(g2(1)) - An(g1li)) 
由 常数 变易 法 可 得 


i (800.(2)) - 9(((z)) 
Qr) - Q (r) 


12,00) -й < fie 


573 
dr | Ag(g2(5)) - Âolgils)) 195 < 
Ci e?et- | (5) – gils) Паз < 
Сде“ || g- gi lls (9.2.116) 


接 下 来 考虑 h- hi, AR(9.2. 108), A 
Cha- hi), = BÀ) Cha- hi) + ( B, (Q) - 
B.(Q,))h,+ А, g(t)) -Asl g(t)) 


令 Ui(4,s) 表 示 由 B.(0Oi(1))(k=1,2) 形 成 的 发 展 算 子 。 从 式 
(9.2.108) 和 引 理 9.2.14 有 


Га) hist U2(1,0) ho li + PUEIA GE hds 


í 
Cl holi + | cest eds = C(I holi + 8?) 


注意 到 
| B(A) - В,(0,) | < O 10, - 0,1 
因此 ,利用 式 (9.2.116) 可 得 
А) во i < о, 908,008) - 
В.00,05)))а. (5) + А„(аз(5)) – А,(а1(5))) hds < 


[сеч і 0.0) - 0\(%) і (5) п + 


ду | 2205) – gils) 11) 45 < 


rt < =. 
Сое | ето од | gz- gill holli + 


8?) + ò |l gz- gi lls)ds < C8e% | g,- д, ||, (9.2.117) 
Iy; - yr 1 的 估计 是 容易 和 类 似 的 ,因此 , F 的 Lip 常数 是 
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C. 
引 理 9.2.15 推出 存在 惟一 goE {E13 F (go) = go, go 依赖 
于 参数 Оо, Yo , ho,a #18. 
引 理 9.2.16 F IEN, Yo ,ho,a 和 8 是 Lip 连续 的 。 
引 理 的 证 明 仅 直接 由 常数 变易 法 和 不 等 式 (9.2.106) 得 到 ,从 
这 个 引 理 ,不 动 点 go 对 参数 По, Yo ,ho,a,8 是 Lip 的 。 
证 明 : 设 go(1) = (y), О(г), у (1),h(1)), 定 义 
(00.75, №) = y(0) 
gi XI Оу, yo hosa, B Æ Lip 的 。 代 入 go W No, YS ,ho 的 Lip 依 
Я 2 ВЕ (9.2.109), 591 
Lipg: < C (9.2.118) 
WAK. (0 ,0,0) =0, 因 此 
(00,6, А) \< Є8(1 б 1+1 holi) 
局 部 不 变 流 形 y = g:( 0,y- ,4) 为 截断 方程 (9.2.101) 的 轨 线 
所 组 成 。 这 些 轨 线 具有 指数 增长 率 ,大 于 а. Q, 的 曲线 P: c UL 
被 含 于 这 个 流 形 中 ,我们 将 研究 在 这 个 流 形 中 的 吸引 盆 。 
ИУ ADNs28 ,系统 式 (9.2.101) 用 于 式 (9.1.1) ,我 们 考 
虑 式 (9.2.101) 具 初 值 (y(0),2(0),y- (0),h(0)) 的 解 满足 
0(0) E [0, - 6, + 68,0, – 0, – CS] 
У (0) 1, 1 h(0) lí < дь, 
y(0) = &:(0(0),у- (0), А(0)) (9.2.119) 
HTPR RRC) AG), y (0), АС) A 


у 0) Ige” 1 y" (0) 1+ afer y (s) 1+1 h(s) 1)ds 
由 Gronwall 不 等 式 , 对 £ > 0 可 得 
17 (t) I< em | y- (0) I+ 


Gf en h(s) li)ds (9.2.120) 
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利用 这 个 估计 ,本 证 。 

引 理 9.2.17 式 (9.2.101) 的 任何 轨 线 (y(1),0(1),y- G), 
h(i)), 当 1 一 wm 时 趋 于 0. ,如 果 条 件 式 (9.2.119) 满 足 , 且 17- (0)1 
= @ф/2,1һ(0)1, < де. 0—07, (y) ,0(1),y-(1),h(1)) 也 满 
足 条 件 式 (9.2.119), Y t20. 

证 明 : 从 式 (9.2. 108) . 式 (9.2. 106), 引 理 9.2. 14 和 常数 变易 
公式 有 

LAG) є UO RO + C тобе, в) 1 (1 y(ə) 1 
Ih(s) ii +1 h(s) 1} +1 у (s) 2)ds < 
Ce“: | ACO) |, + а 


(ГАС в) li +1 y7 (з) 12)ds 
不 等 式 (9.2.120) 推 出 
Гут (0) Р < e y (0) 2 + Cj er 1 A(s) 193 
其 中 我 们 用 到 了 Cauchy 不 等 式 。 因 此 ,将 它 代 入 (i) 的 估计 ,可 
得 
LACE) li < Се +210 RCO) 1 +t y" (0) 12) + 
сеа h(s) 1245 (9.2.121) 
0 


其 中 C=1 为 常数 。 对 任何 fg >0, Eha) <2C6e ,ViE[0， 
tol RIX 0< ts to 有 


ГАС) hi = eD ACO) 1, +1 y7 (0) 12) + 
Д f Е 
spa [еа š h(s)ds 
由 Gronwall 不 等 式 得 


РАС) h < Cet SPL ACO) ií #1 y (0) 12) (9.2.122) 
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ALAO æy (0)1< 6,22, ЕАН 
ІА) li < Є(ї+&)&, V€ [0,] 


因此 , 由 连续 性 ,不 等 式 (9.2. 122) 成 立 对 一 切 : > 0。 从 式 
(9.2.120) 得 


Iy (0) I< eek ру (0) 1+ 
буе SPLE ACO) | + у (0) 12) (9.2.123) 
引 理 的 其 余部 分 来 自 式 (9.2.122) 和 式 (9.2. 123)。 

EA EER, A Cy), QO), y (г), АС) ERR 
(9.2.119), уг > 0, 它 也 是 原来 方程 (9.1.1) 的 -- 条 轨 线 。 引 理 
9.2.17 推出 0, 的 吸引 盆 含 有 RAR, E h DA LAAHR 
де 的 稳定 曲线 P: 和 沿 ”方向 具 宽 度 为 ov /2。 其 次 ,我 们 证 明 吸 
引 盆 实际 上 为 O(y ) 的 一 条 纹 带 , 这 个 证 明 分 为 两 个 部 分 。 首 先 ， 
RIRA Н 6 (уб), AG), y (02), АС) ВТА(О) 1. 
Iy (0) 1 220,2 < (9). 对 于 1=(6y)-!, 有 

Гу (0) 1< Gà. 1000) e Ceh, | АС) I < Coy 
其 次 在 Q, 的 邻 域 ,我 们 利用 末 扰 动 NIS 的 不 变 泛 函 证 明 这 些 轨 
RAF Q 

引 理 9.2.18 (y), AG), y (4),h(1)) 为 截断 方程 
(9.2.101) 满 足 式 (9.2.119) 在 上 =0 的 解 。 如 17y- (0) 1.1А(0)1, < 
62v, 则 对 一 切 :€E [0,(6) 1), 

ГАС) li sg v, | уб I< e ру (0) 1+ Ce 
H LOCE) 1< e2% | ACO) I+ C0 
#й#—#,Ж[ (9.2.119)4[-(у(),О(), y (0), А), ү: 
€[0,(ó,) 1] 满足 。 

证 明 : 对 任何 6 < (дь) 1, mlt) = вирі 1А (5) 1:610. 
oli RTA 

m(to) = gub: ERCE) l СОАО) 1 +1 Z(0) 1? + tom(io)2) 
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解 这 个 方程 m( to) ,可 得 


2Ciom(t0) < 1-1 А20 h(0) l +1 y(0) 1) < 1 


或 


2Ctom(io) > 1+1 4С АСО) l; +1 y(0) 12) > 1 
注意 到 2Crom(tio) 对 t 连续 , 且 当 nm = 0 时 为 零 ,因此 ,对 一 切 
ьЄ[0,(8)-!],Ж 


1-1 42101 h(0) li +1 7(0) 12) 
2б s; 


l hio) h < mlio) < 


C(I h(0) lí +1 y(0) 11) < C32y 
这 个 不 等 式 给 出 h(1) 的 估计 ,连同 式 (9.2.120) 和 式 (9.2. 103) 可 
得 对 у (1), О(г) ИА. 
3138 9.2.19 ”给 定 条 件 式 (9.2.93), 如 式 (9.2. 101) 的 轨 线 
ult) =(y(1),0(1),Y-(1),h(1)) 满 足 条 件 : 
Гут (0) ig Oe,0% >21h() h е д1 ут (i) 1, 
I QG 1< 8* (9.2.124) 
Yi>0, 且 
y(0) = 2:(0(0), у- (0), А(0)) 
则 它 当 ов Qo 
证 明 : 首 先 ,从 方程 (9.1.3), 0, 满足 
8, - б = Ole) 
其 中 6,8, 为 鞍点 Qo, Q, 的 角度 , 另 一 方面 94000) =0,# 对 vy = 
Vs 光滑 ,有 
1#(0,) 1< С (9.2.125) 


ХТОО, ут, А) ЕЈ (9.2. 124), у= Z (0,7 , h), ASS (2.118) 
有 
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1 Јі= куж #00) 1< Oll yl+10 - 0. |+ 
LEDI) = Co (ТАН +10 i+ у) 
| aw? + focos | = B | pcos — особо l+ a |w- а (< 
С(10- 801+1р- о 1+0 1 08.) 1) < 
CO = 061+ y I+ оТ Је < 
С(є+ 1А +101) (9.2.126) 
如 同 以 下 引 理 9.2.20 的 证 明 ,可 得 
TROD) <- ёна) + GIAU В+ 67 (92.10) 


其 中 用 到 式 (9.2. 124) 和 式 (9.2. 118). MI (9.2. 101) 和 式 
(9.2.124) 4 Y t= to>0, 


4 


LAG) < eT | Ao) 1+ Cl em dat uls))ds (9.2.128) 
因 (г) А K(9.2.124) А. 
ya) = gA), (0), А00), уге 0 
JIR (9.2. 103) 和 式 (9.1.128) 可 得 
LAU) іж e2% | Q(0) 1+ Cv, Yiz0 


F 


є i e 2 А 
I B.(t) 1< ee | B.(0) 1+ Сл Кел 0(%) Р + е7)05 < 
SEPTO OE 
0° 
е-© | Н,(0) 1+ Cee | Q(0) 2 + С8%? (9.2.129) 
因此 ,从 式 (9.2.126) ,存在 t > 0, 使 得 式 (9.2. 124) 成 立 外 .ut) 
满足 : 
| О) 1< Сд?» 
| (И) r< CHC) + CAU)? < СВЗ Yi > (9.2.130) 


= 


其 次 , 取 站 =0, 百 重复 估计 ,对 ж. (9.2.130),5(9.2. 103). 
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式 (9.2.118) , 式 (9.2.124) 推 出 
| Ааби()) 1 Coe I hlt) li +] AD 0) < ty 
代 人 式 (9.2.128) 得 
000) с e?e AU) I+ Ce, ү > t| 
如 同 式 (9.2. 129) ,不 等 式 (9.2.127) 推 出 
Hu) < ес! | B.G.) 1+ бєе-б | A) P+ G5 

因此 .存在 t >0. 使 得 式 (9.2.124) 外 uli) 满 足 

1 Alt) г Ce 


ГАО) li < ЄН,(ї) + GAUY s Су (9.2.131) 

对 t> to: 由 引 理 9.2.17, 可 得 u(1) 当 1 一 w 时 趋 于 Qao 
引 理 9.2.20 设 条 件 式 (9.2.93) 满 足 , 则 对 式 (9.2.101) 的 任 
TRR), AG), yT (r).h(i)), C oB F 0.。 如 满足 
式 (9.2.119) 和 


Гу (0) 1, ТА(0) 1, < 02 
更 进一步 ,条 件 式 (9.2.119) 也 对 (y(1),0(7),y- (1),h(1)) 满 
E.V r>0. 注意 到 这 里 的 轨 线 也 是 原来 方程 (9.1.1) 的 轨 线 。 
证 明 : 从 引 理 9.2.18, 对 to= (6y)-!, 有 
ГАС) 1 < v, 1 y" (0) I< e, | Alo) |< e 26 С° 
因此 ,无 损 于 一 般 性 ,能 设 
АО) 1, < Cv, 1 y (0) I< e, | RO) 1< e 25 4 ty 
且 如 IRON 27217 (0),  ҤШ1Р(0)1, < C3?2e ,由 引 理 
9.2.17 推出 , 当 1 一 w% 时 , 轨 线 趋 于 Q, ,因此 ,我 们 能 设 
Ih(0) у = 6712 1 y (0) 1 
设 ha), y G ADRE 


у (0) 1 e 2 
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100) \< òt (9.2.132) 
у:Є[0, 1], > 0. 


10 Q. = е", $ 的 定义 有 wi -w = 5 (0.). BRR 

H.(u) = 下 am = (ии = а2)2]45 (9.2. 133) 

易于 验证 Н. 对 未 扰动 方程 是 不 变 的 。 注 意 到 
u = (p+/(x))e® 
其 中 
р = VJ+w (ff, Jakt Epy et 

其 中 e ,е? 5 Hi 的 单位 向 量 ,从 命题 9.2.8 对 于 中 心 稳定 流 形 ， 
и Сож 1411), 因 此 在 局 部 不 变 流 形 y= g:(0Q,y- ,h) 
上 设 0Q,y ,满足 式 (9.2.132), 有 


шы) = A UA- p+ pf + D) + 
(ff - Y ldx = 

ААЙ, O r a a +f- 

(ff) + o(f + fY ldx = 


1 Far - 
Fh Sd- ((J +a- o2)2 + 


0 


P+ fY) ldx + OOF) = 


АСОСРО 
pf + f)2)]dx + O(1 f 13) > 
в ff. - (беу + 02) + 


40у) 4х - C | f 1 > 
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3) - о) ҺА, ах – N- CIA (9.2.194 


其 中 假设 式 (9.2.132) 和 у, у" BJ Lip 性 质 用 于 最 后 不 等 式 。 
微分 H, 沿 轨 线 iE [0,5] ,其 中 条 件 式 (9.2.132) 满 足 : 


2л 
0 


йн) = Re| = (us + 2(ий — o2)u)udx = 


Re] as +2(uu — ш) )(є(- us + 
0 
au + B) + 21(02 – a2)u)d* = 
2x 
«ве [ease e a 2 2 12 + 2а(1ы 1? – 


wY + 2а(1 u P- o2)al — 
2010 2 @:)пи„ +28(1 u I? - al)u dx 
Іў (1и 12 – os) 能 由 式 (9.2.134) 估 计 , 利 用 式 (9.2. 132) 可 得 
їни) 2 e[t- a | f. -1 fa È+ R + Sao? (Ref)? + 
i ° 
20920] – 8: (0.)) + 2Re(J -E (6.) + ff СРР) ч 
2oRef)(o + f) + (Be - fa)ldx + C8? | h, 1? < 
eft- a | h, 2 -1 ha 12 + CR? + Ваа (Вен) + 
2(ee2 + Ñocos0)( J - #:(0.)) + 402 (Reh, )? + 
4&o(Reh)Re(he 2)]dx +. | h H < 


ef E- (4+ oO wo) Reb) + 


Во | sinQ(Reh.)(Imh,) 1- (4 + а) (Пад, )2 + 
4( ош? + Rocos0)( R eh )2 + 
Zaw: + 8осоѕ9)(Ј – у#68,)) + Ce dx + СЕ | h 1} 


我 们 估计 起 有 .Cw) 如 下 :首先 ,由 条 件 式 (9.2.132) 有 
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10-у5#%(8) |=1 vy + 800) – EIs (81А +1021) 
[N 0 满足 10. - Ool < Су, аю + созд, =0, 从 式 (9.2.132) 有 
| ош? + Восо»0 | < Có 


law? + Ñocos0| = B| ocos0 - асов + a |x -wl < 

С(10-%\+1р-+ь1#(8,)1)< 
С(у+ угж ТоТ + +1) < 
C(v+Ólhl +101) 

RIN sinbo = -V Ë? ага. 条件 式 (9.2.93) 和 式 (9.1.32) 推 出 

存在 C >0, 使 得 

~ (4+ a)(1 - w)(Reh,) + 80 | sin0(Reh.)(Imh,) 
l= (4 + а) (А, Y g-t h, АС 


因此 ,从 这 些 估计 得 
Чн) lh l+ O | Q 2 + G < 
= EHu) +O | Q |? + с (9.2.135) 


HP, н. (а) 二 1, 在 条 件 式 (9.2. 132) 下 。 从 式 (9.2.101) 、 式 
(9.2.103) (9.2. BDA 


+ 
AC) іже" | AO) 1+ cf ee) Feds < 
0 


е? | 0(0) 1+ C8?» 
因此 ,从 式 (9. 2.135), 对 {Є[0,,}Ж 


Е r: È 
1 H(t) |< e G | H (0) 1+ afet 0(5) 12 + e)ds < 


E t E 
e | H0) 1+ б eTO etm I Q(0) 1? + e)ds < 


= 


eë | HO |+ Cee-ë | Q(0) 2 + С? (9.2.136) 
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青 考虑 条 件 式 (9.2. 132), 因 1h(0)1 < r, RER 
(9.2.134) 和 式 (9.2.136) ,推出 
IAC) 11 < СН.(0) + RGY < 
C(I h(0) 17 + eQ (0)2 + 2) < Cte 


因此 , ТЕС) = 1079, 不 能 成 立 ,对 于 ELO, n] AR 
《9.2.101) 易 在 条 件 式 (9.2.132) 下 验证 00, < 0, 如 101= 8°, 
y y, <0,Ш!у71=8°?є„ А, MARO), AG), y (1)， 
h(1)) 满 足 条 件 式 (9.2.132), 对 Y € [0, J. t> 4 破坏 ， 
则 仅 能 破坏 21А (Е) 92у (41)1, 因 此 有 

An) 1 0, Ту (и) I< 8526,21 А) 1, = 0% 
ГАС) = 7101 у Oe 

9.2.17 推出 , 轨 线 (y(1) О(г), (Р), АС) Q., t> 


2 
Я 


从 如 
最 后 ,我们 仅 需 考虑 当 条 件 式 (9.2. 132) 满 足 的 情况 , v Є (0, 
o). 此 时 不 等 式 (9.2. 134) 和 式 (9.2.136) 推 出 存在 n > 0, 使 得 
ГАС) | < CH(u(t,)) + CeQ (2) = бє 
因此 ,应 用 引 理 9.2.17 推出 轨 线 当 1 一 w 时 趋 于 0.。 
转变 坐标 系 从 (y,2) 回 到 ()9), 利 用 引 理 9.2. 16 和 式 
(9.2.118) ,我 们 对 于 小 的 8 完成 命题 9.2. 13 的 证 明 。 


9.3 同 宿 轨道 


利用 前 面 的 几何 结构 ,我 们 开始 构造 方程 (9.1.1) 同 宿 于 鞍点 
的 轨道 。 这 个 结构 由 两 部 分 组 成 ,首先 从 具有 Q, 的 不 稳定 流 形 
W; 中 的 初始 点 开始 ,由 命题 9.2.7, 当 1 一 - w 时 趋 于 Q, 的 后 向 
轨 线 存在 。 我 们 证 明 向 前 轨 线 进入 C. а ЕЙ W, 其 中 
适当 的 选取 参数 8, 并 在 阶 为 0(1) 的 时 间 周期 之 后 , Melnikov 方法 
在 此 为 主要 工具 。 其 次 ,我们 证 明 如 适当 的 初始 点 ,这些 轨 线 实际 


上 进入 稳定 流 形 W: 

9.3.1 RARI NLS 的 同 宿 轨 道 

当 s=0 时 ,未 扰动 NLS 为 完全 可 积 的 Hamilton 偏 微分 方程 ， 
具有 Hamilton 其 为 


H(u) = M гил, = (uu - ")?°]4х (9.3.1) 


从 可 积 NIS 的 Lax 对 开始 ,我 们 能 构造 出 无 穷 多 个 NLS 的 运动 常 
Ж. 在 Н! 晴 数 的 相 空 间 中 ,这 些 不 变量 的 水 平 集 为 无 穷 维 环 面 
T* = Sx$x…, 奇 性 环 出 现 于 这 些 圆 的 一 个 或 更 多 退化 为 一 点 
一 般 说 来 ,这 些 环 是 不 稳定 的 目 存在 同 宿 于 这 些 环 的 轨道 。 这 些 
不 稳定 环 被 称 为 “胡子 环 " ,是 具有 “胡子 "(whisher) 的 同 宿 轨道 ; 
孤立 子 的 反 艇 射 法 能 表示 这 些 奇 性 环 , 去 决定 它们 的 不 稳定 性 ,并 
表示 它们 的 同 宿 轨道 。 最 简单 的 例子 为 周期 解 


-ilip -w 1-8) 


gq(1,.0.0) = бе 


对 任何 固定 的 oz o 和 40, 这 些 周期 解 当 p€ (л) Ла 
的 。 线 性 化 NS 对 于 9(4o,9) 具 有 一 个 负 特 征 值 ,一 个 正 特征 
值 ,其 它 的 特征 值 在 虚 轴 上 ,利用 Bicklund-Darboux 变换 ,可 得 同 宿 
F q(t, o, 0) RIAR a 

qi (t, top. 0) = e 2, (соз2р„ = isin2p,tanht + 


а /1 F эп PEG (03:2) 
PEET 1+ io, 
其 中 т=0,(1+ e 


RX Б, 满足 


| 4 Ctto p0) — g(t,0,0) \„ = Olt), ү—>— @ 

1 gt (14,1010,0) — Palt, p0) |, = OTt), í —+ о 
因此 ,gz (1, top ВЕИТ :ЄП, 1121 = eol 具有 相差 - 4р„- 
当 p = 时 ,gqg(i1,w,0) 为 定常 解 ,gi# (1,10,w,9) 为 异 宿 轨道 。 我 


585 


们 从 这 些 同 宿 . 异 宿 轨道 去 构造 扰动 方程 的 间 宿 轨道 。 对 于 近 可 
积 系统 ,我 们 需要 这 种 未 扰动 方程 同 宿 轨道 的 明显 表达 式 。 

设 o>0 且 接近 于 w,9E[0,2r), 称 WE (Coe2) 为 未 扰动 NLS 
基点 在 pe* 的 一 维 局 部 不 稳定 纤维 ,在 pe” 邻 域 中 的 一 点 在 Wu 
(pe”) 上 仅 当 一- ww 时, 它 的 渐 近 位 相 为 pe?。 即 当 1 一 - =н 
它 向 后 轨 线 指数 鼻 近 于 开始 点 pe” 的 向 后 轨 线 ,注意 到 这 个 条 件 
对 于 一 - 维 曲线 i q; (0,1,0,0)1, .<0 的 所 有 点 都 是 满足 的 ,因此 
(ое?) = 1gt(0,10,0,0) 1.0! (9.3.3) 
5-а. 6 为 未 扰动 М 的 圆 C. € 1 的 局 部 中 心 稳定 流 形 ， 


gi(t,10,0,0) 1- etig(t,p,0) 1, = Ole +)) 

Á >+ ww 时 ,gq#(t0,p,9) 进 入 Wo, 13>0。 即 We (pe) ВЕ 
何 点 向 前 轨 线 在 充分 长 时 间 后 进入 Wo 

定 小 的 6>0, 与 。 无关 ,使 得 命题 9.2. 1 .命题 9.2.8 .命题 
9.2.13 对 充分 小 的 s R, IHEM yt EL- SJA., 1л 
了 了 ,考虑 


到 


(Ј,0,у*,0,0) +2(),8,у') € Й(],80) 
其 中 gt 为 命题 9.2. 1 所 定义 。 对 s = 0, 从 式 (9.3.3) 对 未 扰动 
NIS, 轨 线 g(1) 具 有 初始 点 
400) = (/.0,у*,0,0) + gs(J1,0,7*) 
它 具 有 形式 如 式 (9.3.2) , 同 宿 于 周期 解 
Мв? + Jet- 


因此 ,对 于 17*1E [ 2,2] ,存在 7>0, 与 x* ,J,9 和 e 无 关 , 使 得 
g(T)E Wo, H 


аСТ) = 100,77 = «Лб, УЛ h). Ел 2 


6 
БУТ. lh < 
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HE gf 为 命题 9.2.8 所 定义 ， 
9.3.2 第 一 测量 量 
368 [6.0]. 


zg = (J = w0(0),0) € M, 


ua = (z... yt = 8,0,0) + glz) 

uoga = (50.7 = 8,0,0) + gol z.g) 
Ж у=у/є,#! E X fE(0 ,9] 上 为 不 稳定 曲线 Pr C IL. 于 是 
z o H A SE ЕН Pi, ff Ө 的 “点 ,us 和 ae 分 别 在 具有 
基点 zy 的 扰动 与 未 扰动 不 稳定 纤维 上 - 今 u(1)(e >0) 和 gqg;(1) 
(e =0) 分 别 表 示 方 程 (9.1.1) 有 具 初 始 值 x(0) = ш, ө, q= (0) = uoo 
BORE. 从 命题 9.2.7, 解 (г) «ОТТЕ, H и()—>0,,1—>. 
为 使 DAAT 0. З КЕЧЕ СТ а (0) 0..1 + оо. 

依 前 面 所 述 ,9 СОВИ F I 中 通过 z..g 的 圆 ,具有 形式 如 

式 (9.3.2): 


A sinpe .gCOSX 
cos2p; 9 — isin2p, atant + — > 


Š coshr _ 
sinp, 0COSX 


coshr 
? 他 рита уф 2 
Мад + AO) е6 001-20, +0) 


HP r= o, altt io) ,000=V4(w + мб (0)) -1 
1+ 1..0 

ETO 

51 9.3.1 对 于 1€[(2/a)loge ,0] 有 

lult) - g. (t) lí = Се (ове)? 

HH C>0 5 8.є 无 关 。 

证 明 : 令 2,00) zo(0) 分 别 为 方程 (9.1.3) 对 e>0 和 e=0 的 
Ж.А ¿(0)= z (0)= 26,9 z L E Ри, ЖЕ z(t), 2001) Є Bn 


ей > 0 


(2). уг<0, RP Br(6) 为 不 动 点 的 圆 C, 的 $ 邻 域 .由 命题 
9.2.1, 对 :<0 有 


ult) = (ж(),у](1),0,0) + gila) y a) 

q(t) = Czat), y4 (1),0,0) + gblzo(1), У (r)) 
HP ye (ояу (2) OA q. OVE e* 7А, А. 
Iyi)’ У (0) < ó 


因此 ,我 们 仪 需 考虑 alt) -z yia) -了 1(4)。 从 方程 (9.1.3) 
和 常数 变易 公式 ,nJ 得 对 +<0 有 


"0 
|z (t) — zo( t) |< Ce| (1+5—/)4з < Се(1 +r) 


Iy) -yt)1I 能 用 方程 (9.2.6) 估 计 如 下 : 
(yt -у!),=о(у У) + 0(є1!у l+ 


Sly У 12, д01)) 
由 此 推出 .对 一 - 切 :<0, 有 


г0 
ОСЕ c| el-el y? ls) +ó | у](5)- 
yt(s)1+1 z(s) - za(s) 1)ds < 
KU 
C| е Ч-®8(є +1 у (5) – yt(s) 1+ ell + s2))ds < 
0 


Сде(1 +1?) + cof et> уў (5) = ух (s) Ids 


Gronwall 不 等 式 可 得 
уб) у (0) ig Coe(l + É) 


因此 

lu(t) - q. (t) h = Ce(l + 2) 

因 1:E[(2/a)loge ,01, 可 得 引 理 要 求 的 不 等 式 。 令 

9: (2) = (Ja (1),0. (6), Y4), Уз (t) h. (t)) 
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ult) = (A) 100), у бн). yi G), ht)) 
由 了 的 选取 ,有 对 任何 (> T, 


уе) = BD YADA, 1/.()1& 28 


3° 
у (О, ТА (i) li < 5 

1g (0) -Vo + Је rot) |, < Coe esti- Dn) 

(9.3.4) 


其 中 J=80(0),C 与 7,6,e 无 关 。 
引 理 9.3.2 ulT)-q.(T)E Н, 3t @0,а,8,„Ни-4.Є 
С'. 进一步 有 
| u(T)- q.(T) l3 < б(Т)є 
其 中 Có (T)>0 5 e AX. 
证 明 : 从 命题 9.3.1 可 知 gt € H. WE z. yta B. C g € 


C1, 且 由 方程 (9.1.1) 形 成 的 半 流 S {Е Н" F С! 映照 ,固定 1 > 
0, 对 a,8 也 是 属于 C'。 虽 然 ,作为 严 上 的 一 个 映照 , S: 不 是 对 


Fe 属于 CB НЯ] 5: 为 e BJ С! 映照 ,从 н н. PE SJ 
2.0, 对 g,a,8,v 是 光滑 的 - АЩ. (Т) - д. (ТЄН 8Р2 
数 g,a,8,， 的 C 映照 ,最 后 
| цв — поо |< Ce ,推出 
| u(T) - (Т) 1з < бе(1)є 
其 中 Co(7) >0 tj e ЕЖ. 
引 理 9.3.2 推出 
(NT) -J (Т), 1 0(T)- 0.(T) i, 
угт) – УСТ), I h(T)- h. (T) l 
是 有 界 的 ,从 上 有 一 C(7)e, 这 里 C(T) 与 8 光 关 。 因 此 ( (7)， 
Ө(Т),уг (T), (T))€ NS, 它 是 gf 的 定义 域 。 
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令 уў = geI), ACT), yr (T), (T)). H ДЕ X, 
и(Т)Є И y; = у (T), RITE ESA 8, 使 得 这 个 条 件 满 
足 - 

首先 ,有 如 下 估计 

Iyt(T)- yy I<lg0(J., СТ), Ө. (Т), y. (Т), А. (T)) - 
g(J(T),0(T).yI (T),h (T)) | = 
CCol уе +1 g08(J.(T),0, (T),y; (T),h. (T)) — 
ge(J.(T),0.(T), y. (T),h. (T) | < 
С›(Т)є (9.3.5) 
其 中 gf 对 s 的 Lip 常数 在 命题 9.2.8 中 给 定 , 这 里 常数 C THK 
赖 于 了 ,在 用 Melnikov 分 析 估 计 yi — Уг (了) 之 前 , 先 证 如 下 引 理 。 

引 理 9.3.3 今 u(1) 为 方程 (1.1) 具 初 值 (7) = (J (T), 

ACT) уг (T), hi TRR, WITE C3( 7) >0 与 无关, 使 得 


йш) gD) la ССТ) (ове, yi E [r,r Сове] 
证 明 : 对 :1 二 7 
ualt) = (00), 000), уў (2), У (0), А(0)) 
因 uT) E WRITS a(€ Е", R w 
Jat), Balt), YZ CE), halt)) € NS (9.3.6) 
Вр 
Yi) = &°(Ј(1), 0.001), уз Ct), h(t)) 


其 中 式 (9.3.6) 成 立 。 
前 面 的 符号 , 当 式 (9.3.6) 满 足 时 ,我 们 仅 需 考虑 截断 方程 
(9.2.67) , 它 等 价 于 扰动 NLS 方程 (9.1.1) ,于 是 


590 59] 


AJ, = Абиз) - Ад.) Col T)e - CC3(T)õæloge + CC T)e?(loge ) (1 — T) - 
Дӣ, =- 2А] + A?( u) - A5(q.) CGT) - Т) оре 
Ay; = = ойу + Аг (из) - 4504.) (9.3.7) 类 似 地 可 得 
Ah, = Lh- Loh. + AÈ luz) - Alq) = | Ah(t) I3 < ССоСТ)є - CC3(T)òeloge + 
KAk ые Lolke e Arta) = Alga) CC3(TYe? Coge)? — T) ~ CC,(T)G: - T)vloge 


其 中 АЈ, А 分别 表示 A 在 e >0 M e = 0 098806. AJ= J. - Ј., 


| лд А 
…, 在 条 件 式 (9.3.6) 下 ,从 不 等 式 (9.2.68) 和 式 (9.2.72) 以 及 方程 (D) АСТ) 1+ 2 т) АКТ) 1+ 


(9.3.4), XË (> T tí 120 - s) | А/(и,(%)) - Аф(а„(5))! + 
[А9 ( 5) – 4504.) 1 (9.3.8) š А 
Б ГА а (5)) — 04. (9) 1 ds < 
= Се + C(I y; I+] у; 1+1А + 
ГА, DC АУ71+1 ДАТ +1А/1) < CT) + 202 ~ Т))е + сіта ~ Т) +£ — 
Ce + С(бе а +| дурь Ci(T)eloge (дет 9-7 _ Cs(T)eloge]ds < 
| Ah h) Ay I+I1 Ah lí +l AJ 1) CAO +200 Te + GCU (к mn 


类 似 地 ,从 条 件 式 (9.3.6) 可 得 
| AlCu) - А09.) 1 Ce (9.3.9) 


1А; (us) - 404. нА - Ioh. + Аи) = АҺ.) l, = 


СЄз(Т) деЛове - CC3( T2e2(loge (t - T) 
注意 到 C 与 了 ,9 无 关 , 由 连续 性 ,可 推 得 对 于 固定 大 的 G(T), YiE 


2 
3z T.T-| |!) ,条 件 式 (9.3. 立 证 比 
C(e +1 Ay rl Ah +1 А DD) (Ge #07 + [т.т-(2)мє].я&өз. ga ag, 


| Аус1+1 Ah la +1 AJ I+ v 1 (0) 1) (9.3.10) 次 ,我们 考虑 距离 
n=1,3, 于 此 C 与 了 无关. и(Т) - wT) = (YIT) = уу(Т))е® Der 
О Ct P EA 令 Holu) = т uü, — (ип - в?)?]ах 
|lAJ(01,1Ay (е), ТААС) ls — Cs( T)eloge 9 
Pe оа Өзи) 它 是 未 扰动 NLS 的 Hamilton 量 , 容 易 验证 对 任何 vE H' 
УСТ, 1]. 从 引 理 9.3.2, 不 等 式 (9.3.5) ,存在 > 了 ,满足 上 DHolu)e = (DHolu), v) — 
述 条 件 , 因 此 ,对 一 切 ELT, a JA i - 
Re Жү + 2 2_ 0 
LAJO) Iel АЙТ) I+ GO- Т) СТ) + Gl- T) [u +2010 P- «?)и оак (9.3.12) 
Ду (0) Пет | Ay" (Т) I+ бт + ЕИ 
1 «0\4 „(Т)),(е et)) |> G 


cf et- СТ) «оре )( de-¥ -7 ~ Cs(T)eloge + v)ds < 其 中 C4(7) >0 与 参数 9,a,8,e 无 关 ,对 (. .定义 为 
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сэл 
(түзә) = Ве! wvdx, үт. Є H! 
Jo 


DHol gs (T)).u( T) — и;\Т)) = 0 
从 命题 9.2.1 ,命题 9.2.8 注意 到 ,左边 对 于 9,a,8 属于 C ,对 ”满足 
ір 条 件 。 

9- (1) 为 同 宿 轨 道 ,满足 
4:00) = tog = (4,8.0,0) + glz.) = 
OP(O), 0,8,0,0) + 2502.0.) 

其 中 84 y 坐 标 ,虽然 点 (0.0,6,0,0) + g%(0,9,6) 在 不 稳定 纤维 
Welw”) E, RATAA we 作为 它 的 基点 。 因此 , 罗 线 具有 初 值 
(0,0,8,0,0) + 区 (0,0,6) 为 异 宿 轨道 ,事实 上 ,存在 to<0, 它 仅 依赖 
F 3 ,使 得 式 (9.3.2) 给 定 的 轨 线 gi C tow 0) ,有 


Ө 
, 


4, (6,100.08) -> ше 1 = — % 


Ф} .00,0,0) -> өе“, 


为 简单 计 , 记 gq,(1,0) 为 qi (1,t0.w,0)。 
引 理 9.3.4 距离 u(T)- u 7 具有 估计 
DHol( gq СТ)), аСТ) = ш( Т)) = 


t -十 œ 


s| CDHol gi(1,0)) ,0g(1,0) - 


aqi(1.0) - В) + O(vi(loge )?) (9.3.13) 
其 中 О(ъ?(орє 2) < СУТ) (оре), Cs( T) е 无关 。 
证 明 : 我 们 用 Melnikov 方法 证 明 。 首 先 注意 到 H, 为 末 扰 动 方程 
的 Hamilton 量 ,而 扰动 方程 (9.1.1) 具 有 形式 
u, = iDHolu) + elin = eu — B) 


因此 ,对 :>0 
2, (ОНС (1)),9 (1) - w(t)) = 
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(Нод (0))9,4 + (0), (t) К О + 
(DHo( д. (1)) ,09x (t) — 9(1)) = 
(D2HA/(q.(t))iDH/(q. (t)),q. (t) ~ u>(t)) + 
(DHol q . (1)) ,iDHo( gq, (t)) ~ iDH)(us(t))) — 
(DHo( gs (1)),e(9 ou2(t) — aus(t) ~ В)) = 
(i(DH/(q.(t)) - DHol wu2(t)) - DHol(g: (t)) ° 
(д (0) = ult)), DHolq - (1))) - 
(DH(q.(t)),e(9.uo(t) — a(t) ~ 8)) 

其 中 我 们 用 到 了 DH 为 对 称 , 且 

(аот) =- Gerst), Yvo € А! 

从 引 理 9.3.3, 对 ve | 7.7- (二 )joge] 可 得 
CI q(t) - u(t) 2 219 (DH (q. (0), (t) — 
ua(t)) + e(DH (q. (t)),J. (t) — aus( t) — 8) 1 

Hh C 5 es,3,7 无 关 。 注 意 到 估计 式 (9.3.4) 推 出 


omla.(7- 2) < С(д& + v) < G 


因此 从 引 理 9.3.3 有 
2 
(она. CT) q. CT) = 000) = CDH (т = 23е). 
q(T- loge) = (T= 21е) + 


Í T- ge 


(DHo( gs (t)),e(2.ux(t) — aua(t) - B)) + 


OCI q, (t) = us(t) 1) = 


T-2 loge 
e, (DHí(q.(1)),2.q.(t) - aq. (t) — 
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ч + O( 3 (loge )2) (9.3.14) 
其 中 Ov (ове Y) < Cl T)’ (loge), C( T)5 e 无关。 
类 似 可 得 
Санаса (TDs al T) -q (Т0) = |, (оныд. (00). 


loge 


т 


дид. (t) — aq. (1) – Pdi + O( ` (loge )2) (9.3.15) 
联系 这 些 估 计 可 得 


(DHolq. (T)),u(T) -ua(7)》 = Б” “рна 9-(1)), 
loge 


2.9: (t) — ag. (t) - Pdt + О( (loge )2) (9.3.16) 


这 个 估计 很 接近 式 (9.3.13) ,我 们 仪 需 量 q. U 4.8). 
q. 和 gi《(*,0) 能 被 简单 写 为 式 (9.3.2) 的 形式 。 容 易 得 


19-00) - q(t,0) 15 s- C(T)vloge, í € [2 “loge, T – 2 loge] 
| Но, (1,0)) l = 1900.0) s s- eti we), t < 


1 DHo( gy(1,0)) h =< Сее 7-61960), 1 > T -loge 


2: 
с 
É q (1,0) 于 估计 式 (9.3.16) 中 的 q. ,利用 上 述 估计 ,可 得 式 
(9.3.13). 
推论 9.3.5 $ 


а,8,0) = E ,DHo( q(t,0)) ,0 g(t,0) – од. (2,0) - Pdt 


为 Melnikov 积分 , 设 M =0,9 M 0 EHET а> 0,%>0,0°Є[9\, 
Ө›], ИТЕ В#(а.д,) Фи;(Т)=и(Т),ЁП ul DEW, ho, 
0 在 某 一 邻 域 中 ,s 充分 小 。 更 进一步 ,8(a,8,e) 对 a.0 为 C1, 对 
е 为 连续 ,D8, Ра 对 e 是 连续 的 。 

这 个 推论 米 自 引 理 9.3.4 和 隐 晴 数 定 理 ,8(a,9,e ) 的 正则 性 
ЖА W 的 正则 性 ,我 们 将 在 以 后 讨论 它 : 
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9.33 第 二 测量 量 

现 设 推论 9.3.5 的 条 件 满足 ,8 = 8(a,9,s) 也 满足 式 
(9.2.93). 因此 (Т) = ww(7T)E 下 ,命题 9.2.13 成 立 。 我 们 证 
Hx 0. 的 问 宿 轨道 的 存在 性 。 
从 命题 9.2.13 ,存在 一 个 函数 gi (0,y ,有 定义 在 N 上 ,其 


中 
N = 1(0,y-.h)ll h 1,1 y l< &!12,0 € (0, + 68,0,- C3) 
使 得 (1.9.7- у, ве, Н 

J = у (Ө, ,h), у= et(J,0,7 ,h) 
其 中 ze 如 命题 9.2.8 所 定义 , 它 表 为 中 心 稳定 流 形 。 更 进步 ， 


№50 (9.2.118). 对 9,7y ,hh,a,B 为 Lip, 其 中 Lip 常数 为 C3。 


A 
x 


ult) = (JG4).00(4).y1(0).yr(r).hi(:)) 
9:610) = (J A4), 0a (0), у (0), y3), h. (t)) 
EHE 9.3.5 条 件 下 ,对 8 = Bla, 0, e), (Т) WS, ВП 
УСТ) = ge (CT), 0T), yr (T), hi(T)) 


按照 引 理 9.3.3, 上 式 对 于 一 切 1E [ 7,7- (二 )logs] Жз, RR 
同 宿 轨道 q. (г) 和 异 宿 轨道 mi (1,9) 分 别 具 有 位 相差 - 4р, o% 
4ps。。 因 1g, (0) - 4(0,0)1,< ,我 们 有 
Грев = Po | < Cv 
518 9.3.6 REX O” Є (0+ C3,0,- С5), ao>0,8= (aq, 
2 +4pue)>0 满 足 式 (9.2.93),9" +4р„Є (0, + 68,05- С), 
且 


4awp + B(sin0` + 4р„) ~ sing” = 0 (9.3.17) 
则 存在 (а, е) ЛТ Ө. +4р„ 对 (a,e) 在 (ao,0) 的 一 个 邻 域 中 ， 
使 得 8= 8(a,9(a,e),e),9= 0(0,є), и(1) 0 0, 的 同 宿 轨道 。 
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A:S t=T- Ž loge 
首先 从 不 等 式 (9.3.4) ,有 
19. (7) -V ш? + PEO 2000740 | < (32 
引 理 9.3.3 和 $" XJ, 的 光滑 性 ,推出 
yi(z) ТАСТ hi 26307) = (ове )2 (9.3.18) 
{ 0 (T) - (0 - 4р.) 1<- Слове (9.3.19) 


ЛОТ) —›%(8) 1 2С3(Т) (loge)? (9.3.20) 
КИЕ (ӨСТ), yr (T), h TEN 
如 0 接近 于 9” +4pa u (T)€ W: 当 且 仅 当 
ДОТ) = vg (0.(7), yi (T), hh T)) 
Agr =0 -SEC00 6 =0 ”+8E(90',0,) 接 近 于 8", 则 
Өг +4р,.0ї +4р,Є (01.0). 1409) >0,(Ф) <0, 在 L9 .0:]， 
我 们 有 
(E) >a>0,(#) < - a <0, 注意 到 条 件 (9.3.17) 推 出 

(07 +4p,) = H) 
因此 ,从 é: Ж] > 的 光滑 性 得 到 

Ф005 +4р„) ~ E0) = 

Ф:(05 + 4p,) – 

ECO + 4р.) + 8400") ~ #007) < 

- 2а + бу (9.3.21) 


类 似 地 

POF +4р„) — HO) 2а8 - © (9.3.22) 
另 -一 方面 ,注意 到 g: (9,y- =0,һ=0)= (0), 2 RA Lip 常数 
3, 因 此。 如 .0 具有 参数 9 = 0ү +4p,, 从 不 等 式 (9.3. 18) 式 
(9.3.22), 有 


597 


ЛОТ) - иё\@,(Т),у (T), А07) > 
ЛСТ) - 00107) ,0,0) - СС (оре)? > 
vB Or + 4р.) – vg: (O07 0,0) – Сд (ове)? > 
2aóv — Се (loge )2 (9.3.23) 
类 似 地 ,如 z..s 具 有 参数 9= 05 +4p,, 则 
J(T)- урт). yr (T). АСТ) < 
— 2аду + C6e (loge )2 (9.3.24) 
对 固定 а>0,Җ ЯЛ Е>0,0Є(@ү +4р,,05 +4po). Bla, 0e), 
ЛОТ) - Со (Т), УГТ). hi (T)) 
为 一 个 连续 函数 - 因此 ,存在 (ae)E(0 +4р„,8; +4) 
ЛОТ) - уве (Т) yy (T). АСТ) = 0 
Н u(T)€ И. RE u(t) Qul Q, 的 同 宿 轨 道 。 
9.3.4 同 宿 轨 道 的 存在 性 
对 参数 作 如 下 假设 : 
(006 (--,1) 
(2)8 > aw 
(3)4(1- o2)(4 + >w l- аш?) > 0 
(4) 对 推论 9.3.5 Ж Mla, 8,0), (Е Bo>0,a0>0,0 > 
0 使 得 


М(ао. Ba, 0°) = 0,95 С a0, Во, 0°) 0 
(5) 存 作 0* 9° -Apa 的 一 个 邻 域 使 得 


УВ — да? 
+ Е w 
8° ,0" +4р„Є (z — arctan z 
aw 
TOR 
УВ ew, 
aw 


Зл — arctan 
4awp, + B(sin( 0* +4p,) – sing" ) = 0 (9.3.25) 
在 假 没 (1) 下 ,存在 未 扰动 NIS 方程 (9.1.1) 的 轨道 同 宿 于 加 G. 
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ЯФ 接近 于 w。 0, RETE c. 共有 -个 强 稳 定 和 一 
个 强 不 稳定 特征 值 。 在 假设 (2) 下 ,扰动 NLS 方程 (9.1. 1) 在 平面 
n 上 具有 - -个 鞍点 Q. 假设 (3) 是 一 个 技术 的 假定 ,用 于 估计 Q. 
的 稳定 流 形 W 的 大 小 ,这 个 假定 是 当 用 能 量 方法 代替 规范 变换 
时 出 现 的 。 假定 (4) 是 关于 Melikov RAŽ М(а, 8, 0) 非 退化 零点 
的 存在 性 ， 最 后 一 个 假设 略 不 同 于 引 理 9.3.6 的 9 € (0 + ©. 
05-68). 事实 上 ,注意 到 


v Ë -aor 


0; € (Ü = x – arctan ~ ,00) 


能 选取 接近 于 8 ,而 0, 能 选取 接近 于 0 + 2x。 当 国定 0, 后 ,选取 
充分 小 月 与 a 励 关 。 最 后 ,在 文中 证 明 , 取 s< 和 0, 上述 假设 (5) 对 
于 第 一 测量 量 是 充分 的 ， 

综 上 所 述 可 得 

命题 9.3.7 在 假设 (1) ~ 假设 (5) 下 ,对 任何 充分 小 的 se >0 
和 a >0 接 近 于 an, 存 在 参数 8B(a,e) > 0 接近 于 Bo, 使 得 扰动 NLS 
方程 (9.1.1) 具 有 Q, 的 同 宿 轨 道 。 


以 下 我 们 讨论 是 否 存在 参数 a。>0,8>0 和 wE€ [- 1). 
述 假设 成 立 。 

引 理 9.3.8 对 于 we 人 2 IRETI MEE а,>0,%>0 
和 6 使 得 假设 (2) ~ 假 没 (4) 满 足 。 对 于 0' = 6- 4р, НУ 
(5) 也 是 满足 的 。 


证 明 : 令 
3 sinp,,cosx 
соз2р„ — isin2p„tanht + - her 
ТОЛ 1 б cosht 
“° sinpacosx 
coshx 


它 出 现 于 表达 式 (9.3.2) 中 ,作为 那些 具有 两 点 在 贺 C。 上 的 异 宿 
轨道 的 核心 。 注 意 到 
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М(а,8,0) = Ма + Mo + Mə(0)B 
其 中 
М, = -| „(он .8)), gi(1,0))d = 
rz fIr _ 
ge| | idgr(t,0)qalt,0)dxdt = 
океј" | 19,4001) (2) хаг (9.3.26) 
Mo = ае |, idigo( 1)90,90( 1) dxdt 
Му = Re| 2ri(9qn(1,0))dt (0820 


因此 , M。, Mo 与 9 无 关 , 当 we (11), та, о, = 


v4oz-1 s Pa = arctanc。 1%. Ma, Mo 依 pe 展开 可 得 


M, = ol sr = rp ) + О(р) 


Mo = Srp + O( pS) 
设 ao 满 足 
aol M, – 8по?р,) + Mo = 0 
因此 ao= 4 + О(р,), ЖЮ po > 0 使 得 
wi(B - ада?) Є (1,4(1 - w?) (4tao) q) 


我 们 断言 ,这些 选 择 ao, Po 存在 9 ”满足 假设 (5) ,为 此 ,对 р, 展开 
式 (9.3.25) 左 边 ,可 得 


(4a0w + 48осоѕӣ) pu — BBosinGp?, + O(p3,) 
如 


ЖДИ уй: 

v po- agw 

0 = т- А аы 
agw 


2 ЖЕУ 
v Bo – aw 
0 = x + arctan 

agw 


它 是 止 的 ， 因 此 存在 9` 使 得 假设 (5) 成 立 (p, ЛУ). 令 名 


0° + 4р, ХНН С ао, 80,0°), 5 А. 


Ma = 2л (хіп? — sin(0° - 4р,)) = ~ в 
0 


因此 
МО ав. 80°) = 0,2M Cao Bo) = М; > 0 
BRC оо. 80, ORE ЗП ИНЕ — IRE o 


由 引 理 9.3.8 和 命题 9.3.7 完成 了 主要 定理 的 证 明 - 


5 
Branc 


第 十 意 ”Morse 图 数 与 Floquet 理论 


10.1 非 线 性 Schrödinger 方程 的 Morse 函数 


和 Melnikov 函数 
考虑 以 下 可 积 非 线 性 Schrödinger 方程 
iq + qa +219 19 = 0 (10.1.1) 
具 周 期 边界 条 件 
qlz + 1,1) = q(x,t) (10.1.2) 
NIS 方程 (10.1.1) 可 写成 以 下 Hamilton 方程 组 
— iq, = JgradH (10.1.3) 
J= | ç | (10.1.4) 
-1 0 
1 
H(q) = fi q 2-19 dx (10.1.5) 
式 (10.2.1) 的 Lax 对 为 
| g = Оф (10.1.6) 
p = Wo (10.1.7) 


(10.1.8) 
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03 为 第 三 Panli E , o= diag( 1, — 1). 
设 yy 为 方程 组 (10.1.6) 的 基本 解 , 取 初 值 为 


' 1 2 0 
y 0O) = | |А у'7(0) = | | (10.1.9) 
0 1 


ж уу EAS 


Я ей бх 0 iq] ¿5 
ү = | )- | exp[ iss) (x — ОЛ > ]， dt {10.1.10) 
0 “0 -iy 0 


0 


„шүн iq 
у? = E | expl iszà (x — 1 Jea (10.1.11) 
em -0 0 


通过 Weyl 迭代 ,可 得 yy 以 下 估计 
В [ cosh( 91 хл) | 
| у' |< expil Imà Ixi (10.1.12) 
Lsinh( || q 1 2V х/2) ] 
р [ sinh( 911 Z x72) | 
| y 2 [< ехр ImÀ | x} (10.1.13) 
Leosh( |: q | эм x/2)] 
于 是 有 
定理 10.1.1 满足 积分 方程 (10.1.10) . 式 (10.1.11) 和 初始 
条 件 式 (10.1.9) 的 解 站 存在 的 , 旦 对 ,4 是 解析 的 - 
10.1.1 Floquet 谱 理论 
定义 基本 解 矩阵 M= Mixi qp) 5 


M = yy 


ТАНЕ 了 .有 
T(À,q) = М(ї;А:д) 
Floquet 判别 式 为 A: 
A:Cx H! > С,А(А;9) = triT(A; gq) 
AT БЕЛ oÍ (LOq)) A 
a(L(q)) = A E СТА(А) 910), - 2 < A < 2 
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ETE A 
= qz q 0 


Floquet 判别 式 具有 以 下 性 质 
命题 10.1.2 (1)Floquet 判 ARF Poisson 括号 具有 可 交换 
Е, 8р 
Д(А;9.9),2А(А':9.9) = 0, YAAN 
其 中 Poisson 括号 定义 为 
ИШТИ 
(2)4A(1:9,9) 为 NLS 的 运动 常数 , 因 它 和 Hamilton 的 Poisson 
括号 为 零 : 


Jar 


1А(А;9,9), Н(д,д)! = 0, ул 
内 此 ,4A(1;9) 形 成 无 穷 族 NLS 的 运动 常数 。 
对 于 了 的 谱 理 论 困难 来 自 算 子 的 非 自 共 辊 性 ,在 一 个 带子 中 
户 生 ,不 必 是 实 的 。 对 于 周期 点 ,有 A(%N)= +2, 且 
Àj = A->t% 


现 定 义 临 界 点 和 多 重点 : 


paa O| „0, 多 重点 为 ", 它 是 一 个 临 四 
H 
ACA"; д) =+2 


А" НИКС ЖОЕ ЖУА (А) +2 零点 的 阶 数 ,通常 为 2, 也 可 超过 

2. 当 它 等 于 2 时 , 称 多 重点 为 双 点 , 标 以 Ad. A" 的 几何 重 数 定义 

HAT LEA 上 特征 空间 的 维 数 , 它 是 1 或 2。 现 考虑 算 子 二 谱 

的 性 质 ,首先 实 轴 为 谱 的 子 集 ,RC ol(L)。 考 虑 一 个 临界 点 X， 
ГАСА) 1< 2 


RFR — ARA sa Е T dy Ж.Н, , ЖОШ ДК Зн] 10.1.1 
FER 
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图 10.1.1 ЖЕШ УКЫ 


类 似 于 Hill 方程 的 讨论 可 建立 NLS 方程 控制 谱 的 可 数 性 引 理 。 
引 理 10.1.3 (临界 点 的 可 数 性 引 理 )。 设 q € H' N= 
NOg l € Zt. 


NCI g la) = 2[ gl3cosh! q lla + 31 g l msinh( | g 1207 
其 中 5 ] 表 示 大 于 x 的 第 一 整数 -. 考虑 
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A'(A;q) = (дг) 


则 有 

(1) A'(QQ;g)fED= € C:lA «(20+ 1)x/221 AAN 
+1 h. 

(H) {ТЕЇАЄ C;lA – kxl < REZ Ikl < 六 1 有 一 个 零 
5. 


(Ш) ”A'(4;g) 没 有 其 他 零点 。 
(N) 对 141>(2N+1)x2,4' 的 实 点 ;x.1j1 > МЖЖ 
的 ,简单 的 ,月 满足 渐 近 式 : 
x = jz + 0(1), Iji> œ 
现 考虑 谱 的 排列 , 存 D 之 外 ,临界 点 是 实 的 ,1j1 > N 


Аз S yu s з 


Ахы < As. < 

x= jw. (2N + УЛТ ЯКЛАР IJI < N fu F D 内 ,2N + 1 l AL 
ARE ES. АРЕ М ЗЕБ, А. RARR 2M + 1 个 实 临 
FA MsN РЕ q ,有 在 D 之 内 的 实 的 临界 点 

Аи Ами < "U До А < з= Ау 
复 的 ,在 上 半 平 面 ,在 了 之 内 

和 了 = Мж, 
复 的 .在 下 六 平面 ,在 之 内 
A = А. j= M+ 1,20 N 


Ñ 


S y(x А) ЛЕ q.) 189 Bloch FFE РЕ, ЗН Ер 
满足 转换 条 件 。 通 过 周期 : 
у(х + 1,4) = о(Д)ар(х,А) 
其 中 oA) H Floquet Ж fe n] JH Floquet 判别 式 表 示 
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(А) = HAQ) + V А Ол) -4] 


р.у 为 (A,V А? ОА) -4)Riemann 曲面 上 定义 的 函数 ,wy* (x,4) 表 
Ж y 在 4 的 二 时 上 的 值 。 在 分 支点 (简单 周期 或 反 周 期 点 ), 两 支 
相交 , у * 变 为 线性 无 关 , 在 实 的 多 重点 上 ,yy* 保持 线性 相关 。 在 
复 的 多 重点 上 ,可 能 变 为 不 相关 。 对 于 固定 的 4 ,这些 Bloch 特征 
函数 能 表 为 

Wi (xA) = а* МЫСА ЈУ ОА) + [Maz(1;4) - р* (A)]y21 
其 中 


| / Mal, a-o 
` ° N MaA DLA) -4] 


ERRER МОА) = yP (xa), y PCA) 
保证 具有 重要 的 对 称 性 
W (55А) =*[Ду(х;А)] 
为 了 解释 这 些 特征 函数 , 举 二 个 平凡 的 例子 。 其 一 , 取 q = 0, 
此 时 多 重点 为 实 的 , Af = jx, 几何 重点 为 2, 对 于 Lax 方程 组 的 
Bloch 特征 隧 数 为 


д 1 
= expli(Àx + эго | 
go 0 


ш? 0 
= expl- iCar О | 
4” 1 


g(x,1) = cexp[i(2cz + У)] (10.1.14) 
此 时 Bloch 特征 函数 为 


其 二 , 设 
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yi” . Я 
и = ехрі+ i[kCA) (x + 2At)]1 ` 


cexp[ 一 1(2с21 + 7)/2] 

ү k(A) - А)ехр[: (221 + | 
其 中 4) 入 为 

КА) = =] = МА 

КУД? - 4 
КОЛ) = jw 

在 这 个 例子 中 ,g(x,1) 为 常数 ,与 + 无关, 易 从 Floquet 判别 式 计算 
线性 算 子 工 的 谱 

A[A;q(:.t;e,y)] = 2созЁ(А) = 

2соз[ (А? + ce)12] 


其 谱 如 图 10.1.2 所 示 。 


图 10.1.2 常 位 势 谱 序 的 路 径 


由 于 Floquet 判别 式 对 于 q 和 А 为 整 函数 ,可 计算 它 的 一 阶 导 数 。 
引 理 10.1.4 


МАЎ 4 — 


Š = 

б буе уге 2 10.1.15 
84 (A;q.,q)= i Wy Il gt Casa), еба ( ) 
ід УА 4 Í' 

=- КЕРЕР 让 Г ф5 + 5 фт ldr (10.1.16) 
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其 中 W ERER ЖЕТТ ЎА, Bloch HIFR yy: 为 式 (9.1.12) 所 定 
x. 
10.1.2 F; 的 临界 结构 
WEE F 的 临界 构造 ,对 辐 定 ФС. N,( д) д q 的 一 个 小 
的 邻 域 , 引 人 泛 函 序列 
Еу: 04) > С.Е, = А(А(4).9) 
有 两 点 必须 说 明 : 首 先 ,对 1 站 > №, F 为 实 的 ,FE[ -2,+2j]. 其 


次 ,对 于 复 的 临界 点 ,1j1 = M+... N, F= КЁ + ЕР 不 必 是 实 
的 。 因此 ,为 方便 计 , 引 入 等 价 的 实 常数 序列 

Е. ljl<M 

IE + F]. j=M+1, N 


G= i (10.1.17) 
Ке Кыры. ed 
(-1)E, л> А 

对 于 国定 л. Є №. Н А" СА) +0, ЗЕ ра F, 的 临界 


AA. H (9.1.15) (9.1.16), DAK ACHI ТОЯ А; зд" 
的 简单 零点 ) ,由 此 即 推出 : 
引 理 10.1.5 
5 时 (zi 和 galat) 
grad Ajig, 人 с рн | (10.1.18) 
ТРОА) grla) 


考虑 复 的 临界 点 , 令 
F(q) = Ед) + Е) 
5188 10.1.6 АЕРЫ АЈ). B grad F0, q, q 作为 x 
ПО БО ЕМЕ KAI, Д) КЁ M Fj 是 线性 无 关 泛 函 。 
РА 六 考虑 临界 位 势 4 、 
grad F; = 0 (10.1.19) 
引 理 10.1.7 除了 平凡 情况 q =0 外 .有 
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дЕ 080 
(|) Жы, 2 =05М(1;А;,4,) = +1 
(H) gradF;l; ри о 


>I F(q.)! = 
二 f(g: ) 为 一 тсе 
F; ËJ Hessian EIE jg EN, А А”(А) 0. F; АЛЯ 
TE S; C N, 所 组 成 。 
grad F; |, =0, q. Є 5; 
在 S 上 共有 临界 值 为 +2, 对 于 а, ES, Ж F 14. ЇЙ 
Hessian- 
Hessian nJ ЙЕ РЕ #5 (10.1. 12) 在 重点 af 上 的 平方 积 
示 ,不 同 的 是 对 于 А” (А) 20. W 
+ š касы 2. 
Е КААМЫТ 


HP b= 0 为 
1 
b = | Mi Mydx 
0 
定义 两 个 附加 系数 
rl 
a = | M i M: dx 
0 
{Л 
E | [Ma Me + ММ ldx 
则 有 关系 


ACA) = ДОА [4ab - eè] 
计算 两 个 平方 特征 哨 数 
pA A +14 a Я 
л (АЯ 
[д"]-12 р 


+2[а(у')?- e( yt) 0) ч b(y Y] 


узу 


yy 
ET жу? L ШЕШ 
如 分 解 X = 为 
x° = XË + іу 

定义 投影 
БЕ, = C- iK} ôq) 
=. = (Куу ôq) 

А | (10.1.20) 
Е, = (Ky) .6g) 
бЕ, = (- iKyy.6q> 
投影 EANA. sanly? у; у} iy; WERO 4, 因 在 复 重 
AJLI ERO 2, k NKR ЕРЕЖЕШ. 9 — ЈГ, РЕ ЗСЯ 
点 ,span 为 二 维 , 且 有 具有 如 下 相关 性 


mA HH 


АЗ, Му=- (= A (A) >0): 
xi =T lyra y; = Гут (10.1.21) 
A ER, Му (= CD <0): 
xyi = Гуру = Гуз (10.1.22) 
其 中 本 定义 为 
FEM 
E —25- 
n N 2e 
计算 可 得 : 
定理 10.1.8 iZ q H F; ВИА, F; 的 Hessian 为 
(бл 实 的 
др, = 0 Stel (a + (88,90). A'>0 
o БҮ; x 
(10.1.23) 
sa Ee Ee 
Е; = Ff =-= (8y + (8E) l, A" <0 
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(2)1? 复 的 
z [00=1)2 + (8) ] - 10853) + (62,)?] 
8 Е!=2[(25,)(58,) - (8E, )( ôE) ] 
对 于 g(x),6g(x) 均 为 x НИ, BUE 5S 变 成 相关 ,有 以 下 推 
论 : 
推论 10.1.9 设 g(x) 和 6q(x) 为 x 的 偶 函 数 ,考虑 一 个 纯 
虚 的 复 重点 4, 有 


(10.1.24) 


8? F; = 8? FR = 
Ааа (683 058), лар = 2,800. 
аврав), лоб 2,900 
-Os + аш, AOpen an i 
-ÉM (83+ ди), aapa TOR <о 
一 个 均匀 平面 波 的 例子 。 


B g(x ,ti) 为 平面 波 式 (10.1.14) ,由 此 求 出 特征 函数 和 基本 
ЙАШ: 


coskx + i Z inky i T sinkx 
M(x;A;c) = (10.1.25) 
i q sinke coskx — i w sinh 
Floquet 判别 式 为 
A(À;c) = 2cosk 
此 可 得 
简单 周期 点 : A*= + ic; 
重点 : КА) = т, jEZ,j#0; 
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临界 点 : АА, J€ Z.j=0; 
15=0 
2N 个 纯 虚 双重 点 
(АЙ rP- j= 2, N (10.1.26) 
其 中 


(A? 02) < 0 < [P(N + 1)2 - е2] 
此 可 求 得 同 宿 轨道 Qul x,tic, Yik=n,c,/c_): 


0, = [222 — ѕіпрѕесһтсоз(24х + $) – isin?ptanhz | А 
Ел l + sinpsechrcos(2kx + $) 


2 = 
e IHD p Pipe ity) 


с 
p >F %® (10.1.27) 
其 中 ce_=exp(O+ 归 ),p 定 义 为 下 +y = cexp( ip),r=0 - p, 


$=p-|8+ 他 з 
关于 问 宿 轨道 有 以 下 几 点 必须 提 一 下 : 
《1) 轨 道 仅 依 赖 于 c ,Ve ,而 不 是 分 别 依赖 于 с.е. 
(2) 04 БИН РУТЕ ЦОН, M 1 оо 8] />- о B # - 4p 的 
位 相差 。 
(3) 对 于 小 的 p. Qr 为 
Qu = [соѕ2р ~ isin2ptanhr) 


— 2вїпрвесһтсоз(2Ёх + р) Jeeta 

10.1.3 等 谱 分 层 的 Morse 描述 

利用 H 17 RA 15( 能 量 ) 的 不 安 量 ,能 定义 子 集 AD c Z: 
P = iq € 1н к | H, | < hzi 


ыр. 


Sobolev ЛЯН НЕ 是 闭 的 不 变 集 , 它 在 H! 中 
有 界 , 因 此 它 在 2 中 是 紧 的 。 对 于 qE, R RE n 
А, ТЕ N= NOMAR D = D ТЕЗЕ Б. 


613 


对 于 g€.7 各 ,所 有 临界 点 1X5;;, 是 实 的 ,能 依 序 排列 。 但 
对 于 2N+1 个 在 DD 内 的 临界 点 , 单 序 排 列 是 不 吕 能 的 ,因为 当 Л” 
[25(gq);g]=0 可 有 产生 临界 点 相 重 对 于 国定 的 l I< N.A 
(gq) 为 多 重 值 解析 哺 数 , 它 的 值 位 于 和 集 ;XAi(g), УЕА. 
分 叉 点 为 那些 点 , q €. 2 

A'A Cgi ga) = AAS) g) = 0,131 N 
我 们 考虑 以 下 泛 函 的 厅 列 

F AP ж С.Е 9 9) (10.1.28) 
以 及 相应 的 G; 20(10.1.17). Є, 1604) -211с 
P. WET g(x)E Є*,1 Gi Ж ТИЕ Ж h V. jH РВ: ва 
数 序列 16)1;,、, 它 衰减 快 于 任意 多 项 式 ,1j1 一 w, 吕 定义 -个 小 
的 不 变 集 
Тае #10 1 604) -2l < 0. l< А! 
р И АЛ УЕ) К с, 
可 数 性 引 理 能 用 。 上 且 229) C* 中 是 紧 的 。 

我 们 要 用 算 子 二 的 水 平 集 使 2-9 БЫ, 5 Ж ИА ЭГЕ 
ПК Gajs - x ,…,+ о МН Г ДЕНО ДНО ЈА, 
К, RIDE ПАРК. 

EX 10.1.10 д.с ЯО, in A: 

(1). сов), RE 

(2)g -为 分 支点 ,或 者 

(3) 在 国定 的 叶片 上 ,远离 分 支点 ,集合 :gradGj: ”的 元 素 忠 
在 g :上 线性 相关 的 。 

附注 10.1.11 情况 (1) 的 临界 消 数 是 人 为 的 ,时 中 边界 是 人 
为 的 ,我 们 以 后 不 考虑 它 。 

附注 10.1.12 д. 是 情况 (2) 的 临界 函数 < 

Ala ig) = А" (А509.)59-) = 0 
附注 10.1.13 q 为 情况 (3)( 而 非 情况 (2)) 对 于 б, 的 临界 晒 
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ЕТЕ j IEE q = q. E 
gradCi = 0; Вр F; =+2, 4j = А? 

附注 10.1.14 情况 (3) 的 临界 函数 不 是 .中 的 孤立 点 ,除非 
gradC = 0, Yj- 而 且 给 定 一 个 临界 函数 q. ,有 gadG = 0, 而 
gradG, #0. 我 们 能 取 С, 作为 Hamillon, 用 它 映照 原 来 临界 函数 
4.5 д. (т) XE т AMBERG r, =0,4. (1) = q. ,原来 的 临 
ЕВС ЛДА Н. J Y kb uj EL SC BJ Morse 理论 ,我 们 必须 
研究 对 于 运动 常数 的 整体 族 ; 6;, V ji КИ рО ЈЕ. EHR 
维 情况 , Bot 研究 过 ,后 来 对 于 Hamillon 系统 , Fomenko HRL, 
种 理论 从 “Bott 函数 "开始 。 

定义 10.1.15 设 为 在 可 微 Hilben 流 形 多 上 的 实 值 可 微 
AR ATRE .元 光 称 之 为 下 的 非 退 化 临界 函数 ,如 果 

(对 任 一 点 9E.7 为 天 的 临界 点 , 即 gradF lg = 0. 

(2) 对 任何 Є.А F fJ Hessian 的 零 空间 为 .2 的 切 空间 |. 

-DKR F 具有 这 样 的 临界 流 形 称 之 为 Bot 函数 - 

现 考虑 С, АЕ Р: > N 外 的 情况 。 由 可 数 性 引 理 可 知 
临界 点 1X9,1j1 > NN! 是 实 的 ,简单 的 : A"(X*)z 冯 0。 因 此 ,不 存在 临 
界 点 (2) 的 情况 ,每 个 G 是 最 大 的 ,在 它 的 临界 位 势 上 , б, 的 值 为 
2。 对 每 个 у. i N, G 的 每 个 值 ,12 - G = 67 ,水 平 集 在 拓扑 
上 为 略 周 。 进 -- 步 , 37 E [0,3], 这 个 圆周 位 于 一 个 闭 的 圆 盘 之 
外 ,如 图 б 


Б 


© 


图 10.1.3 BEII > N. G 的 水 平 集 


为 了 描写 这 个 情况 , 置 8; = 0, уу! > N. 此 时 反 谱 理论 保 
六 为 个 2(N ТАЕ 2% 
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B} = AÀ 7 6..0) 
对 于 固定 š = 8] (40), 171 > М, At? {ЕЗЕК ЕЗ B Bl Р, 


(мл > ЛУШ JPEE 
Morse MENERA EURE 


GED — R 
G= 258102 - G] 
Jiz 
EH 10.1.16 
(eela, =069. E.Ż; 
(2) G 是 一 个 Bott 函数 ; 


(3) б 的 梯度 流 表明 О REF 21; Вр Б Бл 99 ЈЕ 
变 收缩 。 

ЖЕ {ЕЙ D: Fp lji РВВ. 

不 变 集 5% ЖОЛУ G = 2,171 > N 的 定义 ,是 -个 有 限 维 的 
ААИ, CEARA PL BJ 120), ЯЙ ЕКЕЖ 
层 , 现 集中 注意 力 于 i Glij cv。 

EAA D 内 部 ,对 于 A (A) =0 临 界 点 А” 存在 , 即 (2) 型 临 
界 函 数 存在 。 另 一 方面 ,远离 分 义 点 ,能 估计 集合 |gradGi' lil =< N 
的 线性 无 关 的 元 素 的 数 晶 Np 如 下 : 

AN-N) +1< Np < 2N + 1, Np = 2(N №) 
其 中 N. 为 上 半 复 平面 中 重点 的 数 日 , M 为 上 半 平 面 重点 是 
Dirichlety А 2 

对 比 于 当 1j1 > N 的 简单 行 态 , 6, - N< j= N 的 同 伦 状态 是 
很 复杂 的 。 

整体 Morse 理论 对 于 .信也 是 很 困难 的 。 举 例 说 明之 。 

例 :靠近 的 不 变 whiskers 设 工 表示 常数 平面 

H = iq € .Z19.q = 0! 
Ë N=1, 定 义 盘 Zt CH 
ya I n h 


= 
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FF LDR gE 2 由 实 轴 和 在 虚 轴 上 的 简单 4 
成 ， “л hh 充分 大 ,使 得 两 个 复 重点 存在 于 纯 虚 轴 谱 带 上 ， 
但 也 适当 小 ,使 得 不 存在 多 于 2 个 的 点 ,如 图 10.1.4 ЯК. 
А 4 А 
图 10.1.6 ЗИТ ЖЕЙ REA 3: ALAI Morse ARI G, 的 水 平 集 


图 10.1.4 在 党 值 平面 工 上 的 第 …- 谱 变换 ПЕ. 
位 势 在 了 中 是 由 圆 141 = r€ % BUH Н КЛ} % ;为 两 
ШЖ A 和 д: 


Z:0<lql= r. r Sl q |< rus 
3| A TF... ERE m BD. АПР 10.1.5 所 示 


图 10.1.7 偶 位 势 的 " 裤 季 "和 它 的 谱 安 换 
中 占有 重要 位 置 . 偶 的 条 件 导致 以 下 约束 ; 


图 10.1.5 不 含 临界 贺 的 开 环 .加 М. 5, Go = gos go € (- 2,2), go 国定 
W N LAE At 是 六 维 的 , 24 中 引入 两 个 分 别 含有 环 Z, C- = 61.6. ЖАВ 
Z 的 六 维 邻 域 ( 开 的 柱 形 ) 00, DV、 对 gE€ Do LD RSS E 此 时 C, 的 临界 值 是 -2, 由 它 的 Hessian 表明 是 一 个 极 小 值 ,临界 
10.1.6 所 示 。 对 于 qE D, Ëq 10.1.7 所 示 。 有 了 两 种 类 型 是 重要 ， 水 平 集 是 “个 阅 , 仪 会 有 “个 明 数 在 常数 平面 上 。 хс 从 它 的 
的 : ПА -2 增加 时 ,在 И 中 的 邻 域 水 平 集 是 两 个 环 , 谱 图 形 ,以 及 
LEEN 水 平 集 的 图 解 如 图 10.1.6 所 示 。 同 时 , Ùo 的 平凡 情况 是 同 于 在 
首先 ,我 们 考虑 名, 它 是 平凡 的 ,类 似 于 1j1 >N RE. Ж И D 外 实 临界 点 的 情况 。 


考虑 - 般 的 情况 ,集中 考虑 函数 的 子 流 形 ,关于 a = 0 ЖИЗ. Ш q а Ик 
(=) 00). 这 个 子 流 形 Рс ШШ, Н {ЕЗГЕР ПОРА, С. =0, ЖТТ Уйа Co P G EX fit 
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Ж Go= д, 506 (— 2.2), go 给 定 。 这 个 子 流 形 是 三 维 的 ,位 于 - 
LINE ЖОЙ Н go 选取 ,60 没有 型 (2) 型 (3) 临 界 点 在 此 子 流 
形 上 ,引入 б, 限制 在 这 个 子 流 形 上 作为 Bott кё. 

在 偶 的 情况 下 , G 的 临界 值 为 -2, 此 时 临界 集 仍 为 - .个 贺 - 
仅 会 一 个 函数 在 常数 平面 П 上。 Hessian 是 一 个 3x3 Ж, Ад 
一 个 下 的 ,个 负 的 和 一 个 虚 的 特征 值 。 它 的 宪 向 量 是 正切 于 临 
界 圆 的 .鞍点 结构 存在 ,这 是 由 于 Hessian 指标 为 1， 表明 图 是 -. 
“whisker” p. 

其 次 ,我们 用 Backlund 变换 可 得 


Он = [== = sinpsechreos(2kx< + $) - isinžptanhz ] 
Иш І + sinpsechrcos(24xw + $) х 


еее) о eT2ip-it2r +y) о 0 
为 了 保证 偶 性 ,必须 选取 $=0,$= 了 之 一 ,存在 丙种 whisker 其 中 
之 一 是 一 维 的 ,县 有 参数 o,y， 对 固定 y, 数字 8" 形 结构 出 现 . 
轴线 和 临界 水 半 集 上 是 同 宿 于 临界 圆 , 注 意 这 些 同 宿 轨 具有 位 相 
差 Др, 

临界 圆 的 -个 邻 域 在 储 对 称 下 “裤子 "如 图 10.1.7 所 示 
Bäcklund 公式 清楚 表明 “裤子 "的 一 条 腿 相 连 于 空间 位 置 + = 0, hj 
男 一 条 腿 相 连 于 x = 1/2。 这 个 事实 可 解释 当 可 积 系统 给 定 扰动 
后 产生 混沌 状态 : 

在 偶 对 称 下 ,“ 裤 了 "能 为 More 理论 的 语言 所 描述 。 为 了 讨 
沦 同 伦 转换 ,定义 

M. = iq€ “ТГ 1 G < е! 


= 


则 M = 2D x 5! 
M= Dx s! 
Мз. = 2D x 5! 
其 中 。 充分 小 ,D ЖКТЕ Ж,20 RREKET, D & 
示 两 个 盘 具有 两 个 点 在 边界 上, 同 伦 转变 公式 为 
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Рх 51 Вх 5 =[2PxS' Ue] 
这 里 上 表示 胞 精 ,e! 表示 一 个 胞 腔 ( 见 图 10.1.8): 1 胞 腔 吓 粘着 
的 , 因 G, 的 Morse 指数 为 1。 
图 10.1.8 偶 位 势 的 问 伦 变换 

2. 没 有 空间 对 称 

现 考虑 没有 空间 对 称 的 情况 ,我们 取消 偶 对 称 的 约束 。 此 时 
存在 三 个 独立 运动 常数 , 16.1, бу. бї. 我 们 想 取 G = g-1， 
бе = go УАН, С, 为 Bot 函数 ,如 果 g0, G1 ЖИДЕШ ЗУРЫ 


Ë. 进一步 ,g_1=0,6_ ВНК, CG 亦 然 。 我 们 将 及 时 考 
É G H G, 

G:U, -> R 
G1 的 临界 值 为 - 2. 临 界 集 仍 为 一 个 圆 , 仅 令 一 个 函数 在 П ЗЕ й 
Eo 它 的 Hessian 是 有 两 个 下 的 和 两 个 负 的 特征 值 , 呈 鞍 点 结构 。 


在 一 个 临界 打数 上 , G1 的 值 为 -2,6-1 的 值 必须 为 0, Co 在 
go 值 上 为 自由 ,用 Backlund 变换 构造 临界 水 平 集 的 明显 表达 式 。 


бо = go0,goE(- 2,2), 


G = 0 
G, = 2 


为 方便 计 , 再 重复 Backlund 公式 


[22 — sinpsechrcos(2kx + $) — isin2ptanh: ] А 
1 + sinpsechrcos(2kx + Ф) 


Он = 


2 2 
се‘ +) _„ ef2ip e i(2e nr o — 9 


如 图 10.1.9 所 示 。 


620 


图 10.1.9 ERIE т RE а) E E) 


从 RRF 8" 形 图 构造 临界 水 平 集 。Bicklund 公式 表明 临 
界 水 平 集 依赖 于 参数 oE (0, + %),$E[0,2x) ,YE[0,2x) 连 问 边 
界 p=0,p= + с. 它们 足 由 … 组 具 参 数 pE [0,2x) 的 辆 所 组 成 
实际 上 ,所 有 点 在 水 平面 铀 上 是 相同 的 ,如 图 10.1.9(a) 所 示 ， 而 
在 图 10.1.9(4) 中 表示 水 平 集 为 $x 5°,5° 为 具有 两 点 的 两 个 球 ， 
此 时 临界 水 平 集 是 相连 的 ,而 在 侦 约 束 下 是 不 相连 的 。 


为 了 描述 临界 水 平 集 的 邻 域 ,考虑 集合 
Go = дово € (~ 2,2), go 国定 
G1=0 


G = go gIE(-2-e,-2+e),gl 自 由 
这 个 集合 不 是 个 流 形 , 但 它 由 四 维 流 形 连同 边界 分 基 所 组 成 ， 选 
Ж go 使 得 Co 在 四 维 流 形 上 不 是 临界 点 ,我 


2910 x 3 这 种 情况 如 图 10.1. 10 和 图 


1 


门 能 把 四 维 流 形 看 成 
0.1.11 АТАХ, 


为 了 了 解 这 些 图 形 ,首先 固定 g < - 2, 的 谱 在 虚 轴 有- - 


AAR ,而 水 平 集 为 二 个 环 P EE КАН 


时 .形成 了 三 个 环 的 最 近 一 族 : 

男 一 方面 ,固定 gl > - 2, L 的 谱 越 过 月 
T, 总 之 , 当 G 在 靠近 - 2 的 临界 值 变化 ， 
T ,每 个 水 平 集 是 连通 的 。 三 环 T 不 依赖 了 


Е 


-> g< - 2 E (k 


,水 平 集 保 持 三 环 


水 平 集 的 邻 域 为 = 环 


G ig. -28 Gz- 


2, 特别 三 环 具 有 -个 扭曲 。 如 图 10.1.12 所 示 。 


图 10.1.11 g> -2 的 水 平 集 
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В' 


图 10.1.12 新 奇 的 " 裤 了 "和 它 的 谱 表 示 


为 了 利用 Morse 理论 对 于 这 些 水 平 集 ， 引入 人 


EA 
RA 


Go = gorgo € (- 2,2) 固定 
G. = 0 


Gi = gog E(-2-e,-2+e),gi HH 


Floquet 的 技巧 用 于 Gi 作为 Bott 函数 而 没有 意义 ,因为 ， 


这 个 集合 不 是 一 个 流 形 ; 

G 1 在 这 个 集合 中 具有 临界 函数 ; 

G1.6 -1 必须 同时 考虑 。 

无 论 如 何 , 我 们 能 预期 同 伦 转换 ,定义 
M.=i qE Ù, Gige! 


则 


М, = (5х D?) х 51; 


其 中 


# 


Ë U 
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M_,= Вх 5!; 
M_,,, = Вх S! 


P e 为 充分 小 ,(S1 x D20 ЖК, В?) БШШ. БЕГ 0 3 
o 如 为 3 球 。 同 伦 变换 公式 为 


B? x 512. xS = (Sl x р) x S! U ë 
表示 胞 腔 相 粘 ,e 表示 2 胞 腔 ,如 图 10.1.13 所 示 。 


S: QO S 


3-ball 


图 10.1.13 PHARRR te 2836 


10.1.4 Melnikov 向 量 


已 知 


Baeklund - Darbonx 变换 可 得 


Qulx,t) = q(x,t) +2(›—-%) fif 


其 中 q 位 于 临界 低 维 环 上 ,$ 为 算 子 工 在 (9gi,v) 上 的 特征 函数 , 取 


| ó 12 +I é, 12 


Floquet ÆA ly +) y A 


$= с, ү +e. үс) 


现 考虑 NIS 方程 由 扰动 向 草场 f(gq) 形 成 的 扰动 。Meinikov 函数 
能 用 常数 | | 定义 ,A =， 


М; -| [grad F; f) 1-14! 
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这 里 积分 沿 着 未 扰动 同 宿 轨 q = Qu ВИЕ. AA 


С) AU + 
Wl, yo] y 21 


УА 4 изу 
=- L UT тут 


s 


其 中 WO EE Qu, v) ЕЁ) Floquet 基 。Floquet 基 能 从 


W(x,tGA) = Givry), ta) (10. 
得 到 ,其 中 
G = б(А›зф) = м - 0 | (10. 
0 А-7 
g =A 
-| М 
R 
limG(A,y) = 2 [= р “з (10. 
7 ІФ, hih 
由 前 式 可 得 
limig( = img +) = 
_ /$s 
+ са Wy Сю) и Я (10. 
{ЕС Он. А = v). Б, ЧОО PORER, A 
+) „ _ 2 о) (10. 
с. 
计算 可 得 
дЕ, сс. WYO, go A 
其 中 


e, = i(v - p) V А(>»)А”(>») 


1. 


1. 


1 


1. 


1 


.29) 


30) 


31) 


.32) 


33) 


.34) 


.35) 


625 


由 此 可 得 
定理 ”Melnikov АНЕ ТРЕ а y ,有 


rx m 
Mj = сс, с. | [тузе] * 


DACO) + (Ф)р(0) 
| La rr Jaxa: 


10.2 Hi 方程 


设 0(x) 为 实 变量 x 的 实 值 或 复 值 函数 , Q(x ) 为 片段 连续 ， 
它 为 周期 的 , 具 周 期 x, 即 
Q(x +n) = Q(x) (10.2.1) 
则 微分 方程 
y'+ Q(x)y = 0 (10.2.2) 
具有 两 个 连续 可 微 解 yi(x),yz(xz)。 它 们 由 条 件 
у\(0) = 1,у{(0) = 0,ya(0) = 0,у›(0) = 1 (10.2.3) 


惟一 决定 。 
定义 式 (10.1.2) 的 特征 方程 
e — у(х) + уз(х)]р+1=0 (10.2.4) 
特征 指数 a 满足 
expiar = рү, expl- ian) = p (10.2.5) 


其 中 о, 为 特征 方程 (10.2.4) 的 两 个 根 , 且 2cosar = у (z) + 
уз(х),рурә = le 
定理 10.2.1 (Floquet EE) 
(1) 如 特征 方程 (10.2.4) 的 两 个 根 ol, o 是 不 同 的 , 则 Hill 77 
程 (10.2.2) 具 有 两 个 线性 无 关 解 
f(x) = ep (z), р(х) = p(x) 
其 中 py(x) 和 ps(x) 为 周期 函数 ,周期 为 re 
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(DA о = Pa, 则 方程 (10.2.2) 有 具有 一 个 周期 为 x(ol= = 1) 
IR 2al pi = p= = 1 的 非 平凡 周期 解 ,p(x*) 表 示 这 样 的 一 个 周期 
解 , 令 у(х) 表示 ,一 个 线性 无 关于 P(x) 的 男 一 个 解 , 则 

у\х +m) = piylx) + Өрх), Ө 
H 0=0. 等 价 于 
у(х) = y(r) = + 2, y(n) = O,y.(z) = 0 

证 明 :; 如 y(x) 为 式 (10.2.2) 的 -个 解 。 显 然 有 у(х + x) 也 是 
式 (10.2.2) 的 -个 解 ， 特 别 у(х +a), yalx +r) (10.2.2) 
ВЕ Т у(х). уо С) (10.2.2) ATA 884 — 3, [ИЕ 
yil tr), узб) НЕН yila), уо) ЕЯ Е, Bia 


р +) = у(х) у(х) + у(х) у(х) 


А (10.2.6) 
убх tn) = yaln) yil) + у (як) уз(х) 


设 у(х) 0 式 为 (10.2,2) 的 解 ,使 得 
убх +m) = ру(х) (10.2.7) 
对 某 常数 p ДД у(х) = сулх) + «узб х), (10.2.7) 5719 
cra ,必须 满足 如 下 线性 方程 组 


(yn) = plei + узт) ез = O 
| ， ， (10.2.8) 
yi(m)eí + (y(n) - ojca = 0 
反之 ,如 式 (10.2.8) 满 足 , 则 +(x ) 满 足 式 (10.2.7)。 现 式 (10.2.8) 
具有 解 cl,ea 的 充 要 条 件 (为 使 ,es 不 能 同时 消失 ) 为 
| у(х) - № у(х) | 
у | = 0 (10.2.9) 


уб) zz) — p| 
因 对 -一 切 x , Wronski 行列 式 
у(х) у(х) м) (к) = 1 
方程 (10.2.9) 等 同 于 特征 方程 (10.2.4)。 因 此 ,如 p= р HR 
(10.2.9) 的 一 个 根 , 则 能 找到 cise, Ë y= сту + cayz 关 0, 使 得 у 
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满足 (10.2.7): 显然 , 式 (10.2.7) 如 满足 , 记 
у = у(х) = exp(iax)pi( x) = fila) 
其 中 expl ат) = ol,Pi(z) 为 具 周期 r 的 周期 函数 。 设 式 (10.2.9) 
具有 第 二 个 解 o = оу pi1, 则 能 用 ps 构造 式 (10.2.3) 的 一 个 解 
=f2(x) 关 0, 使 得 (x+7)= phla) DR f, f, 为 线性 无 关 。 
奋 则 ,可 找 到 常数 A ,42( 不 全 为 0) ,使 得 
À f(x) + àf x) = 0 


即 也 有 

Aila + m) + Mfr +m) = Aini (x) + àzo) = 0 
内 A f. A f PEENE ,第 二 个 方程 是 相 容 的 , 仅 当 ol = рз. 这 
就 证 明了 Floquet 定理 , 当 0196 02 时 。 

A pips=1. 或 者 |p1| = п =l, Ио, о 2—8 
过 1。 第 一 情况 ,具有 稳定 性 ,第 二 种 情况 式 (10.2.2) 的 解 不 稳定 ， 
如 pip2。 Wi o= ИСТИНИ (x), 
使 得 


у(х +m) = муг (x) 
因 pf= pz,p103=1 推 出 pi= tl, уг 是 周期 的 ,周期 为 x 或 者 2r。 
H ETRIE y (xz) 的 性 质 ( 它 和 7 线性 无 关 ), 设 у(х) <0, MRE 
见 式 (10.2.8) 利 式 (10.2.4)) 选 取 
уг (x) = yayla) + [о = yi(z)] və ( x) 


уз (х) = (а) 


2р1 = уү(т) + (т) 


уз (x + m) = руу; (х) + yí (х) 
类 似 地 ,如 у(х) =0, 则 能 选取 
уг (x) = у(х), у; (x) = yila) 


因 yiya) — у(х) уз(п) = 1,3 y(r) =0, у (к) + y(r) = 2р 
得 
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yin) = уз(п) = ш 

关 此 从 式 (10.2.6) 得 

Yr+ rn) = pyi (x) 

уз (хо +m) = руу (x) + уү(т)уү (x) 
这 就 让 明了 Floquet 定理 - 
Ж, pi p2, Ш а 为 实 的 , 则 存在 式 (10.2.2) 的 解 的 绝对 
ТУСААР M.M DUKE F y 的 初 值 , 与 * 无 关 Ша 不 是 
实 的 , 则 存在 式 (10.2.2) 的 非 平 凡 无 界 解 . 如 pi = 0a, 则 对 式 
(10.2.2) 的 所 有 解 有 有 界 的 充 要 条 件 是 
у(х) + mn) = =2,y,(m) = б,уу(л) = 0 
当 式 (10.2.2) 的 一 切 解 为 有 界 的 , 则 它们 是 稳定 的 ,否则 , 称 之 为 
不 稳定 

Floquet 定理 的 推论 ”如 式 (10.2.2) 县 有 一 个 nx( n >2) 周 期 

的 非 平 凡 周 期 解 , 旦 具 周 期 x 或 2x 的 解 不 存在 , 则 式 (10.2.2) 的 
一 切 解 尾 周期 的 ,县 有 周期 nz. 
事实 上 ,由 我 们 的 假设 推出 poo 对 于 式 (10.2.2) 的 任何 解 
具有 形式 


y= нА (х) + vf x) 

如 果 具 有 周期 nx 的 周期 解 , 则 у(х + nz) = єў + ёз = у(х). Ж 

He = ехр( iann), ё = ехр( — iinn). 内 fi, 是 线性 无 关 的 ,c= 

e= 1. А, na 是 偶 整 数 ,fi ,fs 都 是 共有 周期 为 nx ЛЯ. 
稳定 集 : 式 (10.2.2) 的 解 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 yj(x) + v; (x) E 

实 的 , 且 


| у(х) + yaln) |< a 

或 у(х) + у(х) =+2 
H yx) = v(a) = 0 
证 明 : 如 pi 关 p2. 则 稳定 性 等 价 于 a 50. а 为 实 的 ,等 价 于 


T 
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у(х) + mx) 是 实 的 , 旦 它 的 绝对 值 < a. 如 pt = o, ДИЗЕ 
价 于 yilan) + (к) = +2, yr) = mr) =0 WEEE 
0(х) = 0( 一 这) 如 式 (10.2.2) ,Q(x) 为 偶 的 , 即 
Q(xr) = Ql- x) (10.2.10) 
АШ Жу: viyo у ， уз TE x= z/2 处 的 值 和 在 x = 的 值 关 
系 ,具有 更 详细 的 周期 x 和 周期 2x 解 的 分 类 - 有 定理 ， 
定理 10.2.2 如 (rz) 为 式 (10.2.2) 的 规范 解 , 度 
0(x) 满 足 式 (10.2.10), 则 以 下 关系 成 立 : 
yila) =2у{(т/2)уз(л/2)-1= 


1+2у\(л/2)уз(т/2) (10.2.11) 
yx (m) =2уз5(т/2) уз(т/2) (10.2.12) 
у(х) =2уу(т/2)уу(л/2) (10.2.13) 
vaa) = y(r) (10.2.14) 


HFR. у(х) = у(х) Ш у(х) x RRR (Ц 
ЖЬ, у(х) = 0-х) H х WARR Aiea, i T lJ] 
HH x s 2л ОЧЕ U88468 e WU UL TETE B PRI ЖЕЙ aR AT РЕ ЖОЙ - 
因此 这 些 周期 解 为 规范 解 y COR уох) ЕУ, АЗЕЛ ЙЕ] у 
周期 解 ( 周 期 7 或 2x)， 
证 明 :0(r) 是 倘 的 ,如 (xz) 为 式 (10.2.2) 的 一 个 解 , 则 7(-*) 
也 是 一 个 解 , 初 值 条 件 у(х) = у(х), З у(х) = (х) 
推出 yy(x) 是 俩 的 ,yx) 是 奇 的 ,因此 从 式 (10.2.6) 两 边 对 x їй 
D, HE x= -x 人 2, 可 得 
yi(x/2)= - у(х) у (2) + у(х) уз(т/2) (10.2.15) 
ya(n/2) = - yalm) у1(т/2) + уз (к) уз(т/2) (10.2.16) 


我 们 可 将 式 (10.2.11) ~ 式 (10.2.16) 式 视 为 yir), yaln), у(х), 
次 (nn) 的 线性 方程 组 , 解 这 些 量 的 方程 ,可 得 定理 10.2.2。 其 中 
у1(т/2)у›(т/2) — уү(т/2)у›(т/2) = 1 


630 


Ш (x) HAN z 0 2л, 

и(х) = у(х) + y(- x) rlx) = у(х)- y(— а) 
具有 相同 性 质 . H u 是 偶 的 ,* HA. A u,e 是 不 平凡 的 , 除 
Ë Ye0, 定 埋 最 后 断言 成 立 


ТАЕ 
定理 10.2.3 如 定理 10.2.2 条 件 满足 , 则 存在 式 (10.2. 2) 的 
-个 非 平 凡 周 期 解 , 它 是 


(1) 偶 的 .周期 x, 当日 仪 当 (rz2) =0 

(2) 奇 的 ,周期 r, 妆 用 仅 当 六 (xx2) =0 

(3) 倡 的 ,周期 2r, 当 且 仅 当 у (п/2) = 0 

(4) 奇 的 ,周期 2x, 当 且 仅 当 ›уз(т/2)=0 
周期 x 或 2r 的 周期 解 为 规范 解 Fr) у›(х)ЁЖ FE 

证 明 :我 们 将 用 到 这 样 的 事实 , 式 (10.2.2) 的 偶 解 是 y OOR 
采 子 ,而 奇 的 解 必须 是 (L 0938: Г. 

为 证 明 (1) , 设 rz) 是 非 平凡 的 , 偶 的 , 式 (10.2.2) 的 周期 解 
具有 周期 n W wm(x) 也 在 周期 的 ,具有 周期 x 对 于 yi(x) 也 是 对 
ВЈ. 因此 у (9/2) = vil = a72), у(х) pR Ë Н yi (x/2) 
= = (002), 2, у (02) =0 反之 ,如 уү(л/2)=0,Й 
уб —л/2) =0,у(—л/2) = у(т/2). FUE vi(x) 满 足 相 应 条 件 在 
х= -п/2,у = x 人 人 2, 从 这 个 和 Q(x) 的 周期 性 推出 у(х) ЖЕЕ 
的 ,具有 周期 x 

(2) 的 证 明 完全 类 似 于 (1) 的 证 明 ， 

在 证 明 (3) 叶 ,我 们 将 证 明 ута) У) = —л/2 {ИЖ 
иб, УС) E т/2 ИО 41 E ik SRA убх+л) = — у 
(а) ,因此 


у(х +27) = у(х) 
(4) 的 证 明 类 似乎 (3) 的 证 明 
MA ER AE ЛЕНИН, AEA Sa ТЕБИШ. 
Hill 方程 具有 标准 形式 
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у ТА + Q(<)]y = 0 (10.2.17) 

其 中 > 为 参数 ,0(x) 为 实 的 具 周 期 的 周期 函数 

设 ут, уо 为 式 (10.2.17) 的 两 个 线性 无 关 的 解 , 且 有 简单 的 初 
始 条 件 。 为 强调 对 4 的 依赖 关系 , 代 奉 у, у; 为 yila a), yala, 
4X)。 我 们 的 主要 问题 之 一 是 决定 那 种 特征 值 ,使 式 (10.2.17) 的 解 
是 稳定 的 ,其 次 的 是 决定 那些 4 值 ,使 式 (10.2.17) 的 解 具 有 周期 
zt 或 2x 的 解 。Liapounaff(1907) 和 Hanipt(1914) 考 虑 了 上 述 问 题 。 

定理 10.2.4{ 振 荡 定 理 ) 对 于 方程 (10.2.17) 存 在 黄 个 单调 
增加 的 实数 无 穷 序列 


До, дА, A (10.2. 18) 

ALAZ Аз Ат (10.2.19) 

使 得 式 (10.2.17) 具 有 n МОЧИ A = hm = 0,1,2,…, 具 

有 2r ABR HILH A = А,,п= 1,2,3, А, 5A, 满足 不 等 式 
ào < Àí =< Аз < À( < Às < As Agas 


且 有 关系 


limai! = 0, lim(%,) = 0 (10.2.20) 
式 (10.2.17) 的 解 是 稳定 的 ,在 开 区 间 内 
(Mo D CAZ A1), CA2 A3) (Ал, AF3), (10.2.21) 
ТЕ А] sa 1. (10.2. 17) ERREA XX À = Ao 
是 正确 的 . 式 (10.2.17) 的 解 对 于 A = А, 1А Anp ERE 
的 , 当 且 仅 当 А», = Aana XF А = Аз, А = X2442 是 稳定 的 ， 
当 且 仅 当 Аз, = Азу 
对 于 式 (10.2.17) 的 复 值 永远 存在 不 稳定 解 。 
А, ENTAO) =2 的 根 ,而 4 HAA) = -2 的 根 ,其 中 
Д(А) = yila, A) + уз(т,А) 
为 了 证 明定 理 , 先 引 人 以 下 定义 : | 
称 实数 A, 为 式 (10.2.17) 的 第 一 类 型 特征 值 , 而 А, 为 第 二 类 
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型 特征 值 : 区 间 式 (10.2.21) 在 实 轴 上 称 之 稳定 性 区 间 。 这 些 区 
闻 的 器 点 属于 它 且 仅 当 式 (10.2.17) 具 有 相 席 值 的 稳定 解 。 类 
似 地 ,我 们 有 不 稳定 区 间 ,不 稳定 区 间 ( - ,ao) 将 永远 地 出 现 : 
我 们 定义 它 为 第 0 个 不 稳定 区 间 , 称 (1,3) 为 第 1 个 不 稳定 区 
间 ,按照 定理 10.2.3, 既 没有 稳定 性 区 间或 不 稳定 区 间 能 缩 成 一 
点 ,稳定 性 区 间 将 不 出 现 ,但 它们 的 两 个 解 并 成 -个 ,如 X25 ,1= 
Аз 2.9 Аза+1 = Азиз» 

证 明 : ”我 们 考虑 4 为 复 值 时 式 (10.2.17) 的 稳定 解 ， 没 、 
= пж, HIR. v0 y= p+ 认为 式 (10.2.17) 的 解 ,具有 
形式 


у(х) = ер(х) = u + ü (10.2.22) 
其 中 a 为 实 的 ,p(x) 为 具 周期 x AAR HER Floquet 定理 ,如 果 
式 (10.2.17) 的 解 是 稳定 的 , 则 解 y(* ) 存 在 。 分 开 式 (10.2.17) 为 
实 部 和 虚 部 得 


W +[# + (х) Ји = w 
m + [a+ Qx) le =- v 
如 乘 式 (10.2.23) 的 第 一 个 以 n BTA u RIG 


wi o'u = (u?) +7) 


(10.2.23) 


积分 得 
wer- vu = о) +a2(D]dr+e (10.2.24) 
фо. ЖМ (10.2. 22) при, — Ја Тит, lel, 


ше ЯН) * 值 有 界 ( 因 р(х)&— T n k] РАЖ), 
КОНТЕ ш -we BI Е х АЖ. 按照 式 (10.2.24) ,对 于 


(х) = Pieu) +° (t) jdt 


的 绝对 值 亦 然 . 们 1) кос, х >o- A a Ipi, X} n= 
1.2,3,…, 有 
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бат 


Kna) = | [u2(4) + Pde = alipa) Pd 
Jo 20 


因此 ,如 А 不 是 实 的 , 则 不 能 具有 形式 如 式 (10.2.22) 的 解 。 

我 们 能 证 明 以 下 事实 : 

(1) 存在 实数 A ,使 得 <X” ,方程 (10.2.2) 的 解 是 不 稳定 的 。 

2)ША<А*,ДЩ® х>0,Д =у(х,А) + у5(х,А) >2ь 

(3) А(А)-2=0,А(А) +2=0 的 所 有 根 是 实 的 ,日 > А` 

4) 方程 (10.2.2) 具 有 x 周期 解 , 当 且 仪 当 A(X)=2; 方 程 
(10.2.2) RH 2x 周期 解 , 当 自 仅 当 A(X)= -2。 

(5) AAA)-4=0 的 根 或 者 是 单 根 或 者 是 重 根 ,如 对 于 特殊 
ША=н 


Ala) = 0,А'(н) = 0 
BM AC) <0 AC) =2;А”()>0,А = -2. 
(6) 设 和 为 A*(4)-4=0 的 最 小 根 , 则 Ло 为 有 单 根 ,A'(X0) <0: 
(7) нш 方程 (10.2.2) 只 有 两 个 线性 无 关 周 期 解 (x 或 2x), 当 
日 仅 当 A?(X%)-4=0 具 有 一 个 重 根 。 


10.3 FJÆR PDE 的 拓扑 分 类 


Fomenko 人 研究 了 上 共有 两 个 积分 (H M F) РД ЛУН ЕЕ) 
Hamilton 系统 。 他 注意 到 一 个 紧 水 平 集 О:Н= ,其 中 上 为 “正则 
值 " ,使 得 0 是 一 个 光滑 非 奇 异 三 维 流 形 ,在 其 上 H RE ЯРА, 
存在 一 个 条 件 Q 为 * 非 共振 的 ”, 而 ( 如, 天)Lianvill ЖЕ Q E HY 
线 有 一 个 无 限 稠 的 "Winding " ,在 Q FER- ARR, F EQ ГАЖ 
KA PEL он Ж ЦЗЕ АО EREA- -ERK Р 
维 的 流 形 , 还 有 一 个 条 件 ,F 必须 是 “Bottean” , 即 它 的 临界 点 集 是 一 
个 在 法 向 具有 hessian 非 退 化 的 光滑 子 流 形 。 远离 F 的 临界 值 , 相 
ЖР (Н, 忆 ) 分 量 的 水 平 集 是 8 环 , 两 个 圆 的 乘积 ， 在 临 蛤 值 上 ,每 
个 相连 于 水 平 集 分 量 对 是 一 个 不 相连 的 流 形 的 并 集 : Я 

类 (1) 临 界 集 ,完全 包含 在 水 平 集中 ,(2) 临 界 集 等 于 整个 水 平 集 。 在 
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分 类 (1) 时 ,下 在 水 平 集 上 ,不 达到 它 的 最 大 或 最 小 值 ,临界 点 集 由 
不 相连 的 圆 的 并 组 成 ,对 F 称 为 鞍点 ,水 平 集 的 剩 下 部 分 由 二 维 流 
形 所 组 成 ,它们 的 每 一 个 同 构 于 -- 个 圆 和 - -条 线 的 乘积 。 这 个 乘积 
可 能 是 平凡 的 或 是 扭曲 的 。 称 之 为 "sifer product"。 水 平 集 的 二 维 
片 能 为 另 一 个 临界 鞍点 ( 圆 ) 所 捕捉 - 般 来 说 仅 有 一 个 鞍点 ,水 平 
集 或 者 是 同 宿 圆 或 者 是 seifert 圆 。 如 图 10.3.10а) СБ) ЛХ. 


O 


(b) 


图 10.3.1 1 (а) #1 зейеп 00) 


在 分 类 (2) 中 ,临界 点 等 于 整个 水 平 集 , 在 其 上 F 达到 极 大 或 极 
小 ,存在 三 种 情况 ;临界 (水 平 ) 集 是 一 个 圆 ;两 个 环 ; 一 个 Klein ЖШ. 

摘要 言 之 ,临界 水 平 由 五 种 类 型 “building Боек” Ж: 

1 同 宿 ,siferi 或 151 ,72 Klein ЖЕ! 

分 类 1 分 类 2 

第 一 .第 二 种 类 型 (分 类 1) ,临界 集 完全 包含 在 它 的 临界 水 平 
集 之 中 ,积分 F 在 临界 集 上 ,不 达到 最 大 或 最 小 ,在 最 后 三 种 (分 
类 2) 中 ,临界 集 等 于 整个 水 平 集 ,下 在 临界 集中 达到 最 大 或 最 小 。 
其 次 ,Fomanko 局 部 地 嵌入 临界 集 为 3 - 流 形 , 再 粘 上 局 部 片 ,再 构 
造 等 能 量 流 形 Q ,在 NIS 中 , 仅 两 种 类 型 ( 同 宿 或 $0) 出现 。 首 先 
说 明 这 两 种 情况 的 粘 合 过 程 。 

现 考虑 NLS 方程 的 $ 临界 水 平 集 


NLS 具 周 期 边界 条 件 
2iq, = qa + 2а (10.3. 1a) 
q(x+1,t) = q(x,t) (10.3. 1b, ec) 


是 一 个 Hamilton 系统 ,具有 Hamilton ZZ; Z—>R 
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оо, l, „у 
X= flas: -3 Jax (10.3.2) 
NLS 的 完全 可 积 性 是 由 以 下 的 Lax 对 得 到 的 
Ly = ày 
|1 0Yd [09 -gq (10.3.3) 
L= р “ук+. N 
ЖШ LIAR Hilbert 空间 L= 己 (R) 上 的 一 个 算 子 。 


L:D c P(R) -> LR) 
LCR) c lw:R— 2 | wb + pdx < ®| 
D 是 的 稠 定义 域 。 这 里 工 仅 有 连续 谱 。 因 L ЕЧЕН ҖЕН, 
的 谱 不 必 是 实 的 ,这 些 谱 的 复 曲 线 , 在 NLS 流 中 是 不 变 的 。 
谱 o(1) 能 用 解析 函数 A(g,g” ;4 ) 来 表示 , 它 又 称 Floquet 判 
别 式 , 它 的 定义 为 :寻求 基本 解 和 矩阵 М, 
LM = АМ 


1 °) (10.3.4) 


M(x = у,у;А) = Ë | 


A 用 来 表示 
A(q.q";A) =trM(y + 1,уд,д ;4) (10.3.5) 
Floquet 判别 式 A(q ,gqg” ;4) 在 NLS 系统 下 是 不 变 的 , 谱 о 定义 如 下 
a(L(q,q'))= AC ClA(g,qg' ;4) 是 实 的 , - 242} (10.3.6) 
上 琴 个 其 他 的 谱 是 重要 的 临界 点 和 多 重点 : 


临界 点 :1A € СІ дА = 0| (10.3.7a) 
多 重点 :14 € C| 是 一 个 临界 点 ,A(A) =+ 2 (10.3.7b) 

谱 曲线 在 周期 或 反 周 期 特征 值 1Ai+ 上 
A(q, 9 3А) = 土 2 (10.3.8) 


二 谱 曲线 能 连接 或 接触 在 多 重点 上 ,产生 一 个 高 空 的 特征 值 ( 见 医 
10.3.2). 

定理 10.3.1 设 q(x) 是 一 个 位 势 ,o(L(g)) 具 有 2N 个 简 
特征 值 ,2M 个 重点 离开 实 轴 。 其 余 的 特征 为 重 的 和 实 的 ,相关 
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ШЕ АГА 


权重 点 


Ес 


sfe N NS 


| 


10.3.2 2 


临界 点 集 是 一 -个 不 相连 的 微分 间 胚 于 


Т^ 


T x (Sl x RIY (10.3.9) 
的 流 形 的 并 集 。 其 中 T 是 一 个 实 的 六 环 ,51 YA, Osje М. 

位 势 Q 在 式 (10.3.9) 中 能 从 拟 周期 位 势 gy€ T 中 Bäcklund 
变换 得 到 


О = 9+4 0) = 012 


(10.3. 10a) 
Фіг + Фрі 


КР › 为 非 实 


ph 
р 
Tr 
= 


p = ау) + By (10.3.10b) 

是 线性 问题 在 À = › 时 的 -: 般 (特征 函数 ),; фф RRE 

(10.3. 3) 的 特征 函数 的 Floquet 基 。 因 此 , Bäcklund 变换 

(10.3.10a) 提 供 了 周期 NIS 方程 的 一 族 周 期 NLS 方程 解 , 参数 为 
a/ BCX F q 是 等 谱 的 。 和 迭代 形成 了 整体 奇 性 层 式 (10.3.9)。 

NLS 方程 至 多 具有 六 个 简单 特征 值 , 它 的 系数 g(x) 在 空间 上 
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是 偶 的 。 这 是 一 个 具有 两 个 自由 度 的 Hamilton 系统 ,Fomenko 分 类 
能 被 应 用 . 
在 这 个 机 制 中 .存在 黄种 谱 图 像 : 所 有 六 个 特征 值 位 于 虚 轴 十 
或 有 若 个 在 虚 轴 上 ,四 个 形成 复 共 轿 对 ,这 些 谱 图 形 如 图 10.3.3 
(a) 和 (5) 的 左 图 所 示 。 


A= Aa) 


° 
+ ШЕ ОНЕШ! 四 ый 


图 10.3.3 谱 图 形 示例 
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